16. Serilerle Islemler

Serilerle toplama ve ¢ikarma yapabiliriz. Carpma da yapilir ama carpma iglemi-
nin tanimlanmasi toplama ve ¢ikarma kadar kolay degildir. Once toplama ve c1-
karmayla baglayalim, ardindan carpmaya el atacagiz. Bu arada, biraz daha zor
olan carpma boéliimiiniin hayati ¢ok kolaylagtirdigini, gegmigte kanitladigimiz

exp(z +y) = (expx)(expy)

gibi egitlikleri kanitladigi gibi bircok trigonometrik esitligi de bir ¢cirpida kanit-
ladigini soyleyelim. Yani Cauchy c¢arpimi boliimii ciddiyetle ve dikkatle okun-
malidir.

16.1 Toplama, Cikarma ve Bir Sayiyla Carpma

Kolay olan iglemle baglayalim: Toplama.

Teorem 16.1. Eger > x; ve Y. y; serileri yakinsaksa, o zaman, » (x; + ;)
serisi de yakinsaktir ve

D (wity) =3 wt) v
esitligi gecerlidir.
Kamt: Kanit cok kolay:

n

D (wity)=lim Y (zi+y)= lim (;xﬂr;y@)

i=0
n n
= Jim D @it lim D vi=) @it ) v
=0 1=0
Teorem kanitlanmigtir. O

Aym teorem Y x; ve Y y; serileri £oo’a raksadiklarinda da dogrudur,
yeterki biri oo digeri —oo olmasin:
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Teorem 16.2. Eger Y x; ve Y y; serileri R’de deger alworlarsa ve R’de
S xi+ > yi toplama tanemlysa, o zaman, Y (x; +vy;) serisi de R’de deger alur

ve
2 (wity) =3 w+) v
esitligi gecerli olur.
Kamit: Okura birakilmigtir. (]

Alistirma 16.1. Eger > x; serisi +00’ye yakinsiyorsa ve > y; serisinin kismi toplamlar

(alttan/iistten) sinirhysa, o zaman Y (x; + y;) serisinin de £oo’ye yakinsadigini kanitlayin.

Teorem 16.3. Eger Y x; serisi yakinsaksa ve r € R ise, o zaman, Y rx;

serist de yakinsaktir ve
Yo=Y
esitligi gecerlidir.

Kanit: Bunun da kaniti ¢ok kolay:

n n n

E rr; = lim g rr; = lim 7“5 z; | =r lim g xi:rg x;.
n—oo 4 n—oo — n—00 £
1= 1=

Ayni sonug Y x; serisi +o00’a raksadiginda da dogrudur:

Teorem 16.4. Eger inisem‘si R kiimesinde deder alworsa ve r € R ise,
o zaman, Y rxz; serisi de R kimesinde deger alwr ve Y rx; = rY . x; esitligi
gecerli olur.

Kanit: Okura birakilmigtir. U

Sonug 16.5. Ejer Y x; ve Y. y; serileri R’de deger alworlarsa ve R de

S Yu

toplama tanamlysa, o zaman, Y (x; — y;) serisi de R’de deder alur ve

D@i—y) =Y w—y i
esitligi gecerlidir.
Kanmit: Teorem 16.2 ve Teorem 16.4’ten cikar. (I
Bunlar kolaydi. Cok daha giiclii bir sonuca gegiyoruz.
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16.2 Cauchy Carpimi

Serilerde carpmay1 tamimlamak biraz daha zordur. Ik akla gelen

taniminda ig yoktur, hem de hic ig yoktur, hicbir ige yaramaz. Carpmanin
tanmimi igin biraz daha distinmeliyiz. > z; ve > y; serilerinin m-inci kismi
toplamlarinmi ¢arpalim:
(20)(¥0) = Zoyo
(o + 21)(¥o + 1) = ToYo + (Toy1 + T1Y0) + T1Y1
(zo + @1+ 22)(yo + ¥1 +y2) = Toyo + (Toy1 + T1%0) + (Toy2 + T1y1 + T230)
+H(@1y2 + 22y1) + 212
(zo + 21+ 22 +23)(yo + Y1 + y2 + ¥3) = zoyo + (Toy1 + T10)
+(@oy2 + 21y1 + T2y0) + (Toys + T1y2 + T2y1 + T3Y0)
+(z1y3 + 2y2 + x3Y1) + (T2u3 + T3Y2) + T3U3
Yukarda, garpimdaki x;y; terimlerini 7+ 7'nin degerlerine gore gruplayalim.
Bir anlamda x;, y; ve z;y; terimlerine sanki sirasiyla ¢, j ve ¢+ j’inci “derece-
den” terimlermis gibi davranalim
1+ j’nin 0 oldugu grup, tim kismi ¢arpimlarda hep ayni kaliyor: xoyo.
1 + 7’nin 1 oldugu grup ikinci satirda beliriyor ve o satirdan sonra hig
degigiklige ugramiyor: xoy1 + x1¥o.
Ote yandan i + j degerinin 2 ya da daha biiyiik oldugu gruplar bir siire
degisiyorlar, ama bir zaman sonra da sabitleniyorlar. Ornegin i+j'nin 2 oldugu
grup, ikinci adimda x1y; olarak beliriyor, ama bir sonraki adimda

ToY2 + T1Y1 + T2Yo

oluyor ve bundan sonra hi¢ degigmiyor. Ve ¢ 4+ j'nin 3 oldugu grup dordiin-
cii adimda sabitleniyor, o adimdan sonra hep

(xoys + x1y2 + x2y1 + 23Y0)

oluyor.

Genel olarak, i 4+ j'nin k oldugu grup k 4+ 1’inci adimda sabitlenecek, daha
once degil.

Anlagilacag: tzere, Y x; serisinin n’inci kismi toplamiyla Y y; serisinin
m’inci kismi toplamini ¢arpip, ¢arpimi yukardaki gibi ¢ + j degerine gore grup-
larsak,

n+m

(52) (S0)-5( %

k=0 \i+j=k ,i<n, j<m
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esitligini elde ederiz. Sag tarafta toplanan
>,
i+j=k,i<n,j<m

terimleri n ve m’ye gére degigir. Ama n > k ve m > k ise bu terim artik
degismez, yani n ve m’yi k’dan biiyiikesit alirsak degismez. Ayricai+j =k <n
ise, zorunlu olarak 7 < n olur. O halde, ¥ = n = m alarak, su tanimi1 yapmak
igin yeterli nedenimiz var:

k
k= Z TiYj = Z Ti¥Yj = Z%’ykﬂ'-
i+j=k,i<k,j<k i+j=k i=0
i§te, iki serinin Cauchy carpimini bu z;’lerin toplami olarak tanimlayacagiz:

(Ca)(Tu)-Sa-3( ¥ e
k k  \itj=k
Tanimin boyle yapilmasinin nedeni agagidaki teoremde gizli:

Teorem 16.6 (Cauchy). > x; ve > y; serileri mutlak yakinsaksa ve zy yu-
kardaki gibi tanimlanmassa, o zaman Y, z; serisi de mutlak yakinsaktur ve

Y= (Ea) (Xw)

olur.

Kanit: Bu teoremin kaniti, yukardaki teoremlerin kanitindan ¢ok daha fazla
dikkat ve yogunlasma gerektirir. Ama kaniti muhtesem giizelliktedir.
x;y; sayilari bir tablo halinde yazalim:

Xo X X Xpooo Xy,
Yo | *0Yo *1Yo *2Yo 0 XYoo v XVo
Y| %Y1 Y1 Y1 o XY X
Yo | *oY2 *1Y2 *2Y2 v Xy v X))
Yio| KoY *1¥jp %2 i ndj
yn xOyn xlyn nyn xiyn xnyn




16.2. Cauchy Garpimi 283

Ve
Xp=x0+ 21+ + Tn,

Yo=v+y1+-+un,
Zn:ZO+Zl+"'+Zn7

olsun. Simdi X, Y,, carpimini ve Z,, toplamini bir tablo iistiinde temsil etmeye
caligalim.

O =x5Y A= XY, Ay = XY,
Bn = xny() Cn =XuYn
BZn =XonYo

Her zj, yukardaki sekildeki k'inc1 ¢aprazin tstiindeki sayilarin toplamidir
(ve agagidaki sekilde gosterilmiglerdir). Ornegin, z,, A,B, caprazinn {istiin-
deki sayilarin toplamidir. Demek ki Z,, ve Zsy, sayilari, sirasiyla OA, B, ve
O A, By, liggenlerinin iginde bulunan sayilarin toplamidir. Ayrica, XY, sa-
yisi, OA,Cy B, dortgeninin icindeki sayilarin toplamidir.

O= X0Yo An = X0V, Azn =X0Y2,
k
Bn:xny[) ? Cn:xnyn
XnYn

By, =%,%
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Eger her z; ve y; > 0 ise, sekilden de goriilecegi tizere, her n igin,

ve dolayisiyla
XnYn < Z2n < XQnY2n

esitsizlikleri dogru olur. Eger X ve Y sayilar sirasiyla Y x; ve > y; serile-
rinin limitleriyse, son esitsizlikten ve Sandvig Teoremi’'nden, (Z,), dizisinin
limitinin XY oldugu cikar.

Simdi, x; ve y; sayilarinin pozitif olduklarin varsaymaktan vazgecelim.

o = |zil, y; = |z
ve

/ /! /! ! !
B = Z ZY; = TpYo + 0+ Tl
i+j=Fk

olsun. Sekilden de goriilecegi iizere, eger
A=0p={(3,]):i<m,j<n,i+j>n}

tanimini yaparsak,

XYy —Zp = Z ZiYj
A
esitligi ve ayni1 nedenden,

X~ 7y =Y
A

esitligi gegerlidir. Demek ki,

Z ZiY;
A

olur. Ama kanitimizin birinci kismindan yukardaki egitligin en sagdaki terimi-
nin 0’a yakinsadigini biliyoruz. Demek ki

< wiysl =D laallyy| = 2l = XY, - Z,
A A A

0= lim (XY, — Z,) = XY — lim Z,,

n—oo n—oo

yani
lim Z, = XY.

n—oo

Kanitimiz bitmistir. (I
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Bu teoremi, yakinsak olsunlar veya olmasmlar, Y x; ve > y; serilerinin
c¢arpiminin tanimi olarak kullanabiliriz. Eger

Z TiY; = leyk i

i+j=k

ise, Y z; serisine Y x; ve Y. y; serilerinin Cauchy ¢arpima adi verilir. Yu-
kardaki teoreme gore eger
E ZT; ve E Yi

serileri mutlak yakinsaksa, Cauchy garpimiyla limitlerin (sayisal olarak) gar-
pimlar: arasinda bir fark yoktur.

Ornekler

16.2. Yukardaki teoremin bir uygulamas: olarak, (expz)(expy) = exp(x + y) esitligini (bir
defa daha) kanitlayalim.
Kanit: exp serisinin mutlak yakinsak oldugunu bildigimizden, yukardaki teoremi uygu-
layabiliriz. x; = ' /i! ve y; = y*/4! olsun. O zaman,

i k k
w= D wwi= ) ﬂji’zﬁi!g‘!”’ﬁ;o )

i+j=k iti=k 7 itj=k

olur ve Teorem 16.6’dan dolay1,

ewrey=(D4) (D8) =T a=3 " — e+

elde ederiz. O

16.3. |r| < 1 olsun ve Cauchy carpiminda z; = y; = rt alalim. > z; mutlak yakinsak
oldugundan ve lir sayisina yakimsadigindan, Cauchy carpimi da mutlak yakimsaktir.
Cauchy carpiminin terimleri,

zn—Zr' n- 1— +1)r"

oldugundan,
1
1 JEE—
S =

olur.
16.4. Yakinsak iki serinin Cauchy carpimi yakinsak olmak zorunda degildir. Orne@in,

(-1’

Vi+1

olsun. Gelecek boliimde gorecegimiz Teorem 17.1%e gore > x; = > y; yakinsaktir. Ca-
uchy carpiminin terimi

= (Carp trR et )

T =Y =



286 16. Serilerle islemler
olur. Ama 1 <i<n+1 igin
i-(n+1—i)<(n+1)-(n+1)=(n+1)>

oldugundan

ol > A =1
CESE

olur ve genel terimi 0’a yakinsamadigindan ) z; yakinsak olamaz.
Ancak birazdan Cauchy carpiminin yakinsak olmasi icin iki diziden sadece birinin mutlak
yakinsak olmasinin yettigini gorecegiz.

Alstirmalar

16.5. Ornek 15.29’dan

ZL'2i+1

2i
cosx = Z( 1) o sinz = Z( 1) QT
tanimlarini animsayalim. Teorem 16.6’y1 kullanarak, her x, y gercel sayilar igin,

sin(z + y) =sinz cosy + sinycosx ve cos(z + y) = coszcosy — sinzsiny

esitliklerini kanitlayn.
16.6. Teorem 16.6’y1 kullanarak, her = gercel saysi icin, sin? z+cos? ¢ = 1 esitligini kanitlayn.

16.7. |r| < 1 icin
Yot
(1—r)?
esitligini kamtlaymn. Ipucu: Ornek 16.3.

16.8. |r| < 1 icin Cauchy ¢arpim formiilini terimleri z; = r’ ve y; = ir® olan serilere uygu-
laymn. Ipucu: Alistirma 16.7.

Teorem 16.6'nin gegerli olmas: igin, serilerin ikisinin birden degil, sadece
birinin mutlak yakinsak olmas: yeterlidir:

Teorem 16.7 (Mertens). > x; mutlak yakinsaksa, > y; yakinsaksa ve
k
am Y wwy =Y mw
i+j=k i=0

olarak tanmymlanmassa, o zaman Y z; serisi de mutlak yakinsaktir ve

Sa= (Ta) (X w)

olur.

Kanit: Yukardaki teoremin kanitindaki X,,, Y,, ve Z,, tamimlarim kabul ede-
lim. Herhangi bir € > 0 segelim. |Z,, — XY| sayisinin bir zaman sonra e’dan
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kiiclik oldugunu kanitlayacagiz. Bunun icin, énce Z, ifadesiyle oynayalim:

n n n—i
Tn=Y o= Y wmy=> |z y
k=0 i+j<n =0 =0
n n n
=Y wVui =) Vitn k=) (Ve = Y)Tn p + Yap ]
=0 k=0

k=0
n n

n
- Z(Yk —Y)zp i +Y Z Ty fp = Z(Yk — V)i +YX,.
k=0 k=0 k=0

Demek ki,

Zn— XY = (Vi = V) g +V(Xn — X)
k=0

ve

| Zn = XY <Y Vi = Y|z i + V]| X0 — X,
k=0

Sagdaki toplami, n’yi yeterince biiyiik secerek e’dan kiiciik yapacagiz. En sag-
daki |Y||X,, — X| teriminde bir sorun yok. Sorun, toplanan |Y; — Y'||2,—k|
ifadelerinde. Eger k biiyiikse, |Y; — Y| kiiciik olur; eger k kiiglikse, n— k biiyik
olur ve o zaman da |z, _| kiigiik olur; yani her iki durumda da |Y; — Y'||2,—k|
ifadesi kiigliktiir. Bu iyi haber. Ama bu kiigiik ifadelerden az buz degil, tam
n—+1 tane var; her biri ¢ok kii¢iik de olsa, n ¢ok biiyiik oldugundan, bu ifadeler
toplandiginda €’u agabiliriz. Bu sorunu agmanin bir yolu var.

lim, 00 ¥ =Y oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her £ > Ny igin,

€/3

Ye—Y|< L2
Y =Y < 5

olur. limy, o Y, =Y oldugundan, {|Y,, — Y| : n € N} kiimesi tistten sinirhdir.
lim,— s , = 0 oldugundan, oyle bir Ny vardir ki, her £ > Ns icin,

€

14+ 3(N1+1)sup|Y, - Y|

\mk\ <

olur. lim, . X,, = X oldugundan, 6yle bir N3 vardir ki, her n > N3 igin,

€/3
1+ |Y|

| Xn — X| <
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olur. Simdi N = Ny 4+ Ny + N3 olsun. Her n > N igin,

|Zn _XY| < Z ’Yk _Y”xnfk‘ + ’YHXH _X|

k=0
N1 n

=D Wi =Yllznil+ Y Vi —Ylza il + V]| Xn — X|
k=0 k=N1+1

N1 n
€Yy = Y] €/3
< E + E ——— | Tn—
k201+3(N1+1)sup|Yn—Y] 1+Z\ml|’ nk|

k=N1+1
€/3

+|Y

| |1+\Y]

_ (N1 + 1De|Yr = Y| EZk:N1+1|xnfk| v €/3
143N+ 1D)sup|Y, =Y 3 14> |z 1+ |Y]
€ € €

<§+§+§—E

esitlik ve egitsizliklerini elde ederiz ve boylece kanitimiz tamamlanmig olur. [

16.3 Cesaro Ortalamasi1 ve Toplami

Bir (2, )n>1 dizisinin Cesaro ortalamasz, eger varsa,

.1+t
lim ————

n—oo n

limitidir, yani dizinin ilk n teriminin aritmetik ortalamasinin limitidir. Belki
beklenmedik bir gekilde, dizinin ortalamalarinin limiti dizinin limitidir. Eger
dizinin limiti varsa elbette... Ama dizinin limiti olmasa da Cesaro ortalamasi
olabilir. z; = (—1)**! ise, dizi yakinsak degildir ama kolayca goriilecegi iizere
dizinin Cesaro ortalamasi 1/2’dir.

Bu altboliimde bu sonucu ve bu sonucun serilere olan ilging bir uygula-
masini kanitlayacagiz.

Cesaro ortalamalarinin hem soyut hem de uygulamali matematigin gok
onemli bir konusu olan Fourier serilerine énemli uygulamalar1 vardir.

Teorem 16.8 (Cauchy, 1821). Eger lim,_ o &, varsa, Cesaro ortalamas: da
vardwr ve ki sayr birbirine esittir. Yani lim,,_, o x, varsa,

.o x1 2y .
lim ——— = lim =z,
n—oo n n—o0

olur.
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Kanit: lim,_,- x, = x olsun. 2’i 0 alabilecegimizi gdsterelim once. y, = x,—
olsun. O zaman,

it oty (w244 (3 —2) _CU1+"'+93n_x

n n n

olur. Demek ki (z,), dizisinin Cesaro ortalamasinin  oldugunu géstermekle
(yn)n dizisinin Cesaro ortalamasmin 0 oldugunu kanitlamak ayni sey. Dola-
yisiyla, (yn)n dizisinin limiti 0 oldugundan, (x,), dizisi yerine (yy), dizisini
alarak bundan boyle lim, o £, = 0 varsayimini yapabiliriz.

€ > 0 verilmisg olsun. s, = x1 + - - - + &, olsun.

lim,— 00 n, = 0 oldugundan, her n > N igin,

€

|z, | < 5

esitsizliklerinin saglandigi bir N vardir.

lim, 00 Sy /n = 0 oldugundan, her n > M igin, |sy/n| < €/2 esitsizlik-
lerinin saglandig1 bir M vardir. M’yi N’den blyik alabiliriz. O zaman, her
n > M igin,

Sn|_|s5N @yt A T S‘Sﬂ‘+|xN+1‘+“‘+|$n|
n n n n n
n — N tane
cE L €+(n—N)6/2<6+TL6/2 €€
- —_ e _ = = - 7 - — _ = = — =€
2 2 2 2 n 2 n 2 2
olur. Bu da, lim, 0 S5 /n = 0 esitligini, yani teoremi kanitlar. [l
Ornekler

16.9. z; = 1/i olsun. Teorem 16.8’e gore,
n

1 1
lim =Y <=0
Jim 2>

i=1

olur.
16.10. Asagidaki limiti gésterin:

1A
lim — Vi=1.

(Bkz. Algtirma 5.2.)

Coziim: lim,_, .. Vi = 1 esitliginden ve teoremden hemen cikiyor. O
16.11. Eger limy o0 (Tnt1 — Tn) = £ ise limp o0 = { oldugunu kanatlaymn.

Kanit: y, = xp41 — ©, olsun. O zaman

Tn — X0 = Yn—1F+ Yn—2+ -+ Yo
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olur. Ama teoreme gore,

Yn—1+ Yn—2+ -+ Yo

lim =/
n—o0 n
olur. Demek Ki,
lim 2% = lim — 0 _ lim y"71+y"72+”‘+y0:€.
n—oo 1M n— oo n n— o0 n
Istedigimiz kamitlanmistir. O

Geometrik ortalama da aritmetik ortalama gibi davranir ama terimleri ve
limiti pozitif alma koguluyla. Yeri gelmigken bunu da kanitlayalim:

Teorem 16.9. ()., limiti © olan pozitif bir dizi olsun. O zaman

i A AL
gL )

limiti vardwr ve x’e egittir.

Kanit: Once z > 0 varsayimini yapalim. Kiigiik bir € > 0 sayis1 segelim. Bu
€ sayisinin 0 < x — € egitsizligini sagladigini varsayabiliriz. Her n > N igin
|z, — x| < € esitsizliginin saglandig1 bir N segelim. zix9---zN carpimina a
diyelim. O zaman her n > N igin,

L1X2 T = X1L2 """ TININ+1 """ Tn = GTN41 """ Tn

yazarsak,

a(x —e)" N <mmy---x, <alz+ e

esitsizliklerini buluruz. Bu egitsizlikleri biraz daha diizgiin yazalim:

(x— e

Her {i¢ tarafin da n’inci kokiinii alirsak

buluruz ve n sonsuza giderken limit alindiginda (Aligtirma 6.3’ten dolay1),

(r—e)" < a9+ 2p < N(:L‘+e)".

(x+¢€)

z—e< lim (mlxg---a:n)l/" <z+e
n—oo

gikar. Bu da istedigimizi kanitlar.

Eger x = 0 ise, z, < € egitsizligini kullanip ayni sonucu elde edebili-
riz. Daha kolay olan kanmiti1 okura birakiyoruz. Ayni sonug, Teorem 3.26’da
kanitlanan
xT1+-+ Ty

n

3=

(AGp) (T129 -+ Tp) 7 <

esitsizliginden ve Teorem 16.8’den de cikar. (Il



16.3. Cesaro Ortalamasi ve Toplami 291

Ornekler
16.12. Teorem 16.9’dan lim,— oo nt/" =1 esitligini bir kez daha kamtlayabiliriz. Nitekim
n+1

olsun. O zaman x = 1 ve

olur. Teoremi uygulamak yeterli.
16.13. Ayni sonucu kullanarak

egitligini kanitlayabiliriz. Nitekim

()
Tn=|—
n

olsun. O zaman x = e olur. Ayrica sadelegtirmelerden sonra,

(n+1)"
T1Tg Ty = L
n!
bulundugundan, Teorem 16.9°dan,
lim ntl_ e
n—oo /nl B

bulunur. Bu da tabii n
lim —— =
none Ul

demektir.

Tanim. (x;);>1 bir dizi olsun. Zi21 x; serisinin kismi toplamlarina s,, diyelim:
Sp =21 +tx2+ -+ 2p.
Bu (z;)i>1 dizisinin Cesaro toplamz, eger varsa,

N5 i e o)
lim ————

n—oo n

limitidir, yani kismi toplamlarin aritmetik ortalamalarinin limitidir.

Teorem 16.10. Eger ) .., x; serisi yakinsaksa, Cesaro toplame da varder ve

o
NS i i -
lim ———— = E x5
n—00 n .

i=1

esitligi saglanar.

Ote yandan > i>1 %; serisi yakinsak olmasa da Cesaro toplami olabilir.
Ornegin, z; = (—1)i1 ise, > ;>1 %; serisi yakinsak degildir ama kolayca gorii-
lecegi tizere dizinin Cesaro toplami 1/2’dir.
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Kanat: 2221 x; serisi x’e yakinsasin. s, = 1+ - - - + x, olsun. O zaman, var-
sayima gore, lim, oo S, = . Simdi (sy,), dizisine Teorem 16.8’i uygulayalim:

s1+ -+ sn

n—oo n
buluruz. O
Alistirmalar
16.14. z, = (—1)"n ve
Tt
Op = —————
n

olsun. limsup o, ve liminf o, sayilarim bularak (xn)n dizisinin Cesaro ortalamasinin
olmadigini gosterin.
16.15. Cesaro ortalamasi olmayan ve sadece 0 ve 1’den olusan bir dizi bulun.

16.16. Limiti olmayan ama Cesaro ortalamasi olan bir dizi bulun.

Cesaro’nun Diger Toplamlari. italyan diferansiyel geometrici Ernesto Ce-
saro (1859-1906) bagka toplamlar da bulmustur.
Eger bir (ay), dizisi verilmis olsun.

an,—1 = Gn

olsun ve her k > 0 dogal sayis1 icin, (a, ) dizisini s6yle tanimlayalim:

n
an k. = E A k—1-
i=0

Eger k = 0 alirsak,
an,O:a0+"'+an:3n

esitligini elde ederiz. Ayrica,
an1 =So+ -+ Sn

olur, yani a, 1 kismi toplamlarin toplamidir.
Bir bagka tanima daha ihtiyacimiz var, (e,), dizisi, tiimevarimla,

ep=1ven>1icine, =0

olarak tanimlanmig olsun. O zaman e, j sayilar1 goyle olur:

012 3 45 6 738
-1[100 0 0 0 0 00
0l111 1 1 1 1 11

123 45 6 7 89
21361015 21 28 36 45

€k sayilari
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k >0 icin (ay)y dizisinin (C, k)-toplamini géyle tanimlayalim:

. Qn K
lim .
n—oo en,k

(an)n dizisinin (C, 0)-toplami bildigimiz sonsuz toplamdir:

n n
. ano . T T o )
i oo A oo = Jim ) anoa = lim D o =)
’ 1= 1=
(an)n dizisinin (C, 1)-toplami bu boliimde ele aldigimiz Cesaro toplamidir.

n
. . Zizo Qn,0 . Sn, . Sn,
lim = lim ==~ = lim = lim —.
n—00 €n o n—oo N+ 1 n—oomn + 1 n—o00 M

n,0

Genel bir teoreme gore, bir dizinin (C, k)-toplami varsa (C, k + 1)-toplami da
vardir.



