15. Pozitif Seriler ve Mutlak
Yakinsaklik

15.1 Pozitif Seriler

Terimleri negatif olmayan serilerin analizi oldukc¢a kolaydir. Nitekim, boyle
bir serinin yakinsamasi ig¢in, kismi toplamlarinin siirli olmasi yeter ve ge-
rek koguldur. Bunun cok kolay kanitini birazdan verecegiz. Boylece, terimleri
negatif olmayan bir serinin yakinsakligini, serinin hangi sayiya yakinsadigim
bilmeden de bulabilme imkanina sahip olacagiz. Ge¢misgte bunun orneklerini
cok gordiik. Ornegin,

>
75
o1
serisinin terimleri pozitiftir ve bu serinin kismi toplamlari

n n

1 1

PIFEDIERS

i=1 i=1
esitsizligini sagladigindan (Ornek 7.10), Teorem 7.1’den dolayi, seri yakinsar.
Ancak, birakin hangi sayiya yakinsadiginin bilinmesini, serinin ne tiir (6rnegin
kesirli) bir sayiya yakinsadigi bile bilinmiyor... Bu ve benzer konular bugiin
revagta olan aragtirma konularidir. Terimleri negatif olmayan bir seriye kisaca
pozitif seri diyecegiz. Boyle bir Zizo x; serisinin kismi toplamlar dizisi

Spn=To+x1+- -+

artan bir dizidir elbet. Dolayisiyla pozitif bir seri eger raksaksa ancak oo’a
iraksayabilir (Teorem 12.1). Ornegin > ;- 1/i = oo (B6lim 7.2).

Teorem 15.1. Pozitif bir serinin yakinsamase i¢in kismi toplamlar dizisinin
ustten sinarl olmasy yeter ve gerek kosuldur.

Kanit: Eger seri s’ye yakinsiyorsa, kismi toplamlar dizisi (sy,), artan bir dizi
oldugundan, s, < s elde edilir.
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Simdi de, artan bir dizi olan kismi toplamlar dizisi (s, ), nin tistten siirh
oldugunu varsayalim. O zaman Teorem 7.1%e gore, (s,), dizisi, yani seri ya-
kinsaktur. ]

Kanittan da anlagilacag: lizere, Teorem 15.1 bize aslinda biraz daha fazla
bilgi veriyor:

Teorem 15.2. Eger >  x; pozitif bir seriyse, > x; serisinin yakinsamast i¢in
kismi toplamlar dizisinin ustten sinarl olmast yeter ve gerek kosuldur. Ayrica
eger M, kismi toplamlarin bir tstsiniriysa,

olur ve eger m, kismi toplamlarin en kiicik tstsiniriysa,

E Ti —mMm

olur. Ayrica her n i¢in
n
D<)
i=0

olur. O

Tabii biitiin bu dediklerimizin dogru olmasi i¢in, serinin terimlerinin hep
degil, sadece “bir zaman sonra” negatif olmamalar: yeterlidir.

Sonug 15.3. > x; pozitif bir seri olsun. (x4, )k, (zi)i dizisinin bir altdizisi
olsun. Eger ) x; serisi yakinsaksa, Y, x;, serisi de yakinsaktur ve limiti ) x;
sayrsindan kiicikesittir. Eder Y, x;, serisi wraksaksa, Y x; serisi de wraksaktor.

Kamit: ) z; = s olsun. s, ve ¢, sayilar sirasiyla, > x; ve Y, x;, serilerinin
kismi toplamlari olsunlar. Elbette,

th =i + x4 +-+x;, <xot+a1+ -+ Ty, =8, <8

olur. Teorem 15.2°ye gdre ) x;, serisi yakinsaktir. Ikinci kisim birincisinden
gikar. (I

Ornekler

15.1. Ornek 6.8'de, terimleri

i—1

x,_z 1 - 1 + 1 4ot 1 _A,_..._i_il
-G 1i-1) 26 -2) 3@ —7) (1—1)-1
olan dizinin 0’a yakinsadigini, yani,
lim z; =0

1—00
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15.2.

15.3.

esitligini kanitlamigtik. Demek ki,

serisinin yakinsak olma ihtimali var (Sonug 14.5). Bu seri yakinsak midir? Degildir':

1 1( 1 1>
. N A -+ =
Jj=3) i\i—j Jj

oldugundan,
i—1 i _
1 1 1 2 1
i = = - - -(1+1)==>-
¢ ]_2::1](1—]) z—l(zz—] Jz_:]> +1 P77

olur. Ama Z? 1 l/i dizisinin tstten sinirh olmadigimi biliyoruz (Bélim 7.2). Demek ki

terimleri > olan seri sonsuza raksar.

j=1 J(z 7)
(zn)n sonsuza wraksayan artan bir dizi olsun. Eder q > 0 bir kesirli say ise

Z Ti+1 — T
xlwive
serisi yakwnsaktir. Eger g < 0 ise seri wraksaktar.
Kanit: ¢ = 0 durumunu Ornek 14.26'te irdelemistik. Bundan ¢ < 0 durumu da cikar
clinkii eger x; > 1 ise,
Ti+1 — T4 Tit1 — T4

q >
T; Tit1 Ti4+1

olur.
Simdi ¢ = 1 olsun. O zaman, teleskopik seri elde ederiz:

P e D B €= =
- - - — Ty
:(3?%41 xTq Ti41 )

TiTi4+1

ve seri yakinsar. Buradan kolaylikla serinin ¢ > 1 i¢in de yakinsadig: goriiliir.
Son olarak 0 < ¢ < 1 olsun. Sonug 3.20'de x = z;/x;4+1 alirsak,

Tit1 q Tit1
elde ederiz. Bu egitsizligin taraflarini 7 sayisina bolersek,
xX; — X 1 1 1
*(‘117 <= (7 _ T)
Li Tit1 q \z; Tiyq

buluruz. Terimleri sagdaki ifade olan seri teleskopik seridir ve yakinsar. Demek ki te-
rimleri soldaki ifade olan seri de yakinsar. O

[du Bois-Reymond] Yakinsak her > a; pozitif serisi igin, limb,/an = oo egitligini
saglayan yakinsak bir > b; serisi vardar.
Kanit: Her 7 igin a; > 0 varsayimimi yapabiliriz. s, = ao + -+ + apn, § = limy 00 Sn Ve
1 1
un = = %)

5= S8n_1 Do,

olsun. O zaman lim, e U, = 0o olur. Bir ¢ > 0 kesirli sayis1 secelim.

Un+1 — Un
bp = —5——
UnUn+1

Yusuf Unlii’ye ve Ilham Aliyev’e tesekkiirler.
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olsun. Ornek 15.2’ye gore > b; yakinsaktir. Ayrica

Up+1 — Un 1 1 1
bn=—g——="—7— 17— =(—sn-1)" = (s —sn-1)" (s —sn)
UnUn+1 Un Un Un+1
=(s=50-1)" (Sn —8n-1) = Uy “an
oldugundan, eger ¢ < 1 ise
b 1—
L=y — 0
an
olur. ]

Alstirmalar

15.4. Teorem 15.2’yi kullanarak > z; ve > y; pozitif yakinsak serilerse, > (x; + y;) serisinin
de yakinsak oldugunu kanitlayin. (Bir sonraki alistirmaya da bakin mutlaka.)

15.5. Serinin yakinsakliginin tanimim kullanarak, > z; ve > y; serileri yakinsaksa, Y (x; +v;)
ve Y rx; serilerinin de yakinsak oldugunu ve Y (zi4yi) = > xi+> yi ve D 1T =Ty 5
esitliklerini kanitlayn.

Teorem 14.13 ve 14.14’e gore pozitif bir serinin terimlerini istedigimiz sira-
da ve istedigimiz gibi gruplayarak toplayabiliriz. Bu da serinin yakinsakligina
karar vermede hatir1 sayilir bir kolaylik saglar. Hatta bu durumda seriyi yaz-
mak da kolaylagir: Eger X C R2 sayilabilir bir kiimeyse, > zex * anlamhdir;
nitekim X’i nasil iyisiralarsak siralayalim, diyelim

X ={zo0,21,...,Zn,...},

olarak iyisiraladik, o zaman, Teorem 14.13’e gére, ), x, serisinin degeri (bir
gergel say1 ya da co), X'in segilen iyisiralamasindan bagimsizdir. Dolayisiyla
bu seriyi > .y @ ya da )y« hatta ) X olarak tanimlayabiliriz. Hatta eger
0¢ X ise ) .yx1/xifadesi de anlamhdir. Iste bir 6rnek

14_14_1_,_...: Z l

2 3 n
neN\{0}

Bir bagka 6rnek: Eger P asal sayilar kiimesiyse,

21*1+1+1+1+1+1+
Pp_2 3 5 7 11 13 '

Ve son ornek: Eger K, dogal sayilarda pozitif karelerin kiimesiyse,

Zl—1+1+l+i+i+
k-~ 4 9 16 25
K
anlamina gelir.
Bolim 7.2°de anl 1/n serisinin toplaminin sonsuza iraksadigini gordiik.

Peki tiim n’leri degil de bazi n’lerin terslerini toplarsak ne olur? (")rneéin P asal
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sayilar kiimesi olmak tizere ) p % serisi yakinsak midir, yoksa iraksak midir?
Y n>1 1/n = oo oldugundan, hislerimiz, eger “cok” asal varsa seri sonsuza irak-
samall ama “az” asal varsa seri yakinsamali diyor. Bu durumda seri gercekten
sonsuza 1raksar ama bunun kaniti kolay degildir?. Asagida bu minvalde bir
soru ve gik ¢oziimiini bulacaksiniz.

Ornek 15.6. B , onluk tabanda yazildiginda icinde 0 rakami belirmeyen dogal sayilar kiimesi

olsun. )
25

neB

serisinin yakinsakligini inceleyelim.

Once hislerimizi konusturalm. B kiimesinde dogal sayilarin bircogu var mudir, yoksa
tam tersine B kiimesinde az mi say1 vardir? n basamakli bir dogal sayida 0 belirmeme
olasilig1, n ¢ok biiyiik oldugunda ¢ok kiiciiktiir. (1 milyar defa zar attigimizda, en az bir defa
ses geleceginden emin olmalisimiz. Nerdeyse...) Dolayisiyla B kiimesinde az say1 oldugu ve
serinin yakinsak olmas1 gerektigi s6ylenebilir. Gorecegiz...

olsun. )
G = =
'rLEB’y;<1O’C "
olsun. Bulmak istedigimiz elbette limy_, .. G limitidir. Her k icin Gy < 10« esitsizligini
kanitlayacagiz ve boylece serinin yakinsak oldugunu kanitlamig olacagiz. k = 1 icin Gy =
G1 = a < 10« oldugundan esitsizlik dogru. Simdi esitsizligin k i¢in dogru oldugunu varsayip
k + 1 icin kanmitlayalim. 1,...,9 sayilarimi muaf tutarak B’deki n sayilarimin son hanelerini
0’a doniistiirelim ve bdylece elde edilen sayiy1 n’ olarak gosterelim. Elbette n’ sayis1 10’a
bolintir ve n” = n’/10 € B olur. Ayrica elbette 10n” = n’ <n < n'+9 = 100" +9
olur; dolayisiyla tam 9 tane n € B sayist ayn1 n” € B sayisi verir. Simdi hesap yapalim
(asagidaki toplamlarda dogal sayilarin istisnasiz hep B kiimesinden alindigini varsayacagiz,
yani 1/1205 gibi sayilar belirmeyecek):

1 1
G = == -
k+1 Z n a+ Z n
n<10k+1 110<n<10k+11 1
< o+ Z H =oa+ 10 E W
10<n<10k+1 1 9 10<n<10k+1
k
— a+E F:a+ﬁ<a+9a:10a.
n”<10k

Demek ki seri 10a’dan daha kiiclik bir sayiya yakinsar.

Algtirma 15.7. C, icinde 1 rakami bulunmayan pozitif dogal sayilar kiimesi olsun. 3, %

serisi yakinsak midir ve yakinsaksa yukardaki 6rnekte verilen 1/n serisinden kiiciik
miudiir?

neB

2Bugiin artik kaniti bilinen Bertrand Postulati’na gére her n > 1 dogal sayis1 icin n ile
2n arasinda bir asal vardir. Bu serinin sonsuza iraksadigi Bertrand Postulati’'ndan ¢ikar.
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15.2 Kiyaslama Teoremleri

Asgagidaki yakinsaklik kistasinin ¢ok sik uygulamasi vardir:

Teorem 15.4 (Kargilagtirma/Kiyaslama Kistasi). > z; ve Y y; iki pozitif seri
olsun. Eder yeterince buyik i’ler icin x; < y; oluyorsa, o zaman,

i. Eger > v, serisi yakinsaksa > z; serisi de yakinsaktor.

ii. Eger >  x; serisi wraksaksa > y; serisi de wraksaktor.

Kanit: Ilk birkac terimi yok sayarak, x; < y; esitsizliginin her ¢ i¢in vuku
buldugunu varsayabiliriz.
i. Teorem 15.2’ye gore

esitsizliklerinden dolay1, > z; serisinin kismi toplamlar dizisi, ) y; serisi ta-
rafindan Ustten simirlanir. Gene Teorem 15.2°ye gore Y x; serisi yakinsar ve

in < Eyi olur.

ii. Birinci kissmdan gikar. (I

Ornekler

15.8.
1 1 1 1

ix3 5x7 Tox1t Tx1s

serisinin yakinsak oldugunu kanatlayin.

Coziim: Seri

1
Z (49 + 1)(4i + 3)
olarak yazilabilir. Ama
1 1
Er )13 S [@ir1e
oldugundan ve sagdaki terimlerden olusan seri yakinsadigindan, Teorem 15.4’e gore
sorudaki seri de yakimsar®.

15.9. >, rt/i serisi —1 < r < 1 igin mutlak yakimsakter, v > 1 igin sonsuza vraksaktor.
Kanit: 0 <r < 1ligin, 7/i <r’ ve bu durumda 3, r* yakinsak oldugundan, Teorem
15.4%e gore Y, r'/i serisi de yakisaktir. -

r > 1 icin, ri/i_z 1/i oldugundan ve )., 1/i iraksak oldugundan, Teorem 15.4’e gore
> ;> 7"/i serisi de wraksaktir.

15.10. >2 , ﬁ serisi yakinsaktr.
Kanit: Bu seri pozitif degildir, ama sadece ilk ii¢ terimi pozitif degildir ve boylece
Kargilagtirma Kistasi’'n1 uygulayabiliriz.

2i 3i 1

3B +4 = 33 42

3Sorudaki serinin 7/8’e yakinsadig1 bilinmektedir. Bir bagka kitabimizda kanitlariz.
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oldugundan ve
>4
2
=1
yakinsak oldugundan Teorem 15.4’e gore serimiz yakinsaktir.
1
1511 Fino A

serisi wraksaktir ¢linkii i — 1 < 42 ve dolayisiyla

1 1
> =
2—-1

olur.

15.12. 3" —2%— serisi raksaktir ¢iinkii i > 0 icin
241

1 1 11
> ==
VIt T V24?2 V21

olur ve > 1/i serisi wraksaktir.

Alstirma 15.13. r < —1icin >, r*/i serisinin rraksadigini kanitlaym. (Ama seri —oo’a
iraksamaz. ) N

Simdi pozitif seriler tizerine hayati kolaylagtiran birkag kolay sonug kanit-
layalim.

Sonug 15.5. > x; ve > y; iki pozitif seri olsun.

i. limsup z;y; # oo olsun. Eger > 1/y; yakinsaksa > x; de yakinsaktir. Eger
> x; waksaksa Y 1/y; de wraksaktar.

ii. Eger liminf z;y; # 0 ve > 1/y; waksaksa Y x; de wraksaktur.

Kanit: i. limsup z;y; # oo oldugundan (z;y;); dizisi Ustten sinirhidir. Demek
ki 6yle bir A > 0 vardir ki her ¢ gostergeci igin x;y; < A olur. Demek ki
> x; < AY 1/y; olur. Sonug bundan ve Teorem 15.4’ten ¢ikar.

ii. liminf z;y; # 0 oldugundan liminf x;y; > 0 olur. Demek ki Gyle bir A
vardir ki her ¢ gostergeci icin A < x;y; olur. Demek ki Y x; > A 1/y; = ¢
olur. O

Buna benzer bir sonug icin bkz. Teorem 15.7.

Sonug 15.6 (Oran Kiyaslama Testi). > x; ve Y y; iki pozitif seri olsun. Bir
zaman sonra
Li+1 < Yi+1
Ti Y
olsun.
i. Eder > y; yakinsaksa Y x; de yakinsaktar.

ii. Eger >  x; waksaksa > y; de wraksaktur.
Kanit: Esitsizlik, N — 1 gostergecinden dogru olsun ve b = yy/zxn olsun.
Varsayimdan dolayi, her ¢ > N igin,
i _ Ty
Yi YN

:b7

yvani x; < by; olur.
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i. Eger > y; yakinsaksa o zaman Y | by; serisi de yakinsaktir. Sonug, ; < by;
esitsizliginden ve Teorem 15.4’ten c¢ikar.

ii. Eger ) x; wraksaksa, x; < by; esitsizliginden ve Teorem 15.4’ten, > by;
serisinin de oo’a raksadig1 ¢ikar. Demek ki ) y; serisi de co’a raksar. ([

Ornekler

15.14. Sonug 15.5.i’deki kosul yeterlidir ama gerekli degildir. Ornegin z; = 1/2i ve y; = il
olsun. O zaman 7 1/y; yakinsaktir ve limsup z;y; = limsupi!/2* = lim!/2" = co olur
(Ornek 6.1) ama gene de Y x; yakimsar.

15.15. Eger 4 bir kare degilse @; = 1/42 olsun, eger i bir kareyse, z; = 1/i%/3 olsun. Ve
y; = 1 olsun. Bu durumda ) 1/y; wraksaktir ve limsupx;y; = oo olur ama Ornek
19.5’te gorecegimiz lizere > x; serisi yakinsar. (Bu arada liminf z;y; = 0 esitligine dikkat

gekelim.)
Sonug 15.5.ii i¢in de gerekliligin gecerli olmadigini géstermeyi okura birakiyoruz.
15.16. S2(i*/* — 1) serisi yakinsak madar?
Yanit: Ornek 10.17’ye gore
. ontr—1
Jim —— =
olur. Demek ki bir A > 0 i¢in, mesela A = 1 i¢in,

1
nt/"—1> A=
n
olur. 3 1/i sonsuza raksadigindan, 3(i'/* — 1) serisi de sonsuza raksar. O

Teorem 15.7 (Kummer Kistasi, 1837). > x; ve > y; iki pozitif seri olsun.
Eger lim;_,o0 z;/y; = € # 0, 00 ise, serilerden biri yakinsaksa digeri de yakin-
saktar.

Kanit: ¢ > 0 olmak zorunda. €'y, £ — € > 0 olacak bicimde secelim, mesela
e = {/2 olabilir. a = ¢ — € olsun. Oyle bir N vardir ki, her n > N igin,

"y
a=0—e< = </l+e,
Yi

ve dolayisiyla ay; < z; olur. Eger > x; serisi yakinsaksa ya da ) y; serisi
wraksaksa, sonug Teorem 15.4’ten ¢ikar. Eger ) y; serisi yakinsaksa ya da > z;
serisi 1raksaksa, ayni kanit ¢ yerine 1/¢ ile yapilir. O
Bu teorem siirsel bir dilde sunu soyliiyor: Eger (x;); ve (y;); dizileri “son-
suza dogru esdegerlerse”, yani (z;/y;); dizisinin limiti varsa ve bu limit 0 (ya
da 00) degilse, o zaman Y x; ve Y y; pozitif serilerinin “dogalar’” aymdir.

Ornekler

15.17.

2
Z 333 — 4
serisi yakinsaktar.
Kamt: ) .., 1/i% yakinsak oldugundan, Teorem 15.7’den cikar. (]
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15.18.

15.19.

15.20.

15.21.

i 4 gitl
Z 2 72t
serisi yakinsaktar.
Kanit:

i 4 gitl N 3itl 3 3\?
02 4 72l T o2kl 7 49

oldugundan ve >°(3/49)¢ geometrik serisi yakinsak oldugundan (ciinkii —1 < 3/49 < 1)

seri yakinsaktir. a
> xi pozitif ve yakinsak bir seriyse Y \/TiTiy1 serisi de yakinsaktar.
Kanit: Dogrudan Kummer kistasindan gikar. O
0 < q < p ki kesirli sayr olsun. .

Z ny —nd
serisinin yakinsaklhigine tartisin.
Tartigsma: ”pn_p”q =1—1/n"? oldugundan, teoreme gore, eger p > 2 ise seri yakinsar
ve eger p < 1 ise seri wraksar. Diger durumlar icin bkz. Ornek 19.10. O

ZDO M%/L serisi yakinsar ma?
Yanit: Yakinsamaz. Bunu gérmek icin seriyi iraksak oldugunu bildigimiz Y 1/i serisiyle
kiyaslamak yeterli:

Y S LS o
VS
oldugundan, Teorem 15.7’ye gore seri iraksar. |

Alstirma 15.22. " x; pozitif ve yakinsak bir seriyse Y | x;/i serisinin de yakinsak oldugunu
kamtlayin.

Kummer Doniistimii. Teorem 15.7’yi sdyle de kanitlayabiliriz: > x; serisinin
yakinsak oldugunu varsayalim (mesela!) O zaman,

Zmi :Z (l?yi—i- (1—£iﬁ> m,) :EZyi—FZ (1—63;) ;i

olur. Ama 0
lim % —1
n—oo ,:Bi
oldugundan, bir zaman sonra
s
‘ il
T

olur ve en sagdaki serinin terimleri x;’den kii¢lik olurlar ve boylece Teorem
15.8’e gore, en sagdaki

Z <1 —69?) x;

)

serisi mutlak yakinsak olur. Demek ki,

(K) Z%—i(Zm—Z(l—@i’)xz)

(2
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Hemen bir uygulama verelim.

Ornek 15.23. T =
daki (K) formiilii,

o 1 > i+1 1
Zi?_zi(i—i—l);(l i )i(i—l—l)
= (1 1 > 1 > 1
_Z<i_i+1 Zz‘?(i+1)>_1+zi2(i+1)

i=1 i=1

m ve y; = %2 olsun. O zaman ¢ = lim;_ o z;/y; = 1 olur ve yukar-

_l’_

esitligini verir. Bu esitlikten de,

> 1 =1
;zﬂ(iﬂ) :;72_1

™

egitligi elde edilir. Eger sagdaki toplamin ?2 — 1 oldugu biliniyorsa, bu bize daha fazla bilgi

verir elbette.

Alstirmalar

15.24. Asagidaki serilerin yakinsak olup olmadiklari belirleyin.

1 1 o~ (20 +1)?
Zi2—|—3 Z1'2—101 Z[ﬂ(m—l)]

1=3

= 2 +1 P +i+l =P ti+1
;iQ(iJrl) Zi(iJrl)! ; i+2

Z 5i+1 + 33 Z 51 + 31 421’—1
T + 2 67 33i+1

15.25. > ‘3122—: serisinin toplamini bulun.
15.26. Her k£ > 1 dogal sayis1 icin,

S 1
;z(z-&-l)(z-i—k)
toplamini bulun.
15.27. H,=1+1/2+---+1/nolsun. 3 ., 1/H, serisinin iraksadigini kanitlayn.

15.3 Mutlak Yakinsaklik

Pozitif serilerin 6nemi agagidaki teoremle daha da belirginlegecek.

Teorem 15.8 (Cauchy). Eger Y |z;| serisi yakinsaksa > x; serisi de yakin-
saktur ve — > x| < > x; < > |x;| olur. (Ama genellikle iki serinin limiti
arasinda bundan bagka herhangi bir iligki yoktur.)

Kanit: Toplamlar arasinda bir iligki olmadigindan, > |x;| serisinin kismi top-
lamlar: dizisinin Cauchy oldugunu kullanabiliriz ancak; bunu kullanarak > x;
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serisinin kismi toplamlari dizisipin de Cauchy oldugunu kanitlayacagiz. € > 0,
herhangi bir gercel say1 olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her n > m > N igin,

n m
Z T; — Z Tl <€
i=0 i=0
yani,
n
(1) Z x| < e

olsun. Ama

Zwi_

i=m+1

oldugundan, her n > m > N igin,

n

> il <e

i=m-+1

esitsizliginin saglandigr bir N bulmak yeterli, ¢iinkii o zaman (1) elbette sag-
lanir. Ama ) |z;| serisi yakinsak oldugundan, boyle bir N vardir (Teorem

14.3).
Toplamlar arasindaki egitsizlik bariz olmali ¢iinkii benzer esitsizlik kismi
toplamlar arasinda vardir. O

Teorem 15.8%in Ikinci (Zeki) Kaniti: 0 < x; + |25 < 2|a;| esitsizlikle-
rinden, ) 2|z;| serisi yakinsak oldugundan (bkz. Alstirma 15.4 ya da 15.5),
Teorem 15.4% gore Y (x; + |x;|) pozitif serisi de yakinsaktir. Ote yandan

dowi = (it |wml) =Y |l
=0 i=0 i=0
oldugundan,
Dowi= Y (@it lal) =Y |l
olur. O

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani ) x; serisi yakinsak olsa da

> Jal

serisi wraksayabilir. En standart karsiornek,

(1)
2T
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serisidir. Bu serinin yakinsak oldugunu Altbolim 17.1°de gorecegiz ama

—1)*
Z()

t+1

)

yani

1
2
serisinin 1raksak oldugunu biliyoruz (Bélim 7.2).
Eger > |x;| serisi yakinsiyorsa, Y | z; serisine mutlak yakinsak denir. Yu-
kardaki teoreme gére, mutlak yakinsak bir seri yakinsaktir. .o, (—1)¢/i serisi
gibi yakinsak olan ama mutlak yakinsak olmayan serilere kosullu yakinsak

sert denir. Kogullu yakinsak serilerin analizi mutlak yakinsak serilerin anali-
zinden daha zordur.

Ornekler

15.28. >, (;;)i serisi mutlak yakinsaktir.
15.29. (Trigonometrik Fonksiyonlar.) Her z € R igin,

24 | p2it+l

cosx = Z(fl)i él)' ve sinz = Z(fl)lm

serileri mutlak yakinsaktirlar. Nitekim,

Sl |- Sl £ oo

olur ve Teorem 15.1%e gore cos x serisi mutlak yakinsar. Bu arada, cok daha iyisini kanit-
layacagimiz |cos z| < exp |z| esitsizligine dikkatinizi cekerim. sin z igin kamt benzerdir.
Bunlar gercgekten lise yillarindan agina oldugumuz siniis ve kosiniis fonksiyonlaridir. Bu
kitapta, her ciddi matematik kitabinda oldugu gibi, boyle tanimlanacaklar. Bir sonraki
ciltte sin ve cos fonksiyonlar iizerine ¢ok daha fazla sey kanitlayacagiz.

15.30. exp fonksiyonunun serisi mutlak yakinsaktir. Bariz.

Yukardaki o6rneklerde oldugu gibi, mutlak yakinsak bir seri yardimiyla
tanimlanmig fonksiyonlarin gok hog o6zellikleri vardir ve diger fonksiyonlara
gore daha hog davranirlar. Bir sonraki ciltte mutlak yakinsakliktan ¢ok yarar-
lanacagiz.

Teorem 14.13’e gore mutlak yakinsak bir serinin terimlerini kararsak gene
mutlak yakinsak (dolaywsiyla yakinsak) bir seri elde ederiz. Simdi Teorem
14.13’1 genellegtirerek terimleri karilmig iki mutlak yakinsak serinin ayni sa-
yiya yakinsadigini gosterecegiz:

Teorem 15.9. Y xz;, mutlak yakinsak bir seri olsun. o, N’'nin bir eglesmesi
olsun. O zaman, ejer ) x; ve ) T, serilerinden biri yakinsworsa digeri de
yakinsar ve yakinsadiklarimda ayni sayya yakinsarlar.
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Kanit: > z; serisinin s’ye yakinsadigini varsayalim. € > 0 olsun. Seri mutlak
yakinsak oldugundan, 6yle bir M; vardir ki, her n > M igin

> a| < /2

>n

olur. Ayrica, seri s’ye yakinsadigindan, dyle bir My vardir ki, her n > My igin,

n
E Tr; — S
=0

<e¢/2

olur.
M = max{Mi, My}

N =max{o1(0),07(1),...,0 Y (M)}

olsun. o bir egleme oldugundan, N > M olur. Herhangi bir n > N > M sayisi
alalim ve

A={o"10),071(1),..., 07} (M)} € {0,1,...,n},

B ={0,1,...,n}\ A4,

u=mino(B) =min({c(0),0(1),...,0(n)} \ {1,...,M}) > M,
v =maxo(B) =max({c(0),0(1),...,0(n)} \ {1,....M}) > u

tanimlarini yapip hesaplayalim:

D Tot) =8| =D Tty — S+ Y Topi)
=1

€A i€B

< +

Z Lo(i) = S

€A

Z La(i)

i€B

M
< Z%—(i) —s +Z |%o(s)] < Zﬂfj - +Z 2o ()|
i€A i€B j=1 i€B
M M v
:ij—s—i- ;| < Zfﬂj_s +Z|xj|
j=1 jea(B) Jj=1 Jj=u

IN

M v
ij—er Z lzj| <€/2+¢€/2=¢
j=1

j=M+1

Demek ki ) z,(; = s olur. O

Son olarak Teorem 14.14’# genellegtirelim:
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Teorem 15.10. ZiZO x; bir seri ve
N=AogUA;UAU...

N'’nin herhangi bir parcalanist olsun.

i. Eger ) x; serisi mutlak yakinsaksa, her j icin ZieAj x; serist de mutlak ya-
kwnsaktir. Ayrica, eder y; = ;¢ A, Ti tansmane yaparsak, Yy y; serisi de mutlak
yakinsaktir ve bu seri Y x; toplamina egittir.

ii. Her j icin ZieAj x; serisi mutlak yakinsak olsun. y; = ZieAj x; tanwmang
yapalim. Eger " y; serisi de mutlak yakinsaksa o zaman ) x; serisi de mutlak
yakinsakter ve Y y; =Y x; olur.

Kamt: i. Her j icin ) ;. A, Ti serisinin mutlak yakinsak oldugu bariz ¢iinkii ne
de olsa .. A, |z;| serisinin kismi toplamlar1 Y |z;| sayisindan kiiciikesittir.
> y; serisinin mutlak yakinsakligi da Teorem 14.14’ten ¢ikiyor.

Simdi Y y; = > x; esitligini gosterelim. € > 0 olsun. Oyle bir Ny segelim
ki, her n > Nj igin,

n
Sl =l = Yl <
=0 i>n
olsun. Buradan,
>n

cikar.
Oyle bir Ny secelim ki,

{0,1,...,N1}§A()U...UAN2

olsun. N = max{Nj, N2} olsun. Eger n > N ise,

n n
i=0 i€ Ao i€An i=0
ifadesinde xo, ...,z N terimleri sadelesgir ve dolayisiyla serilerdeki licgen esit-
sizliginden
n
€
oty =Y m <) fwl <5
=0 i>N

esitsizligi cikar. Demek ki,
ot Fym =@l < lyot -ty — Xiomil + i — 2wl
< §t5=¢€
olur. (i) kanitlanmigtir.

ii. > x; serisinin mutlak yakinsakligi Teorem 14.14’ten gikar. Simdi (i)’i
uygulayip kaniti bitirebiliriz. O



