14. Seriler

14.1 Tanimlar

Iki say1y1 toplamay1 herkes bilir. Ug ya da dort sayiy1 da kolaylikla toplayabi-
liriz. Ama sonsuz sayida say1 toplamak ¢ok daha getin bir ugragtir, hatta bagh
bagina bir sanattir diyebiliriz. Bu bolimde bu sanata bir giris yapacagiz ve
ilerki boliimlerde konuyu cok daha derinlemesine igleyecegiz.

(n)n bir gercel say1 dizisi olsun. Iste bu dizinin acik hali:

Zo, L1, T2, T3, T4, T5,- - -
Bu dizinin terimlerini en soldan baglayarak teker teker toplayalim.

S0 = Zo,
81 = X9 + x4,
So = X + X1 + X2,

S3 = To+x1 + T2+ 3

n
Sp =g+ 21+ -+ Ty = § T
=0

dizisini elde ederiz. Toplamlar sonlu olduklarindan, dizinin varhigiyla ilgili
herhangi bir sorun yoktur.
Boylece elde edilen

(x0+371+"'+33n)n

toplamﬁlar dizisinin bir limiti oldugunda (bu limit illa R’de olmak zorunda
degil, R’de de olabilir yani +oco da olabilir), bu limit,

ixi va da Z:vl va da Za}, hatta Z:vl ve hatta sz
i=0

i>0 i
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olarak gosterilir, yani tanim geregi,

= n

i>0

olur. Eger metinde satirlar tarafindan alttan ve tstten sikigtirilmigsak > z;
yazilimini tipografik nedenlerden dolay: 6zellikle tercih edecegiz. Aym yazili-
mi1 gostergeg kiimesinin ne oldugunun 6nemli olmadigi durumlarda da kulla-
nacagiz.

Eger limit bir gercel sayiysa, bu gercel sayiya ) x; “serisi”nin limiti ya da
toplam denir ve Y x; “serisi”nin bu limite yakinsadige soylenir. Bu limiti,

T, X1, X2, X3, T4, L5y«

sayilarinin “hepsinin birden toplami” olarak algilamak istemek dogaldir. Ni-
tekim 6Gyle algilanir ve -biz pek yapmayacagiz ama- kimileyin > z; yerine,

To+ T+ Ty

yazilir.

Eger limit bir gercel say1 degilse, yani o0 ise o zaman serinin +o00’a 1rak-
sadige sOylenir.

lim, 00 $p =€ € RU {£00} ise

Z$i:£

yazilir.

Ornekler
14.1. > i = oo olur ¢iinkii bu durumda

n(n+1)

S, =0+14+---+n= 5

olur ve bu dizinin limiti co’dur.
14.2. > 1/i = oo esitligini Altbolim 7.2’de gostermistik. Bu seriye harmonik seri denir.

14.3. Eger her n i¢in z, > 0 ise, kismi toplamlar dizisi artan bir dizidir, dolayisiyla > x; ya
bir gercel sayidir ya da sonsuz.

14.4. z € R\ {1, -1} olsun.

n ot

Z X _ 1 . 1
pare 1—g2F " 1—2 11— g2"*!

esitligi n tlizerine tiimevarimla oldukca kolay bir bigimde kanitlanabilir. Demek ki

[eS] P

x
2 T

=0
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serisi eger |z| > 1 ise

1
l1-z
sayisina ve eger |z| < 1 ise
1 T
1=
l1—-2z l1-2z
sayisina yakinsar.
14.5. > (V1412 — 1) serisinin yakinsak madur?
Yanit:
%H_i?_i_(\/1+z‘2—i)(\/1+i2+z’)_ 1 . 1 1
(VI+i2+1i) (VI+i2+1d) ~ (V3i2+i2+4) 3i
oldugundan ve Ornek 14.1’e gére 3 1/3i serisi sonsuza raksadigindan, sorudaki seri de
sonsuza iraksar. a

Herhalde anlagilmigtir: > x; ifadesine seri denir. Bir serinin limitinin he-
saplanmasi i¢in limiti alinan
n
> ai
i=0

sonlu toplamlarina serinin kismi toplamlar: adi verilir. Kismi toplamlar s,
(va da t,) olarak géstermek bir gelenek haline gelmistir:

n
Sn — E X;.
=0

x; ise serinin genel terimadir.
Diziyi toplamaya xg’dan degil de, x1’den ya da belli bir z; teriminden
baglayabiliriz. Bu durumda, seri,

(0.0
Z z; ya da Z T;
i=k i>k

olarak yazilir. Bazen de gostergeci ¢ift olan terimleri toplamak isteyebiliriz; bu

durumda,
o0
g x; ya da E T9;
i€2N i=0

gibi yazilimlar uygulanir. Tanim geregi,
o n
Zl’gi = E Xo; — lim E Xog
n—o0
=0 =0

olur. Onemli olan “toplanacak” terimlerin en fazla sayilabilir sonsuzlukta ol-
masi ve (simdi sdylecegimiz 6nemli) dogal sayilar gibi iyisiralanmig olmalaridir.
Bu 6nemli konuyu biraz daha agalim.
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g, T1, T2, ...sayllarini bu sirayla topladigimiza dikkatinizi ¢ekeriz. Sayi-
lar1 xoq4+ 20+ 340+ - - gibi rastgele bir sirayla toplamiyoruz, ¢iinki ne de olsa
x; sayllarinin siralamasina gore s, kismi toplamlar: degisebilir ve siralamaya
gore farkh bir lim,_, s, limiti yani degisik bir toplam bulabiliriz. Biraz yu-
karda soziinii ettigimiz ), oy 2; serisi igin xo, x2, @4, ... siralamasi segilmistir.
Daha genel olarak eger A C N sonsuz bir dogal say1 kiimesiyse, ) .. 4 z; se-
risi A kiimesi dogal siralamayla siralanmig olarak toplandig1 varsayilacaktir,
yani f : N — A siralamay1 koruyan (yegéne) eslemeyse, > ;. 4 #; toplaminin
Y ienT (s anlamina geldigini agik agik sGylemeden varsayacagiz.

Kalanlar. Eger > x; serisi yakinsaksa, R,, sayilar1, > . x; olarak tanimla-

>m
nir:

Rm:Zaci: Z x,fnlingo z”: ;.

i>m i=m+1 i=m+1

Bu sayilara ) | x; serisinin kalanlar: ad: verilir. Elbette,

sz—nll_{%onl_ hm Z:E’ Z T;

i=m+1
IE z; + lim E IEZ':E x; + E T = Sm + R
n—oo
=0 i=m-+1 =0 i=m-+1

olur. m ¢ok biiylik oldugunda, s,, sayisi serinin limitine ¢ok yakin oldugundan,
R, kalani cok kiigiiliir:

lim R,, =

m—00
olur.
. 1 1 1 1 > 1
Ornek 146, — + — + — + — + ... =1 ; — = —1 olur
rne 2—|—2 3+3.4+4.5+ ,yanz;i(i+1) olur.
Kanit:

v ot 1
i(i+1) 3 i+l
egitligini gozoniine alarak kismi toplamlar: hesaplayalim:

o Lo Lo
"T1.-2 2.3 3.4 n(n + 1)

SN A OSSN S DS S Y £ S S N |
S\l 2 2 3 3 4 n n+1l) = n4+1’

Kismi toplamlarin limitinin 1 oldugu bariz; demek ki serinin limiti 1’dir.
Buldugumuz esitligi yazalim:

Sag taraftaki seriye teleskopik seri adi verilir. Teorem 14.2 ve sonrasinda teleskopik serilere
daha yakindan bakacagiz.
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Simdilik bir seriyi, sadece kismi toplamlarin limiti oldugunda tanimladik.
Simdi bu tanimi anlamsiz bir bigimde genisletelim ve herhangi bir (z;); gergel
say1 dizisi verildiginde,

>

ifadesine de seri diyelim. Eger kismi toplamlarin limiti yoksa, bu ifadenin
hicbir anlami yoktur, tanimsizdir, ama bu yazilim Oylesine pratiktir ki yazma-
mak yazmaktan daha biiyiik bir giinahtir.

Eger kismi toplamlar dizisi yakinsaksa ya da +oo’a iraksiyorsa, tanim
geregi,

n
E r; = lim E x; = lim (zo+ -+ + xp)
n—oo n—oo
i=0
olur; birinci durumda Y z; serisi
lim (zg + 21 + -+ + @)
n—oo
sayisina yakinsar, ikinci durumda +oo’a 1raksar denir. Ornegin,
O
- =€
7!

(Sonug 10.9) ve birazdan Ornek 14.7°de kanitlayacagimiz (ama aslinda Teorem
6.2’de kanitladigimiz) iizere, eger —1 < r < 1 ise,

- 1
Zrlzl—r

olur. Ote yandan,

o0

Zi:oo, Z(—i):—oo, Z%:oo

i=1

olur. (ilk ikisi bariz, sonuncusu icin bkz. Althdliim 7.2.)

Ama mesela,
> (1)

ifadesi anlamsizdir ¢iinkii kismi toplamlar dizisi 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... diye gider
ve limiti yoktur. Kismi toplamlar bir sayiya yakinsamadiginda, » | x; serisinin
wraksadige soylenir.

Yukarda verdigimiz ikinci 6rnek, S r¢ serisi, basit ama son derece énemli-
dir. Bu ornekteki seriye geometrik ser: denir.

Ornek 14.7. Eder —1 <7 < 1 ise,

; 1
Zrlzl—r

olur. Aksi halde seri wraksar. Eger r > 1 ise seri sonsuza iraksar.
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Kanit: Bu o6rnekte toplanan dizi,
n

2 3
Lryro,r, oo r ...

dizisidir. Kismi toplamlar dizisinin genel terimi ise

Ltr+ri4. 4" = 5 :
n+1 eger r = 1 ise

{ 1‘{_":1 eger r # 1 ise
olur. Iste bu dizinin limitini bulmahyiz. Bu limiti bulmak pek zor degildir, Teorem 6.2’de
bulmustuk:
= eger |r| < 1ise
lim (1+7+7r"+--+7") =4 oo egerr>1ise
n—oo o .
yok eger r < —1 ise

Eger bu ornekte r = 1/2 alirsak,

1
D5 =2

buluruz. Toplami ¢ = 1’den baglatirsak sonug 1 cikar:

oo
1
— 2t
i—1
Eger r = 1 ise, kismi toplam,

I4r+7+ - +r"=n+1

bulunur; bu durumda kismi toplamlarin limiti yoktur, kismi toplamlar sonsuza iraksarlar.
Genel olarak, eger r > 1 ise,

L+r+r’ 4+ 41" >n+1

bulunur, ve bu kismi toplamlar dizisi sonsuza iraksadigindan, » > 1 iken,

o
bulunur. Eger r < —1 ise, n iizerine tiimevarimla, kolaylikla,

> 1 eger n ciftse

2 n o __
T+rtri4--+r _{ < 0 eger n tekse

egitsizlikleri kanitlanabilir ve dolayisiyla bu durumda,

>
ifadesi anlamsizdir, seri iraksar. Bunun béyle oldugu, r # 1 iken dogru olan
_ o 1—r
=0

esitliginden de bellidir.

Bu ornekte bulduklarimiz ilerde ¢ok 6nemli olacaklar. Bir teorem altinda
toparlayalim:
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Teorem 14.1. Y 7% serisi sadece —1 < r < 1 iken yakinsar ve bu durumda

- 1
Zrlzl—r

olur. O

Alistirmalar

14.8. x; € Z olsun. ) x; serisinin yakinsak olmasi icin (z;); dizisinin zamanla sabit 0-dizisi
olmasinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

14.9. Agagida resimdeki gibi bir ABC dik {icgeni alin. C’den AB’ye bir dik inin. Bu dikme-
nin ayagindan BC’ye dik inin. Bu dikmenin ayagindan AB’ye dik inin. Bu dikmenin
ayagindan BC'’ye dik inin. Bunu boyle sonsuza kadar devam ettirin. Elde edilen zigzag
¢izginin uzunlugunu bulun.

Cc

A h\B

14.10. Asgagidaki koyu renk spiral yarim ¢emberlerden tahmin edilecegi gibi inga edilmisgtir. Bu
spiralin uzunlugunu bulun.

Seriler limitlerden ¢ok daha ilging ve zor ve dolayisiyla eglenceli bir konu-
dur. Cogu zaman serinin toplamini bulamayacagiz, sadece yakinsak oldugunu
kanitlamakla yetinecegiz.

Gecgmig boliimlerde seri adini anmadan bircok yakinsak seri 6rnegi vermis-
tik. Bu orneklerin birkacini siralayalim. Teorem 10.7’de her x € R igin

)

X
25
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serisinin yakinsadigini ve Sonug¢ 10.9’da her = € Q igin,

%

L

oldugunu kanitlamigtik. Cok daha fazla seri 6rnegi gorecegiz.

Bir seri 6zlinde bir dizidir. Bunu gordiik. Ama bir dizi de istenirse bir seri
olarak gortilebilir. Nitekim eger (sy), dizisi verilmigse, o = so ve n > 0 i¢gin
Ty = Sp — Sp—1 tammlarini yapalim. O zaman s, = Z?:o x; olur. Bir sonraki
altboliimde bu fikri somiirecegiz.

14.2 Teleskopik Seriler

Bir ornekle baglayalim.

Ornek 14.11. Ornek 7.10te,
1
>4

serisinin yakinsak oldugunu kanitlamistik ama hangi sayiya yakinsadigini gésterememistik.
Yakinsakligi bir kez daha ama bu sefer degisik bir kanitla kanitlayalim. Kismi toplamlar

1 1 1
Sn = §+27+ +ﬁ

olsun. (s, )n pozitif ve artan bir dizidir. Her ¢ > 1 i¢in,

i e s
12 122 ' 32 n2 -2 2.3 (n—1)n
(G )

2 2 3

:1+1—l:2—l<2

n n

oldugundan, (sn)» dizisi Gstten 2 tarafindan sinirhdir; dolayisiyla lim,—c $» limiti vardir
ve 2’den kiiciiktiir. Boylece
=1
<2<
i=1

esitsizligini kanitlamig olduk. Kismi toplamlar sayesinde seriyi alttan daha iyi sinirlayabiliriz:

Ornek 7.10’iin sonunda yaptiklarimizdan serinin alttan 3 /2 ile simirlandig1 ¢ikar. Ama kismi
toplamlarda ne kadar ileri gidersek serinin toplamina o kadar yakinsariz, 6rnegin buldugumuz
bu 3/2 altsinirini heniiz yedinci kismi toplamda asariz. Daha da ileri gidelim: s100 =~ 1,634984.



14.2. Teleskopik Seriler 243

Seriyi listten de daha yakindan sinirlayabiliriz:

1 1 1 1 1 1
Sn7<172+?+372>+ﬁ+52+ +ﬁ

49 1 1 1

<3 tsatis T T oo

49 /1 1 11 1 1
—%+(§‘1>+<1‘5) +<n_1‘;>
49 1 1 61 1 6l

363 n 36 n 36

Demek ki,

=1 61
1,63498 — < .
’ < ; 2 <36

Birinci 6rnegimizi genellegtiren basit ama ¢ok yararli bir teorem sunalim
simdi.

Teorem 14.2 (Teleskopik Seri). > (x; — xi41) serisinin yakinsamase igin,
(zn)n dizisinin yakinsak olmast yeter ve gerek kosuldur. Bu durumda,

E (CCl — LL‘H_l) =0 — lim In
n—00
olur.

Kanit: ) (z; — x;41) serisinin kismi toplamlarina bakalim:

n

Z(-Ti — Tit1) = T0 — Tpt1-

i=0
Kismi toplamlar dizisinin yakinsamasi icin, belli ki lim,, oo &, limitinin olmasi

yeter ve gerek koguldur ve bu durumda kismi toplamlarin limiti ancak

zo — lim x,
n—oo

olabilir. 0

Teoremde, ilk gostergeg olarak 0 yerine herhangi bir &k sayisi alabilir ve o
zaman

Z(ml — $i+1) = T — lim In

4 n—00
i>k

bulurduk.
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Ornekler

14.12. Eger yukardaki teoremde x; = 1/i alirsak ve serinin toplamini 0’dan degil de 1’den
baglatirsak birinci 6rnekte buldugumuz sonucu buluruz:

s 1
Zi(i+1):1'

i=1

Daha ilging bir 6rnek bulalim.

(i+ 1)
T = ;
i(i + 2)
olsun. Teoreme gore,
. 4 1
D@ —a) =m lim e =g - 1=
1>1
olur. Kolay bir hesapla,
o %+ 3
U TG D+ 2)(i + 3)
bulunur. Demek ki,
i 2i+3 1
i+ 1) +2)(@i+3) 3
olur.
14.13. Ornekleri cogaltabiliriz. Teoremi > (x; — xi42) durumuna da uyarlayabiliriz:
2 1 1
iW(i+2) i i+2
esitliginden,
IR
Zoiti+2) 12 2
buluruz. (Neden?) Bundan da,
SR
— i(i+2) 4

gikar. (Neden?)
14.14. S2(v/i+ 1 — V/4) serisi raksaktir.

Kanit: Teorem 14.2’den hemen ¢ikar: limy,_, o /i = c0.

14.15.
> 2 +1 1 1
5 a5 — - 7 =1
Y (Emw)
olur.
14.16. Asagidaki seriyi hesaplayin:
> it
— (i +2)(1+3)°
Céziim: Once her 1 icin,
1 a b c

G643 i it2 iy
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esitligini saglayan a, b ve c sayilarini bulalim. Yukardaki egitligi ¢ ile carparsak,

1 et bi n cl
(i+2)(i+3) i+2  i+3
buluruz ve sonra ¢ = 0 alirsak
a=1/6
bulunur. b’yi bulmak igin i ile yaptigimizi ¢ + 2 i¢in yapip, sonra da i = —2 alalim;
sonucta
b=-1/2

buluruz. Benzer sekilde ¢ bulunur:
c=1/3.
Demek ki,
1 1 1 1
G12)@+3) 6 20+2) 30+3)
Boylece seri biraz daha teleskopik seriye benzer ama heniiz tam anlamiyla degil. Bu
asamada

Jr

W~
[ )
N

esitligini kullanip sagdaki terimin
1/1 1 n 1 11
6 \i i+2 3\1+3 1+2
terimine egit oldugunu kanitlamaliyiz. Simdi
+ 1 11
3\t+3 1+2
serisini hesaplarsak birgok sadelegtirme olur ve
L, 1 15
6 2 3\ 3/ 36

elde ederiz. O
14.17. (an)n herhangi pozitif bir dizi olsun.

n n

I R I CRte=)

i=1

w @ N as +..._§: a;
1+a  (I+a)(l4+a) (14 ao)(l+a1)(l+a2) 4 H;:0(1+a].)

serisi yakinsaktar.
Kanit: p; = [[%_,(1 + a;) olsun. Demek ki

j=0

0o
[£23

izo Pi
serisinin yakimsakligini kanitlamamiz lazim. Her ¢ > 1 igin,

pi =pi—1(1+a;)
ve
Di —DPi—1 =Di—1(1 4+ a;) —pi—1 = a;pi—1
olur. Bu esitligi p;p;—1 ifadesine bolersek,

1 1_al-

Di—1 Di - Di




246 14. Seriler

olur. Demek ki

" a; " - 1 1 11 1
yoa_ a0y &:@+Z< _7>:@+7_7:1_7
Po Di Po Di—1 bi DPo Po Pn DPn

i=o Pi i=1 i=1
ve
g = =1— lim —
; n—roo
=0 pi Pn

Son olarak (pn)» dizisinin ya sonlu bir sayiya yakinsadigini ya da sonsuza iraksadigini
gbstermemiz lazim. Ama bu dizi artan bir dizi oldugundan bu bariz'. Demek ki mesela
a; = 1 alirsak,

oo

Zi71_9+i+ 2 +...—1
i1 1.2 1-2-3 o

i=1

buluruz. Ama e sayisim1 kullanarak bunun daha kolay bir kanitini bulabiliriz tabii. O

Eger bir serinin sonlu sayida terimi diginda her terimi 0 ise, o zaman
sonlu bir toplam elde ederiz ve bu durumda seri elbette bu sonlu toplama
yakinsaktir. Aksi durumda, seride 0’a egit olan terimleri silersek fazla bir gey
kaybetmeyiz. Yakinsakligi ya da iraksakligi bozmayan, yakinsak oldugunda
toplamin da bozulmadig: bir seri elde ederiz. Dolayisiyla gerektiginde serileri-
mizde hicbir terimin 0 olmadigini varsayabiliriz.

Seriler, dizilerden cok daha zor ve ama daha eglenceli bir konudur. Ozellikle

x’e gore degigen
E c;’

tiriinden seriler eglenceyi doruk noktasina c¢ikarirlar.

Alstirmalar
14.18. Su esitligi kanitlayin:
S
i+ 1)(i+3) 36
Ipucu: Once
B SR S S
iG+DGE+3) 30 26+1)  6(G+3)
esitligini bulun ve sag tarafi

1/1 1 1 1 1
3 <ﬁ_n+1> _E(n—i-l _n+3)
olarak yazin. Bkz. Ornek 14.16.
14.19. > x; = s ise, her r € R icin Y rx; = rs, yani, »_ ra; =1y x; esitligini kanitlaymn.
14.20. > x; =sve > y; =t ise, > (x; +y;) serisinin s+ t’ye yakinsadigini, yani > (z; +y;) =
> x4+ Y ys esitligini kanitlayin.
14.21. > x; = sve ). y; = tise, > x;y; serisinin st’ye yakinsamak zorunda olmadigini gosterin.
(Bu konuda bkz. Bolim 16.)

1Q6ziim icin Yusuf Unlii’ye tegsekkiir ederiz. Daha sonra gorecegimiz d’Alembert, Cauchy
ve Raabe kistaslar1 bu serinin yakinsakligina karar vermeye yetmiyor. Bu da teleskopik seri
yonteminin ne kadar giiclii oldugunu gosterir.
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14.22. Teorem 14.2’de o
7

G+ 1)(E+2)

i 3i4+1
(I+1)(E+2)(i+3)

i=1

T =

alarak

serisini hesaplayin.

esitligini kanitlayn. (Ipucu: Ornek 14.6°daki gibi.)

+
w\w

1423, — 4 — 4+

oo

1 |
14.24. ; m =1 esitligini kanitlayin.

14.25. Teleskopik serilerden esinlenerek, bir k£ > 0 tamsayisi icin,

i( 23 k

i=1

esitligini kanitlayin.

14.3 Serilerle Ilgili Iki Basit Gozlem

Cauchy Kistasi. Bir serinin yakinsak olup olmadigini bilmek kolay olmayabi-
lir, ama yakinsaksa hangi sayiya yakinsak oldugunu bulmak bambagka diizeyde
bir problemdir; ¢ok zor oldugu gibi bu miimkiin de olmayabilir ¢iinkii 6rnegin
o gline dek kimse serinin yakinsak oldugu sayiya bir ad vermemistir, yani
seri bugiine dek insanoglunun dikkatini ¢cekmemis bir sayiya yakinsayabilir ve
elbette bu durumda yapacak fazla bir gsey yoktur.

Serinin hangi sayiya yakinsadigi bilinmese de, serinin yakinsak oldugu ka-
nitlanabilir. Bunun icin kistaslar - yakinsama kistaslar: - vardir. i§te bunlardan
gok sik kullanilanlardan biri:

Teorem 14.3 (Cauchy Kistasi). Bir Y x; serisinin bir gercel saywya yakinsa-
mast i¢in yeter ve gerek kosul sudur: Her € > 0 icin oyle bir N olmals ki, her
n>m > N icin,

<€

olsun.

Kamit: Serinin yakinsamas: demek, tanim geregi, kismi toplamlar dizisi olan

(),

dizisinin yakinsamasi demektir. Bu dizinin yakinsamasi da, dizinin Cauchy
dizisi olmasiyla egdegerdir; yani her € > 0 igin Oyle bir N olmali ki, her n >
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m > N icin,
n m
S Yo <e
i=0 i=0
yani,
n
Z x| <€
i=m
olmali. 0

Bu kistasin uygulanisina gecmiste bircok érnek vermistik. Ornegin Teorem
10.7°de

2
>
serisinin yakinsadigini aynen bu yontemle gostermistik.
Bu kistasla 1
25
i>1

harmonik serisinin yakinsamadigini da gosterebiliriz. Nitekim eger teoremde

1
D<e< =
€=35

ve her N ic¢in, (N’den biiytik olan)

m=N+1lven=2N+1

alirsak,
1 2N+1 2N+1 N1 1
Z > 2. 2N | “aNt1-2=°¢
i =m ¢ = N+1 1=N+1 + +
buluruz.

Bu kistastan ) x; ve > y; serileri yakinsaksa, > (z; + y;) serisinin ve eger
r € R ise Y rx; serisinin yakinsak oldugu gikar. Ama bu sonugclar: ilerde,
Boliim 16’da ¢ok daha dogal bigimde (sadece tanimlara bagvurarak) bulacagiz.

Bu Cauchy kistasinin, Altbélim 18.2°de stzedecegimiz ¢ok daha énemli
Cauchy kistasiyla karigtirilmamas: gerekir.

Ornekler

14.26. (zn)n artarak sonsuza wraksayan bir diziyse
Z Tit1 — T4 ve Z Tit1l — X4
Ti Tit+1

serileri wraksaktur.
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Kanit: (s, )n, birinci serinin kismi toplamlar1 dizisi olsun. Eger m < n ise

n n
s s 72552'«%1_171'>in+1_xi7mn+l_xm
n - °om — = —
Ti4+1 i Tn+1 Tn+1

i=m

olur. Simdi n’yi xn+1 > 2x,, olacak kadar biiyiik secelim. O zaman, bir 6nceki satirdan

devam ederek
28m — Tm _ Tm > 1
Tn41 Tn+1 2

buluruz. Demek ki kismi toplamlarin dizisi (8n)n Cauchy dizisi degildir ve birinci seri

yakinsak olamaz. Ikinci serinin iraksaklhiginin kaniti da benzerdir.
14.27. Bir 6nceki 6rnekte x; = ¢ alarak, Y 1/i serisinin bir kez daha raksak oldugu anlagilir.
14.28. [Stieltjes] Eger (an)n azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, sonsuza wraksayan dyle bir

> by pozitif serisi vardwr ki, > anbn yakinsak olur.

Kanmt: u, = 1/a, ve

b, = Un+1 — Un
Un+1

olsun. O zaman lim,_ - u, = oo olur. Dolayisiyla Ornek 14.26’¢ gére > b, = oo olur.

Ama
b Unt1 — U 1 1
anby = - = 20t T 0n
Un UnUn+1 Un Un+1

oldugundan > a;b; teleskopik bir seridir. Ve lim,—, oo 1/u, = 0 esitliginden dolay1 > a;b;
yakinsar. O

14.29. [Stieltjes] Eger (an)n artarak sonsuza wraksayan bir diziyse, oyle bir yakinsak 3 by
pozitif serisi vardir ki, >, anb, wraksak olur.

Kanmit: b, = a% - anlﬂ olsun. Teleskopik seri oldugundan ) b; yakisar. Ama
anbn _ an41 — An
An+1
oldugundan, Ornek 14.26’e gore > by, raksaktir. a
Ahstirmalar

14.30. > x; yakinsaksa, limy_, o Z?Zn x; = 0 egitligini kanmitlayin.
14.31.

lim (5 et ) =0
n—oo \n2  (n+1)2 (n+n)2)
esitligini gosterin.
14.32. (Abel) (z,)n azalarak 0’a yakinsayan pozitif bir dizi olsun. Eger > x; yakinsaksa

limy, ;00 NZ2n = 0 esitligini gosterin. Ipucu: nzan, < >, Tnir — 0. (Teorem 14.6’ya
ve kanitina da bakin.)

Genel Terimin Sifira Yakinsamasi. Bir seride bir anlamda sonsuz sayi-
da say1 toplanir. Bu “sonsuz toplam”in sonlu bir say1 olabilmesi igin, gittikce
kiigiilen sayilar toplamak gerektigi hissedilebilir. Nitekim Gyledir de.

Teorem 14.4. Eger Y xz; serisi yakinsaksa, o zaman lim, oo x, = 0 olur.
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Kanit 1: € > 0 olsun. Bir dnceki teoreme gore 6yle bir N vardir ki, her m > N
icin,
m—+1

>
i=m

yani [£p,41| < €. Buda her n > N +1 i¢in, |2,| < € demektir.

<€

Kanit 2: s serinin limiti olsun. € > 0 olsun ve
Sp =20+ -+ xy
olsun. Tanimlar geregi,
s= lim s,
n—oo

olur. Ve tabii ki (altdizi oldugundan),

lim sp41 = lim s, = s

n—oo n—oo

olur. Demek ki,

gl T = g (net —8n) = 8= =
Teorem bir kez daha kanitlanmigtir. O

Sonug 14.5. Eger (x,), dizisi 0’a yakinsamwyorsa (yakinsak degilse de), o
zaman Yy x; serisi yakinsak degildir. (I

Ama teoremin ters istikameti dogru degildir, yani

lim z, =0
n—oo

dogru olsa da, 3 z; serisi yakinsamayabilir. Ornegin,
1
lim — =0
n—,oo N

olmasina kargin yukarda goérdiigiimiiz lizere

olur.
Bu sonug sayesinde, yakinsamaktan oldukca uzak olan serilerin iraksadik-
lar1 kolaylikla kanmitlanabilir. Ama,

1
2.3
i>1

serisi, genel terimi 0’a gittiginden bu sonucun kapsamina girmiyor. Bu serinin
yakinsamadigim Teorem 14.4’in kamtindaki fikri kullanarak séyle de gostere-
biliriz:
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Teorem 14.6. Eger > x; yakinsak serisinin terimleri pozitif ve azalansa o
zaman lim,, o nx, = 0 olur.

Kanit: s, kismi toplamlar olsun. (z,), dizisi azalan oldugundan,
NnTon Smn+1+”'+x2n = S2n — Sn

olur. Demek ki lim, .+ nxo, = 0 ve dolayisiyla lim, .~ 2nxs, = 0. Simdi tek
sayilara gecelim. Benzer sekilde

(n+ Dzopt1 < Tpt1 + -+ + Tant1 = S2nt1 — Sn.
Demek ki lim,, oo (n+1)22,4+1 = 0. Buradan kolaylikla lim,,_, o (2n+1)22p4+1 =
0 gikar. (Nasil?) O

Biitiin bunlardan su gikiyor: > x; serisinin yakinsamasi i¢in z; sayilarinin
0’a azalarak yakinsamasi yetmez, ayrica bu sayilarin 0’a “hizli” yakinsamasi
da gerekir. Ornegin 1/i2, 0’a yeterince hizli yakinsadigindan, Zizl 1/4% serisi
yakinsaktir. Yakin gelecekte s > 1 ise, ) .., 1/7° serisinin yakinsak oldugunu
gorecegiz.

Sonug 14.7. Y22, 1/i serisi waksar. O

Ornekler
14.33. > (\/i +1-— \ﬂ) serisi 1raksar.

Kanit: Sonug 14.5’i uygulamaya caligalim:

—— - Vit1-VOWVit1+Vi) 1
IFI-Vi= ViTi+vi S Viriivi

Genel terimin limiti 0 oldugundan, serinin yakimsak mu yoksa iraksak mi oldugunu So-
nu¢ 14.5’in yontemiyle anlayamayiz. Ama Ornek 14.14’den serinin iraksak oldugunu
biliyoruz.

14.34. Eger 0 < a < 1 ise limp—oo(l +a™)™ = 1.
Kanit: Agagidaki hesaplar1 yapalim:
0<(1+a™)"—1=a"(1+a)" " +(1+a")" ?+ -+ (1+a")+1)
<a"n(l+a™)" "

Demek ki 1
0<(1 "N — < na".
— ( +a ) (1 + an)nfl = na
Ama Teorem 14.6’dan dolay1 lim,,—,~ na”™ = 0 oldugundan, Sandvi¢ Teoremi’'ne gore
lim ((1+a") - ——~ ) —o
n—o0 (]_ =+ a,”)""*l B

olur. lim,_, (1 + a™) = 1 oldugundan, bundan,

e ey
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14.35.

14.36.

14.37.

14. Seriler
ve
lim (1+a")" ' =1
n—oo
cikar. Bu son egitlik de istedigimizi verir. |
1imnﬁoo(nl/" — 1)1/" limating bulun.

Co6ziim: Herhangi bir ¢ < 1 alalim. Bir 6nceki 6rnege gore yeterince biiyiik n goster-
gecleri icin (1 + a'/™)" < 2 < n olur. Buradan a < (n'/™ — 1)*/™ cikar.

Ote yandan (n'/™ — 1)1/ < (pt/m)t/n = nt/n® = (n{‘))l/’12 ~pt/m 1.

Son iki paragraftan istenen limitin 1 oldugu kolaylikla ¢ikar (bkz. Ornek 4.15.) |
[Abel] Her (an)n dizisi igin, “limanb, = 0 = > a; yakinsak” dnermesini saglayan bir
(bn)n dizisi yoktur.

Kanit: Tam tersine boyle bir (by ). dizisinin oldugunu varsayalim. Elbette sonsuz sayida
b, = 0 olamaz, yoksa bu n’ler icin a,’yi cok biiyiik secerek yakinsamamasi gereken
serilerin yakimsadigini kamitlamig oluruz. Dolayisiyla her n i¢in b, # 0 varsayimini ya-
pabiliriz. lim anb, = 0 ile lim a, |b,| = 0 6nermeleri arasinda fark olmadigindan, b, > 0
varsayiunini yapabiliriz. a, = 1/nb, gibi, lim a,b, = 0 esitligini saglayan pozitif bir seri
alalim. € > 0 rastgele olsun. O zaman a,b, < € oldugundan i > 2 dolayisiyla

1 i
ij.> Zea

olur. Bundan da

1
~ =0
bi
cikar. Demek ki
1 1
dizisi sonsuza 1raksar. Ornek 14.26’e gore terimleri
Cn —Cn—1
anp = ———
Cn

olan seri raksar. (Eski a,,’yi unutun!) Ama

Cn — Cn—1 1
bnan =bp——= = — —0
Cn Cn

oldugundan bir geligki elde ederiz. O
[Abel] Sonsuza wraksayan her > a; serisi igin, lim b, /a, = 0 egitligini saglayan sonsuza
waksayan bir Y b; serisi vardar.

Kanit: a; > 0 varsayimini yapabiliriz.

Sn =00+ +an

ve
bn _ al _ Sn — Sn—1
Sn Sn

olsun. O zaman

bn 1

—=——0

an  Sn
olur. Ayrica Ornek 14.26’¢ goére > by, serisi iraksar. ]

Birkag ilging Seri. Ya kanitlama yontemi igin heniiz yeterince matematik gelistiremedi-
gimizden ya da 7 gibi baz1 matematiksel nesnelerin tanimlarini heniiz vermedigimizden su
anda kanitlayamayacagimiz birkag esitlik sunuyoruz.
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11 1 1 1 1
1 a3 gty et
serisinin yakinsakhgimi Bolim 17’de kanitlayacagiz. (Limit In2’dir ama heniiz In diye bir
fonksiyon gormedigimizden su anda bu olgu okura bir anlam ifade etmeyebilir.)
Tek sayilarla 7 sayis1 arasinda bir iligki var midir diye sorulsa, akli baginda herhangi biri

yok der herhalde! Ama yanhs!

11,111 1,
1 35 7 9 11 4
Su toplamdan s6zetmistik bir zamanlar:
1,11 1,
12022 0 32 42 6
1/n’lerin toplaminin sonsuz oldugunu biliyoruz:
111
1 2 3 4 o

Bu seride toplanan terim sayisini azaltalim... Tim 1/n’leri toplayacagimiza, asal n’ler igin
1/n’leri toplayalim; bakalim ne oluyor...

DI TEE S S S S S
p 2 3 5 7 11
p asal
Gene sonsuz cikar... Demek ki asal sayilarin sayis1 ¢cok az degil, terslerinin toplamini sonsuz
yapacak kadar ¢ok asal say1 var...
3 ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 11 ve 13 gibi, 17 ve 19 gibi, aralarinda 2 fark olan asallara
tkiz asallar denir. Sonsuz sayida ikiz asal oldugu saniliyorsa da, bu sani bugiine dek

kanitlanamadi. Brun, ikiz asallarin bir anlamda o kadar cok olmadigimi kamitlamigtir. Su
anlamda cok degillerdir:

IS ARTA U AU S B U N S
3 5 5 7 11 13 17 19

serisi yakinsaktir, yani bu toplam sonlu bir sayidir. Brun sabit: adi verilen bu sayinin degeri
agsa@l yukar: 1,902160583104’tiir. Bu yaklagik deger, 10'’ya kadar olan asallar bulunarak
hesaplanmistir.

14.4 Serilerin Terimleriyle Oynamak

Bu altboliimde amacimiz bir serinin terimleri gruplandiginda ya da terimleri-
nin yerleri degistiginde ya da seriye yeni terimler eklendiginde seride ne gibi
degisikliklerin oldugunu anlamaya calismak. Ilk okumada bu altbéliim iistiin
korii okunabilir.

Seriden Terim Atmak. Bir 6nceki béliimde kanitlanan Teorem 14.3, bir seri-
nin yakinsakliginin ya da iraksakliginin, toplanan diziden ¢ok, dizinin kuyrugu-
na gore degistigini de soyliiyor: Kuyruklar: ayni olan iki diziden birinin toplami
yakinsaksa digerinin de toplami yakinsaktir ve biri iraksaksa digeri de irak-
saktir. Yani bir seriye sonlu sayida terim eklersek ya da bir seriden sonlu sayida
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terim silersek ya da her iki iglemi birden yaparsak, serinin yakinsakliginda ya
da raksakliginda bir degisiklik olmaz. (Tabii yakinsak oldugunda elde edilen
toplam degigebilir.) Bu o kadar bariz ki teorem adi altinda yazmiyoruz bile.

Serinin Terimlerini Gruplamak. Yakinsak serilerin terimlerini teker teker
toplayacagimiza ikiser ikiser toplayabiliriz, yani yakinsak bir seriyi
o+ 4z
sonsuz toplami olarak gosterecegimize,
(o + x1) + (22 +23) + - -+ + (@25 + T2iq1) + - -

sonsuz toplami olarak da gosterebiliriz, ¢ilinkii ne de olsa, kismi toplamlar di-
zisi (sn)n yakinsaksa, bunun bir altdizisi olan (s2,+1), dizisi de ayni sayiya
yakinsar. Bu buldugumuz sadece ikiger ikigser toplama igin degil, ikiger ticer
gruplama ve hatta her tiirlii gruplama igin de gegerlidir elbet, ¢linkl grupla-
narak elde edilen serinin kismi toplamlar: bagladigimiz serinin kismi toplam-
larinin bir altdizisidir. Bir teorem daha kanitladik:

Teorem 14.8. Eger bir seri yakinsaksa, serinin terimlerini gruplayarak elde

edilen seri de aynt sayya yakinsaktar. O
Ornegin,
P (2i)2 (20 +1)2

serisi yakinsaktir, ¢linki,

> 1 1 =1
Z((m‘ﬁ + (2i+1)2> :Z?

i=1 =2

esitligi gegerlidir ve sagdaki serinin yakinsak oldugunu biliyoruz (Bolim 7).
Gruplayarak ayr sayilara yakinsayan (dolayisiyla yakinsak olmayan) seri or-
negi igin bkz. Ornek 17.2.

Ama dikkat: Bir seri gruplanarak yakinsak oluyorsa, bu, gruplanmamis
orijinal serinin yakinsak oldugunu gostermez. Ornegin, T, = (—1)i ise > x;
yakinsamaz; ama terimleri ikiser ikiser gruplarsak, terimleri O olan dizi buluruz
ki bu da elbette 0’a yakinsayan bir seri verir.

Ayni felaket, serinin genel terimi 0’a yakinsiyorsa da bagimiza gelebilir.
C)rneéin,

1 1+1+1+ +1 1 1 1
1 1 2 3 11 11 3 2
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serisine bakalim. k’inci1 parantezdeki

L]
a b

toplaminin a < b sayilar:1 soyle segiliyorlar: a, toplamda daha 6nce belirmeyen
ilk dogal say1 (bir sonraki parantezde a = 232 olacak 6rnegin); b ise,

Ly by
a a+1 b

toplamini k’dan biiyiikesit yapan en kiiciik dogal say1. ) .-, 1/i serisi sonsuza
raksadigindan her @ icin bdyle bir b bulmak miimkiindiir. Serinin yukardaki
gibi gruplagmis hali, terimleri siirekli 0 olan seridir ve elbette bu gruplasmig
seri 0’a yakinsar; ama ayni seriyi parantezlerden arinmig bigimde goriirsek,
bu sefer seri yakinsamaz, ¢linki belli agamalarda parantezsiz serinin kismi
toplamlar1 her k dogal sayisina esit olurlar. (b sayis1 baz1 kismi toplamlar her
k olsun diye itinayla segilmislerdir.)

Ote yandan gruplanan terim sayisi simrh tutulursa ve serinin genel terimi
0’a yakinsiyorsa, her gey yolunda gider:

Teorem 14.9. Eger bir serinin genel terimi 0’a yakinswyorsa ve terimler en
fazla b terim iceren bloklar halinde (terimlerin siralar: bozulmadan) grup-
landiginda seri yakinsak bir seriye doniistiyorsa, o zaman baslangictaki seri de
(yani gruplasmamas seri de) yakinsaktur; tstelik gruplanmas ve gruplanmamas
seriler aym sayya yakinsarlar.

Bu teoremi kanitlamadan once kaniti ¢cok daha kolay olan su teoremi
kanitlayalim:

Teorem 14.10. > x; bir seri olsun. lim,_,o T, = 0 varsayvmine yapalim. Bir
k > 0 dogal sayist icin (Skn)n kismi toplamlarin bir s sayisina yakinsadigine
varsayalim. O zaman Y x; serisi de s sayisina yakinsar.

Kanit: ¢ > 0 olsun. lim, o 2, = 0 egitliginden dolay1 her n > Nj igin
|zn| < €/2k esitsizligini saglayan bir Ny vardir. lim, o Sk, = s esitliginden
dolay1 her n > Ns igin |s — sg,| < €/2 esitsizligini saglayan bir Ny vardir. N =
(k+1)-max{Ni, Na} ve n > N olsun. n’yi k’ya bélelim: Bir ng > max{Ny, Na}
ve bir r =0,1,...,k — 1 i¢in, n = kng + r olur. Buradan da

|s — snl s — (Skno + Thng1 + -+ + xkn0+r)|
|5 = Sknol + |Thno+1] ++++ + |Thng+r|
% + i + -4 i
€

AN IA

gikar, ki bu da istedigimizi kanitlar. O
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Simdi yukardaki fikri genellestirip Teorem 14.9’u kanitlayalim.

Teorem 14.9’un Kaniti: Seri | z; olsun. s, de > x; serisinin kismi toplam-

lar1 olsun: .
Sp — Z Xi.
i=0
9imdi 0 < j — jr—1 < b egitsizligini saglayan bir
O=Jgo<n<je<iz<...
gostergeg dizisi ele alalim ve ) x; serisini
(o + -+ aj_1) + (@) + o+ @jp1) oo

biciminde gruplayip boylece elde edilen

oo [Jk+1—1
> X
k=0 =]k

serisinin bir ¢ sayisina yakinsak oldugunu varsayalim. ¢, bu gruplagmig serinin
kismi toplamlarini simgelesin:

m  [Jrk+1—1 Jm41—1
=2 | D @)= D @i
k=0 \ i=ji i=0
Varsayimdan dolay1
lim ¢, =t
m—0o0
esitligini biliyoruz ve
lim s, =t
n—oo

esitligini kanitlamak istiyoruz. Bunun igin s;’lerle t,,’ler arasinda bir iligki
bulacagiz.

n verilmis olsun. j,+1 < n < Jm4o esitsizliklerini saglayan m sayisini se-
gelim. O zaman,

n Jm4+1—1 n n
sn:Zmi: Z x; + Z .’L‘l’:tm+ Z ZT;
i=0 i=0 1=Jm+41 1=Jm+1

buluruz. Demek ki,
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olur. m’nin seciminden dolayi, en sagdaki toplamda en fazla b terim vardir.
(zn)n dizisi 0’a yakinsadigindan, n’yi biytiterek (ki o zaman m ve j,, de
biiytrler) |s, — t,,| sayisin diledigimiz kadar kiigiiltebiliriz, yani

lim |sp, —tm| =0
n—oo

ve dolayisiyla

lim (s, —tm) =0

n—oo
olur. Belki s6ylemeye bile gerek yok ama m sayisi n’ye bagimhdir ve n son-
suza gittiginde m de sonsuza gider (¢iinkii n < (m + 2)b esitsizligi gegerlidir);
dolayisiyla,

lim s, = lim (s, —ty) + lim ¢, = lim ¢, = lim ¢, =1t
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
olur. Kanitimiz tamamlanmigtir. (I

Eger serinin terimleri > 0 ise, gruplanan terim sayisina sinir koymak ge-
reksizdir. O zaman da her gey yolunda gider:

Teorem 14.11. Eger terimleri negatif olmayan bir serinin genel terimi 0’a
yakinsworsa ve terimler (swralary bozulmadan) herhangi bir sekilde gruplan-
diginda seri yakinsak bir seriye dontstyorsa, o zaman baslangictak: seri de
(yani gruplanmamas seri de) yakinsaktir; tstelik gruplanmas ve gruplanmamas
seriler aym sayya yakinsarlar.

Kanit: Bir 6nceki kanittaki gosterimi kabul edelim ve ayni fikri devam etti-

relim.
n
|Sn - tm| - Z 7

i:jm+1
agamasina kadar geldik. Bundan sonra,
n jm+2*1
|5n_tm|: E ng E xi:tm—i-l_tm
i=Jm+1 1=Jm+1

seklinde devam edelim. (¢, ), dizisi Cauchy oldugundan, n’yi, dolayisiyla m’yi
de yeterince biiyiik alirsak, ¢,,4+1 — &, sayisini her sayidan kiigiik yapabiliriz.
Simdi bir 6nceki teoremin kanitindaki gibi devam edelim. U

Serinin Terimlerini Karmak. Yukarda serinin terimlerinin yerlerini de-
gigtirmemigtik. Simdi serinin terimlerinin yerlerini degigtirdigimiz zaman ba-
simiza geleceklere bakalim.
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Terimleri 6zel bir bicimde kararak, serinin yakinsakliginin ya da iraksakli-
ginin bozulmayacagini gorebiliriz. Ornegin

To+T1 +T2+23+ -+ T+ To41 +

serisi yerine

Ti+xo+x3+22+ -+ T + T2+
serisine bakabiliriz. Eger birinci seri yakinsaksa ikinci seri de yakinsaktir. s,
ve t, bu iki serinin (bu sirayla) kismi toplamlar: olsun ve birinci serinin s’ye
yakinsadigini varsayalim. ¢,’leri s, cinsinden hesaplamaya caligalim.

lont1 = @1 +To + -+ + Topg1 + Ton = S2n41
olur. Ama t9,,’de kiigiik bir diizeltme pay1 gerekir:
lon =21+ 2o+ - + Ton—2 + Tont+1 = ton—1 + T2n4+1 = S2n—1 + T2n41-
Demek ki, Teorem 14.4’ten dolay1,
lim ta, = 71131;0(8%—1 + ZTont1) = 8.

Ayni zamanda

Jin tanrt =l somis =
oldugundan, (t,), kismi toplamlar dizisinin limiti de vardir ve bu limit s’ye
esittir (Aligtirma 8.9).

Ayni bigimde, eger ikinci seri yakinsaksa birinci seri de yakinsaktir.

Yukarda serinin terimlerini ikiger ikiger kardik. Beger beger de karabilirdik,
bir gey degismezdi. Ayrica beger beger hep ayni bicimde de karmak zorunda
degiliz, her seferinde ayr1 bir karma kullanabiliriz. Bunu birazdan kanitlaya-
cagiz.

Ama okur dikkatli olmalidir, terimler rastgele uzunlukta gruplar halinde
karilirsa yakinsak seriler iraksayabilir. Birazdan bir 6rnek gorecegiz. Yakinsak-
ligin degismemesi i¢in ya yukardaki gibi 6zel karmalar: ya da bazi 6zel serileri
almak gerekir. Teorem 14.13’te gbrecegimiz iizere, terimleri pozitif olan bir
seriyi istedigimiz gibi karabiliriz, yakinsakligi/iraksakligi degigmez. Ama te-
rimleri negatif ve pozitif olan serileri kararken dikkatli olmak gerekir.

Teorem 14.12. j > 0 bir dogal sayr olsun. Her k > 0 icin oy,
{0,1,...,5 — 1}
kiimesinin bir eslesmesi olsun. Her ¢ dogal sayst i¢in, r; sayist 0 < r; < j ve
1 = kj + r; olacak bigimde secilsin.
Yi = Thjtop(rs)

olarak tanimlansin. Eger > x; ve Y. y; serilerinden biri yakinsaksa digeri de
yakinsaktir. Ayrica bu durumda her iki seri de ayna saywa yakinsar.
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Kanit: > z; serisinin s’ye yakinsadigini varsayalim. Yaptigimiz karma, > z;
serisinin terimlerini, en bagtan baglayarak, j’li bloklar halinde kariyor, ama
her j’lik blogu degisik bicimde karabilir. Her k& dogal sayisi igin,

Thjs Thj+1s - -y Thj+(j—1)

terimleri
Lhj+ok)r Lhitor(l)s -+ +» Thjtor(i—1)

terimlerine doniigiiyor. Dolayisiyla eger s, ve t, sayilar1 Y xz; ve > y; seri-
lerinin (bu sirayla) kismi toplamlariysa, her k£ ve 0 < r < j dogal sayilari
icin,

Skj+r = Ukj+r — Thj =~ Thjtr T Thjtop(0) T+ Thjrou(r)

elde ederiz. Teorem 14.4’ten dolay1 her 0 < r < j icin,

lim #p;4, = lim sgjq, = s
J]—00 J]—00
olur. Demek ki ) .., y; serisi de s’ye yakinsiyor.
Simdi Y y; serisinin yakinsadigini varsayalim. > x; serisi de > y; serisin-
den yukardaki bigimde elde edilir. Bunun i¢in o yerine ak_l almak yeterlidir.
Dolayisiyla ayni sonug Y . y; serisi igin de gegerlidir. ]

Bu teoremi hafifce genellegtirmek mumkiindir. Karmalarini hep j tane
terim tlizerine olma kogulunu, karma yapilan terim sayisini sinirh tutmak ko-
suluyla degistirebiliriz.

Eger karma yukardaki gibi terbiyeli bir bicimde yapilmazsa, baglangictaki
seri yakinsak bile olsa, kararak elde edilen seri bir bagka sayiya yakinsayabilir,
hatta iraksak olabilir. Bir 6rnek verelim.

Ornek 14.38. Béliim 17°de Dois1 (_IZHI serisinin yakinsak oldugunu gorecegiz, simdilik bu

serinin yakinsadigini varsayalim. Simdi serinin terimlerini karacagiz. j = 0, 1, 2 igin,

1 v L1
57 eSer j=1lise

Y3itj = TjQ eger j = 2 ise
111 eger j =0ise

olsun. (y;); dizisinin ((—1)***/4);>1 dizisinin bir karmasi oldugunu kanitlamak oldukca kolay.

Simdi ), y: serisine bakalim:

Yn)n>1 dizisi 0’a yakinsadigindan, Teorem 14.9’a gore, yakinsakligi bozmadan, > ., v:
2 1>1
serisini goyle gruplayabiliriz: B

NEEATEE U4 NN A U BTSN B U S
2 4 3 6 8 5 10 12
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ve
11,111 1
2 4 6 8 10 12
+m>

serisini, yani Zizl(—l)i“/i serisinin yarisi olan
1111
3 4
Ote yandan eger serinin terimleri negatif degilse terimlerini istedigimiz gibi
karabiliriz, yakinsaklik ve toplam degismez:

ot =
|~

2 2

serisini buluruz. Goriildiigi gibi toplam yariya indi!

Teorem 14.13. ) z;, terimleri pozitif olan bir seri olsun. o, N’nin bir es-
lesmesi olsun. O zaman, ejer > x; ve Zxa(i) serilerinden biri yakinsiyorsa
digeri de yakinsar ve yakinsadiklarinda ayne sayya yakinsarlar.

Kanit: s, ve t, sirasiyla ) z; ve >, Z,(;) serilerinin kismi toplamlari, s ve ¢
de serilerin limitleri olsun. Her iki kismi toplamlar dizisi de artan dizidir. (¢,),
dizisinin iistten s tarafindan sinirh oldugunu kanitlayacagiz.

m(n) = max{c(0),...,0(n)}

olsun. Hesaplayalim:

n m(n)
ln = Zxa(z) < Z Li = Sm(n) <s
=0 =0

Demek ki (t,), dizisi de, dolayisiyla ) z,(;) serisi de yakinsak. Eger limite
t dersek, yukardaki esitsizlikten ¢ < s elde ederiz. Ama simdi s, ¢ ve o ile
yaptigimizi ¢, s ve o~ ! ile de yapabiliriz ve bu sefer s < t elde ederiz. O

Bu teorem biraz daha genel bir haliyle de dogrudur. Bkz. Teorem 15.9.

Kimi zaman gostergec kiimesini sonsuz parcalara ayirmak zorunda kalabili-
riz. Eger serinin terimleri pozitifse bu bir sorun tegkil etmez. Kanita gegmeden
once bunun yararini gosteren bir érnek verelim.

Ornek 14.39.
2 "92 T 93" o4

serisini toplamak istedigimizi varsayalim. Bu seriyi soyle acalim:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(Q*(?*?)*Cﬁ+§+§>+C?+?+?+?>+”
Teorem 14.8 ve 14.11e gore bu serilerden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir ve iki seri
de bu durumda ayni sayiya yakinsarlar. Simdi bu ikinci serinin yakinsakligini kanitlamaya
caligalim.
Ikinci serideki her parantezin ilk terimini alarak
1 1 1 1

ptm Tt
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serisini, (ikinci parantezden baglayarak) her parantezin ikinci terimini alarak

1 1 1 1
2ttty

serisini, (liglincii parantezden baglayarak) her parantezin {i¢iincii terimini alarak

S RS S S
2 22 28 24 o

111
22 23 2¢ 25 2
o111 1
pmhatytet =5

Bunlar: toplarsak da 2 buluruz. Bu bulgudan, birinci ve ikinci serilerin 2’ye yakinsadigini
soyleyebilir miyiz?
Ne yaptigimizin farkina vardiniz m?

[ NPT SO U SRS SRS BT SO SO Y
2 22 22 23 23 23 94 24 24 24
——
2 adet 3 adet 4 adet
serisini hesaplamak igin, sayilari, seride onerildigi ve her Avrupalinin yapacagi gibi terimleri
soldan saga dogru teker teker toplayacagimiza, agsagidaki gibi dizip
1

21 1
32 T o2
Tiyty
31 T o1t o1t

|

Cinliler gibi en sol siitundan baslayarak yukardan agag1 topladik ve sonra siitunlarin toplam-
lari topladik:

En sol siitunun toplami 1.

Bir sonraki siitunun toplami 1/2.

Soldan ti¢lincii siitunun toplami 1/4. Vs.

Soru belli: Bunu yapmaya hakkimiz var mi1? Yani satirlarin toplamimin toplami, siitun-
larin toplaminin toplamina egit midir? Yamt: Evet var! Bir sonraki teoremde bunu kanitla-

yacaglz.

Teorem 14.14. Zizo x; terimleri negatif olmayan bir seri ve
N=AguA UAU...

N’nin herhangt bir parcalanist olsun.

i. Eger Y x; serisi yakinsaksa, her j igin ) .. A, Ti serisi de yakinsaktur.
Ayrica, ejer y; = Y i A, Ti tanvmane yaparsak, > y; serisi de yakinsaktir ve
bu seri Y x; toplamina egittir.

ii. Her j icin ZieAj x; serisi yakwinsak olsun. y; = ZieAj x; tanmene yapalim.
Eger Y y; serisi de yakinsaksa o zaman ) x; serisi de yakinsaktir ve bu seri
Y-y, toplamina esittir.
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Kanit: 1. Zie A, Ti serisinin kismi toplamlar1 elbette Y x; serisinden kii-
clikesittir. Kismi toplamlar1 artan bir dizi olusturdugundan, ), A, Ti serisi
yakinsaktir (Teorem 7.1) ve toplami > z; serisinden kiiciikesittir. Demek ki

y; < sz

>~ y; serisinin kismi toplamlar1 ) x; serisi tarafindan tistten siirlanmigtir ve
> y; serisi yakinsar (Teorem 7.1) ve

D us) @
olur. Simdi egitligi kanitlayalim. € > 0 olsun. k’y1 yeterince biiyiik secerek
D mi—(yo+ -+ k)

farkin1 €’dan kiigiik yapabilecegimizi kanitlamaliyiz. Ama tek bir k i¢in farks
e’dan kiigitk yapmak yeterli, ¢iinkii & biiytidiik¢e yukardaki fark kiiciiliir. Once
oyle bir n bulalim ki,

> wi— (vt an) <e
olsun. Ardindan 6yle bir k£ bulalim ki,
0,1,...,n€ AgUA 1 LU AsIl...UA
olsun. O zaman elbette,
ro+ -+ Tpn <YYo+t Yk

olur. Dolayisiyla,

S omi— (ot )<Y wi— (Tt ) <e
>0

olur. Birinci 6nerme kanitlanmistir.
ii. Verilmis bir ¢ icin, j(i) gostergeci, i € Aj(;) icindeligini saglayacak bi-
¢imde secilmis olsun. O zaman z; < y;(;) olur. Dolayisiyla,

To+ T S Yjo) o Uiy < DY

olur. Demek ki ) x; serisinin kismi toplamlar iistten ) y; tarafindan sinirl-
dir. Bundan da, Teorem 7.1 yardimiyla, > x; serisinin yakinsak oldugu ve

Zl’i < Zyj
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esitsizligi cikar. Simdi egitligi gosterelim. € > 0 olsun. n’yi yeterince biiyiik

secerek
Zyj —(xo+ -+ )

farkin1 €’dan kiigik yapabilecegimizi kamitlamaliyiz. Ama tek bir n igin fark:
€’dan kiiciik yapmak yeterli, ¢clinkii n biiytidiikge yukardaki fark kiigiiliir. Hatta
sagda toplanan x;’lerin gostergeclerinin illa 0’dan n’ye gitmeleri gerekmez,
aradan sadece bazi gostergecleri segsek de yeter. Once dyle bir k secelim ki,

€
D ovi— (ot ) <

olsun. Her j = 0,...,k icin 6yle bir sonlu I; C A; gostergeg kiimesi vardir ki,
€
b= 2w 2(k+1)
’LEIj
olur. O zaman
I=LZULU...Ul

tanimini yaparsak,

€
(ot ) =Dz <5
i€l
olur. Demek ki,

Zyj_zxi:(Zyj_(yo+"'+yk)>+ ((y0+-'-+yk)—zxi>

iel il
<e€/2+€/2=c¢.

Simdi n’yi o kadar biiylik segelim ki
I=Ih)huULU...Ul;C{0,1,...,n}

olsun. Bu durumda,
Zyj—(a:o+~--+xn)SZyj—Zmi<e
i€l
olur. Teorem kanitlanmigtir. (I

Yukardaki teoremin ikinci kismi herhangi bir seri icin ve sonlu sayida
parcalanma ic¢in de dogrudur:

Teorem 14.15. > x; herhangi bir seri olsun. N = AU B, N’nin herhangi bir
par¢alanmse olsun. Eder Y ., x; ve Y ;g ; serileri yakinsaksa ve toplamlar a
ve b’ye esitse, o zaman Y x; serisi de yakinsaktir ve bu seri a + b toplamina
esittir.
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Kanit: s,, > x; serisinin kismi toplami olsun.
A, =An{0,1,...,n} ve B, =BnN{0,1,...,n}

olsun. Ayrica

an = E x; ve b, = E T;

1€EAy, 1€By

tanmimlarini yapahm. Her ay, ) ;o4 2; serisinin bir kismi toplamidir. (an)n,
dizisinin ), 4 #; serisinin kismi toplamlar1 dizisinden tek farki, (a,), dizi-
sinde bazi kismi toplamlarin tekrar etmesidir, nitekim A, = A,11 oldugunda

dizisi a’ya ve (by,), dizisi b’ye yakinsar. Tanimdan dolay1
Sp = Gn + bn
oldugundan, lim, . s, vardir ve a + b’ye esittir. O

Sonug 14.16. > z; herhangi bir seri olsun. N = AjU. ..U Ag, N’nin herhangi
bir parcalanise olsun. Eger her j =1,...,k icin ZieAj x; serisi yakinsaksa ve
toplamlar a; 'ye esitse, o zaman Y x; serisi de yakinsaktir ve bu seri

a1+ + ay
toplamana egittir. O

Teorem 14.14’1 ilerde Teorem 15.10 olarak genellegtirecegiz.



