13. Dizilerin Alt ve
Ustlimitleri

(A, <) tamsirali herhangi bir kiime olsun. X C A, bog olmayan bir altkiime ve
a € A olsun. Eger her z € X igin, < a oluyorsa, a’ya X’in dstsinir: denir,
daha dogrusu (A4, <) tamsiralamasinda tistsinir denir, ¢linkii istsinir A {izerine
konulan siralamaya gore degisir. Eger a, X’in bir tstsiniriysa, a’dan biiytik her
eleman da X’in bir ustsimiridir; yani tistsinirdan tek bir tane olmayabilir. Ama
bazen de hig¢ Gstsinir yoktur; érnegin A = R ise ve X, N’yi igeriyorsa X’in bir
{istsimirn olamaz. Ote yandan eger A = R U {o0} ise, 0o elemani, A'nin bos
olmayan her altkiimesinin bir Gstsimniridir.

X a A

a, X’in bir tistsiniridir

Xin ustsinirlarinin en kiigligiine -eger varsa- en kii¢tik tistsinir denir ve
en fazla bir tane olan bu eleman sup X olarak gosterilir. Bilindigi tizere R’nin
bos olmayan ve istten sinirll her altkiimesinin bir en kiigiik tistsinir1 vardir.
En biiytik altsinir da -oldugunda- inf X olarak gosterilir.

Bir 6nceki béliimde tammladigimiz R = R U {oo, —oc0} tamsiralamasini
animsayalim: oo’un her gercel sayidan biiyiik, —oo’un ise her gercel sayidan
daha kiiciik olmasina karar verilmisti. R kiimesinin (daha dogrusu tamsirala-
masinin) bos olmayan her X altkiimesinin inf X olarak gosterilen en biiyiik
altsinirt vardir. Benzer gekilde sup X de her zaman vardir.

Ornek 13.1. Asagidaki drneklerde sup ve inf, R tamsiralamasinda alinmistir.

supR = oo, inf R = —o0.

supR = o0, inf R = —c0.

supZ = oo, infZ = —oo.

supN = oo, inf N =0,

sup[—o0, 5] = 5, inf[—00, 5] = —o0,

sup(—00,5) =5, inf(—o00,5) = —o0,
sup{—00,5,7} = 7, inf{—00,5,7} = —o0,
X={-1/n:n=1,2,...}ise, supX =0, inf X = —1.
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Aligtirmalar
13.2. A(z) = {z" : n € N} olsun. sup A(z) ve inf A(z)’i bulun.
13.3. A(z) = {z" : —n € N} olsun. sup A(z) ve inf A(z)’i bulun.
13.4. A(z) = {z" : n € Z} olsun. sup A(x) ve inf A(x)’i bulun.
Eger ) # X C Y ise, supX < supY ve inf X > infY olur elbette, yani
sup artan, inf ise azalan bir fonksiyondur.

Y

—oo /_‘X'_\ R
L[] > 0

inf Y infX sup X supY

Limit. Terimleri R kiimesinden olan dizilerin limitlerinden de s6z edebiliriz.
Aciklayalim: (z,,),, terimleri R kiimesinde olan bir dizi olsun ve

I={n:z, eR},
I ={n:z, = o0},
I o ={n:z, =—00}

tammlarim yapalim. (y,)n = (2n)ner olsun, yani (yn)n, (Tn)ner dizisinden
—o0 ve oo’lar1 gikardigimizda kalan altdizi olsun.

e Eger I, ve I_, kiimelerinden ikisi birden sonsuzsa, o zaman -tanim
geregi- (x,)n dizisinin limiti yoktur.

e Eger I ve I_o kiimelerinin ikisi birden sonluysa, o zaman (), dizisi-
nin limitinin olup olmadigina ve varsa limitin ne olduguna (y,,), dizisine bakip
karar verelim:

lim z, = lim y,.
n—oo n—oo
(Sonug oo ya da —oo da gikabilir.)

e Eger I, sonsuz, I_,, sonluysa, o zaman diziden oo ve —oo’lar1 atalim,
geriye kalan dizi sonluysa ya da co’a raksiyorsa, o zaman (), dizisinin limi-
tinin co oldugunu séyleyelim:

lim z, = cc.
n—oo

e Eger I, sonsuz, I sonluysa, o zaman diziden co ve —oo’lar1 atalim,
geriye kalan dizi sonluysa ya da —oo’a wraksiyorsa, o zaman (z,,), dizisinin
limitinin —oo oldugunu soyleyelim:

lim z, = —c.
n—oo

Bu limit kavrami bir 6nceki bolimde R iizerine tanimlanan dort islemle uyum-
ludur, yani Teorem 12.16 R icin de gegerlidir.
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Terimleri R’de olan ve artan bir (x,), dizisinin limiti dizinin en kiigiik
Ustsiniridir elbette:
lim x, = sup{z, :n € N}.
n—oo

Limsup ve Liminf. (z,),, terimleri R kiimesinden olan bir dizi olsun.
Bizi asil ilgilendiren, dizinin gercel say1 dizisi oldugu durumdur ama gimdilik
bu genellikte almanin bir mahsuru yok. Gene de okur siirekli olarak (x,)n
dizisinin gergel say1 dizisi oldugu durumu irdelemesinde yarar vardir.

{zn :n € N},
kiimesi R kiimesinin de bir altkiimesidir. Dolayisiyla her n € N icin,
Xn ={zm:m>n}

kiimesinin R kiimesinde en biiyiik altsinir1 vardir: inf X,,. (Eger dizinin terim-
leri gergel sayilar olsaydi, o zaman inf X,,, RU {—oco0} kiimesinin bir elemani
olurdu.)

(xn)n dizisinin belki ilk birkac¢ terimi diginda tim terimleri inf X,,’den
biiyiikesittir; nitekim her m > n igin,

inf X,, <z,

olur. Sekil agagida:

Her m > n igin x,, burada

Her n igin X,, O X,,11 oldugundan, (inf X,,), artan bir dizidir.
inf X, irif X, R
. / LI T ||H“ ‘o‘o
[

Benzer gekilde X,, kiimesinin en kiigiik tstsinir1 vardir: sup X,,. (Eger di-
zinin terimleri gergel sayilar olsaydi, o zaman sup X,, RU{oco} kiimesinin bir
elemani olurdu.)

(zn)n dizisinin belki ilk birkag terimi diginda tiim terimleri sup X, ’den
kiiclikesittir; nitekim her m > n icin,

sup X,, > xm

olur.
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sup X, R

> o
—oo oo

Her m > n igin x,, burada

Ayrica, (sup X,), azalan bir dizidir.

sup X3 sup X, R
he HE "

sup X, sup X

Alstirma 13.5. (z,)» bir gercel say1 dizisi olsun. Eger belli bir n i¢in sup X, = oo ise her
n icin sup X,, = oo olmasi gerektigini kanitlayin. Eger belli bir n icin inf X,, = —oo ise her
n igin inf X,, = —oo olmasi gerektigini kanitlayn.

Sonug olarak, belki dizinin bagindaki sonlu sayidaki terim disinda, (),
dizisi inf X, ile sup X,, arasina sikigmigtir: Her m > n igin,

inf X, <z, <supX,

olur.

inf X, sup X, R U {—oo, o}
— ’

® e
—oo \—T——/ oo

Her m > n igin x,, bu aralikta

Yani dizinin kuyrugu, her n icin, R kiimesinin
[inf X, sup X,,]

kapali araligindadir. n biiyiidiikce bu araliklar kiigiiliir ve dizinin “6ztiniin” (ya-
ni kuyrugunun, yani bizi ilgilendiren kisminin) ne kadar kiigiik bir araliga si-
gigtigini gorebiliriz.

inf X, sup X,
inf Mp X, R U {—oo, oo}

L k — >
- g >
—00 o
,

n>n

inf X,, € R oldugundan, (inf X,),, dizisinin R kiimesinde en kiigiik iistsinir1
vardir. (x,), dizisinin altlimiti,

sup{inf X, : n > 0}

olarak tanimlanir ve
lim x,, ya da liminf z,
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olarak gosterilir. Demek ki

liminf z,, = sup{inf{z,, : m >n}:n >0} = nli_)rrolo{inf{xm :m>n}:n>0}
Su yazilimlarin da kullanildig: olur:

liminf x, = lim inf X,, = lim inf z,, = lim inf z,, =sup inf x,,
n—00 n—o00 m>n n—o00 m>n n>0m>n

Elbette her n icin, inf X,, < liminf z,, olmal.

liminf x,, = sup inf X,

inf X, inf X,
v/

R

L +HH""- >0

—o bl \ N 0o
inf X, inf X5 inf _ x

(zn)n dizisinin dstlimiti de benzer gekilde tanimlanir:

limsupz, = lim sup X,, = lim sup x,, = lim sup z,, = inf sup z,,.
n—00 N—00 y>n n—00 m>n n>0m>n

Elbette her n i¢in sup X,, > liminf x,, olmali.

limsup x,, = inf sup X,

sup X5 sup X

oy R
oo f*\ oo

sup X, sup X2 sup X1

Dikkat: Dizi gercel say: dizisi olsa da, limsup 2, ve limsupz,, R kiimesinin herhangi bir
elemani olabilir, yani herhangi bir gercel say1 olabilecegi gibi, co ya da —oco olabilir.

Kimi zaman liminf z,, ve limsup z,, ifadelerindeki n yaniltici olabilir, olmasin! Bu ifa-
delerde aslinda n yoktur! Yani bu ifadeler n’den bagimsizdir, aynen lim,, o T, ve U, A,
ifadelerinin n’den bagimsiz oldugu gibi... Ornegin liminf z, = liminf Z,,.

Ornekler

13.6. limsupn = liminfn = oco.
13.7. limsup (—1)"n = oo, liminf (—1)"n = —oo.
13.8. limsup 1/n =liminf1/n = 0.
13.9. Eger n ciftse x,, = n, tekse x, = 0 olsun. O zaman lim sup z,, = oo, liminf z,, = 0 olur.
13.10. n
T eger n =0 mod 3 ise
Tn=9 1-1/n egern=1 mod 3 ise
241/n egern=2 mod 3 ise
olsun. O zaman limsup z,, = 2, liminf z,, = 0 olur. Dizinin 0’a, 1’e ve 2’ye yakinsayan
altdizileri vardir.
13.11. p,, n’inci asal say1 olsun. lim inf(p,1+1—pn) = 2 esitligi matematikte ikiz asallar sanse
olarak bilinir ve matematigin bugiine kadar kanitlanmamig en 6nemli ve en iinli 6ner-
melerinden biridir.
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Alstirma 13.12. Terimleri verilmis su dizilerin lim sup ve lim inf’ini bulun: (—1)" + 1/n,
23T 203 SR S 8 (3] (2124 /),

liminf ve lim sup’lin 6nemini daha iyi kavramak icin kolaydan zora dogru
giden birkag sonug kanitlayalim.

(2n)n ve (yn)n iki dizi olsun. Dizinin terimleri R ya da R kiimelerinden
olabilir, elde edecegimiz sonuclar degigsmeyecek. Boyle yazilan diziler i¢in de
X, ve Y, kiimeleri yukarda verilen anlama gelecekler, 6rnegin,

Yo ={ym : m > n}
olacak.
Onsav 13.1. liminf z,, < lim Sup Tn,.
inf X, sup X,

inf Mp X, R U {—oo, oo}

| B—

oo o
liminfx,  limsup x,,

m > n durumu

Kanit: Her m > n igin,
inf X, <inf X,,, <supX,, <supX,
oldugundan, her m > n igin,
inf X,,, <sup X,

olur. Eger n’yi sabitleyip her iki tarafin da m’ye gore limitini (ya da en kiiciik
stsinirini) alirsak
liminf z,, < sup X,

buluruz. Sol taraftaki ifade m’den bagimsizdir. Simdi her iki tarafin da n’ye
gore limitini (ya da en biiytk altsinirini) alalim.

liminf 2, < limsup x,,
buluruz ki bu da aynen lim inf z,, < lim sup x,, anlamina gelir. O
Bu 6nsavdan dolay1,
liminf z,, = oo ise limsup x,, = ¢

ve
limsup z, = —oc0 ise liminfx,, = —co

onermeleri dogrudur.
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Onsav 13.2. Ejer (zn)n ve (Yn)n ki diziyse, o zaman
limsup (zy, + yn) < limsup x,, + limsup y,

ve
liminf (z,, + y,,) > liminf z,, + lim inf y,

olur.
Kanit: Birinci egitsizligi kanitlamakla yetinelim. Elbette, her n igin,
sup {&m + Ym : m > n} <sup{x, : m > n} +sup{zy, :m>n}.
Simdi her iki tarafin da limitini alirsak, istedigimiz kanitlanmig olur. U
Yukardaki esitsizlik esitlige cevrilemez:
B = (1) ve g = (1))
olsun. O zaman z, + vy, = 0 ve
lim sup (,, + yn) = 0,

limsupz, =1
limsupy, =1

olur.

Alstirma 13.13. —liminf z,, = limsup (—x,,) esitligini kanitlayin.

Onsav 13.3. liminf z,, = oo ancak ve ancak lim,,_.s T, = 00 ve limsup z,, =
—o0 ancak ve ancak lim,_ o T, = —0C.

Kanit: Birincisini kanitlamak yeterli, digeri birincisine ¢ok benzer. Once
liminf z,, = oo
varsayimini yapalim. Tanima gore,

sup inf z, = oo.
N>0 n>N

A herhangi bir gercel say1 olsun. Demek ki belli bir N igin,

A < inf xp;
n>N
yani her n > N igin, A < z, ve lim,_,c0 T = 00.

Simdi de lim,_, o &, = 0o varsayimini yapalim. inf,~ 5 x, sayilarinin her
say1ly1 agtiklarim gostermek gerekiyor; yani A hangi gercel say1 olursa olsun,
belli bir N i¢in inf,sy 2z, > A esitsizligini, yani her n > N i¢in =z, > A
esitsizligini gbstermeliyiz, ki bu da lim, .. 2, = oo varsayiminin dogrudan
sonucu. [l
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Onsav 13.4. i. Eger liminf z,, #+ 00 ise, € > 0 hangi gercel sayn olursa olsun,
dizinin sadece sonlu sayrda terimi liminf z,, — € saysindan kiciktir.

ii. Eger liminfx, # —oo ise, dizinin sonsuz sayida terimi liminfx, + €
saysindan kuctktir.

iii. Eger liminf z,, = oo ise, r hangi gercel sayr olursa olsun, dizinin sadece
sonlu sayrda terimi r’den kiictuktir.

sonsuz sayida # gostergeci igin x, < b

sonlu sayida # gostergeci iin x, < a

a < liminf x, < b ise

Kanit: i. Eger liminf z,, = —o0 ise, tamim geregi,
liminf 2, — € = —0c0
oldugundan, 6nsav bariz. Bundan bdoyle
{=Iliminfx, € R

olsun.
{—e< {=sup inf z,,
n>0m>N

oldugundan, ¢ — € sayis1 {inf,,~ N @, : n > 0} kiimesinin bir istsinir1 olamaz.
Demek ki,

{—e< inf x
m>N m

esitsizligini saglayan bir N vardir, yani, her n > N igin, £ — € < x, esitsizligi
gecerlidir. Dolayisiyla ¢ — € sayisindan kiiciik en fazla N + 1 tane x, terimi
olabilir.
ii. Eger liminf x,, = oo ise, liminf x, + ¢ = 0o olacagindan, 6nerme bariz.
Bundan boyle
{=liminfz, € R

olsun. Dizinin sadece sonlu sayida teriminin
{+e
sayisindan kii¢iik oldugunu varsayalim. Demek ki oyle bir n var ki her m > n
icin,
T > L+ €.
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Dolayisiyla,
inf X;, > {+¢€>{=supinf X,

ve bu bir celigkidir.
iii. Bu aynen Onsav 13.3. O

Agagidaki 6nsav da benzer gekilde kanitlanabilir.

Onsav 13.5. i. Eger limsup z, # —o0 ise, € > 0 hangi gercel say olursa
olsun, dizinin sadece sonlu sagrda terimi limsup x,, + € sayrsandan biyuktir.
ii. Eder limsup z, # oo ise, dizinin sonsuz sayida terimi limsup x, — € sayi-
sindan biliyuktir.

iii. Eger limsup x, = —o0 ise, v hangi gercel sayr olursa olsun, dizinin sadece
sonlu sayrda terimi r’den biiyuktir. O

.. Sl
sonsuz sayida # gostergeci icin ¢ < x,

c d

limsup x,,
sonlu sayida 7 gostergeci igin d < x,

¢ < limsup x, < d ise
Yukardaki iki 6nsava gore, her
a < liminf z, < limsupz, < d
icin, sonlu sayida terim diginda, dizinin tiim terimleri (a, d) araligindadir. Yani,
[lim inf 2,,, lim sup z,, |

kapali araligini igeren her (a,d) agik araligl dizinin hemen hemen tiim terim-
lerini igerir. Ayrica
[lim inf z,,, lim sup z,, |

kapali aralig1 bu 6zelligi saglayan en kiiciik kapali araliktir. (Okura aligtirma.)
Bir sonraki onsavin sekli agagidas:

o
liminf Mup x,

(x,), dizisinin altdizilerinin limitleri

Sekil sunu anlatmak istiyor: limsup &, (2,), dizisinin yakinsak altdizilerinin
R’de en biiyiigidiir (sonsuzlar dahil olmak tizere) ve lim sup z,, en kiigigiidiir.
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Onsav 13.6. i. (zn)n dizisinin liminf x, 'ye ve lim sup z,, 'ye yakinsayan alt-
dizileri vardar.
ii. Ayrica eger (Yn)n, (Tn)n dizisinin yakinsak bir altdizisiyse

liminf x, < lim vy, <limsupz,
n—oo

olur. Yani liminf x,, ve limsup z,, (x,), dizisinin yakinsak altdizilerinin li-
mitlerinin siraswyla en kiictigu ve en biytgidir.

Kanit: i. (x,), dizisinin limsup z,’ye yakinsayan bir altdizisi oldugunu ka-
nitlayalim.

Eger limsup &, = —oo ise, Onsav 13.1’den, liminf 2, = —oco bulunur ve
istedigimiz, Onsav 13.3’ten cikar.

Simdi lim sup z,, = oo varsayimini yapalim. Demek ki her n i¢in (ya da tek
bir n igin), sup X,, = oo. Oyle bir artan (ng )i gostergeg dizisi bulacagiz ki, her
k > 0 igin,

Top >k

olacak ve bu da kanit1 tamamlayacak. sup Xg = co oldugundan, dizinin pozitif
terimleri olmali. ng gostergeci x,, > 0 olacak bigimde secilsin. Istedigimiz
kogullar: saglayan,

no<ng <ng <...<nNg-1

sonlu bir gostergegler dizisinin secildigini varsayalim. Bir sonraki n; goster-
gecini segecegiz. sup Xo = oo oldugundan, {n : z, > k} sonsuz bir kiimedir,
dolayisiyla ng_q1’den biiyiik bir elemani vardir. ng bu tiir elemanlardan biri
olsun, 6rnegin en kicigii.

Simdi de limsup z,, € R varsayimini yapalim.

{ =limsup z,

olsun. Oyle bir artan (nk)r gostergeg dizisi bulacagiz ki, her k£ > 0 igin,

1
olacak ve bu da kamti tamamlayacak. ng = 0 olsun. Istedigimiz kosullari
saglayan,

no<ng<ng <...<MnNk_-q
sonlu bir gostergegler dizisinin secildigini varsayalim. Bir sonraki gostergeg
olan ny’y1 segecegiz. Onsav 13.5.i'e gore, £+ i’den biiyiik sadece sonlu sayida

z,, terimi var. Ote yandan, Onsav 13.4.ii’ye gore, dizinin sonsuz sayida terimi
f— ﬁ sayisindan biytktiir. Demek ki dyle bir n; > ni_1 gostergeci vardir ki,

1 1
g—ﬂ<$nk<€+ﬁ

olur. Bu da istedigimizi kanitlar.
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(zpn)n dizisinin liminf 2, ’ye yakinsayan bir altdizisi oldugu benzer sekilde
kanitlanir.
ii. (Yn)n, (Tn)n dizisinin yakinsak bir altdizisi olsun.

{= lim y,

n—oo

olsun. ¢ < limsup x,, esitsizligini gosterelim. Eger limsup x, = oo ya da ¢ =
—o0 ise sorun yok. Eger limsup z,, = —oo ise, Onsav 13.3’ten dolay1, ¢ de —co
olmak zorunda ve gene sorun yok. Eger ¢ = oo ise, X,, kiimesi hicbir n i¢in
sinirli olamaz ve lim sup x,, = oo olur. Bundan boyle lim sup z,, ve £ birer gercel
say1 olsunlar. Bir geligki elde etmek i¢in lim sup x,, < £ esitsizligini varsayalim.
€ >0,

limsupzx, < —¢

esitsizligini saglayan herhangi bir say1 olsun. Varsayimdan dolayi, sonsuz sa-
yida n sayisi igin

Tn € (L—€,L+€)
olur. Demek ki, sonsuz sayida n igin,
limsupx, <{—¢e<x,
olur. Ama bundan da her n igin,
{—e<sup X,

cikar, yani

f— e < limsup x,,
bir geligki. O

Bir sonraki teorem Onemli.

Teorem 13.7. (x,), dizisinin bir gercel sayiya yakinsamast ya da +00 ’a wrak-
samast icin gerek ve yeter kosul,

liminf z, = limsup x,,
esitligidir ve bu durumda,
lim z, = limsup z,
n—oo

olur.
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Kanit: Onsav 13.6'mn bir sonucudur. Ama bu sonucu bir de tammlardan
hareketle kanitlayalim.
limy, 00 n = £ olsun. Demek ki € > 0 ne olursa olsun, oyle bir N var ki
her n > N igin,
b—e<xp<fl+e

Demek ki
sup X, <f+eve inf X,, > {—e.

Dolayisiyla
{—e<inf X, <liminfz, <limsupz, <supX, </{+e¢,

yani
{—¢e<liminfz, <limsupz, <{+e€.
Bu her € > 0 i¢in gegerli oldugundan, lim inf z,, = lim sup x,, bulunur.

Simdi lim inf x,, = lim sup z,, = £ esitligini varsayalim.

lim z, =¢
n—oo

olmasin. Demek ki 6yle bir € > 0 var ki, sonsuz sayida n icin,

|Tn — €] > €
yani ya sonsuz sayida n icin

Ty >l +e€
ya da sonsuz sayida n icin

Tn <l —e

(ikisi birden de sonsuz defa gergeklegebilir.) Birinci durumda
limsupz, > £€+¢e> ¢,

ikinci durumda
liminfx, <f—e< /¥

bulunur. Her ikisi de bir geligki. O

Onsav 13.8. (Zn)n ve (Yn)n tki pozitif dizi olsun ve ikincisi ya yakinsak olsun
ya da sonsuza wraksasin. O zaman,

lim sup ,y, = limsupz, - lim y,
n—oo

esitligi gecerli olur.
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Kanit: (<) esitsizligini kanitlamak kolay:

lim sup 2, y, = lim (sup xmym> < lim <sup Ty + SUP ym>
n—oo

m>n n—=00 \m>n m>n

= lim <sup xm> - lim (sup ym> = limsup z,, - lim sup y,.

Ayni egitsizligi g6yle de kamtlayabiliriz: limsupx, = x ve lim,—oyn = ¥
olsun. z ya da y’nin sonsuz oldugu durumlar oldukca kolay, kendimizi = ve
y’nin sonlu oldugu durumla kisitlayalim. Herhangi bir € > 0 alalim. Demek ki
yeterince biiyiik n’ler igin,

O<zp<z4+evel<y,<y+e
olur. Dolayisiyla,
0<Zpyn < (@+e)(y+e)=zy+e(r+y+e)

olur. Ama € sayisini istedigimiz kadar kiigiik secebilecegimizden, bu hesaptan,
(ZnYn)n dizisinin altdizilerinin en biiyiik limitinin xy oldugu gikar. (Bunun
dogrulugundan emin olun.) Demek ki,

limsup x,yn < 2y
esitligi gecgerlidir.
Demek ki & ya da y sayilarindan biri 0’a esitse istedigimiz esitsizligi elde
ederiz. Bundan boyle z > 0 ve y > 0 egitsizliklerini varsayalim.

Simdi € > 0 sayisi, 0 < & — € ve 0 < y — € egitsizliklerini saglayacak kadar
kiiciik secilsin. x’in tanimindan dolay1

T—€e<ap
esitsizliginin saglandig1 sonsuz sayida n vardir (Onsav 13.4.1). Ama
Yy—€<UYn
esitsizligi bir zaman sonra hep saglandigindan,
T—e<xTpvey—e€<yYy
esitsizliklerinin ikisi birden sonsuz sayida n gostergeci icin saglanir. Dolayisiyla,
(z —€)(y —€) < Tnyn,

yani
Y < TnYn + €(x +y —€)
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esitsizligi sonsuz sayida n icin saglanir. Demek ki,
zy < limsup 2,yn

olur. (Neden?) Onsavimz kanitlanmigtir. O

Ornekler
13.14. Eger (sn)n pozitif bir seriyse, asagqidaki egitsizlikleri gosterin:

T+t T T+ ta
n

liminf z,, < liminf < limsup " < limsup zn.
n

Kanit: Ortadaki esitsizlik bariz. Sonuncu esitsizligi gostermekle yetinelim. N < M < n
olsun.

TNt + -+ xn < (n— N)max{zni1,...,Zn} < (n— N) sup 2x < n sup zx
k>N k>N

oldugundan

T1+ -+ Tn CE1+"'+1‘N+$N+1+“'+wn

n n n
<$1+"'+ZL'N+$N+1+"'+$TL
- M n
1+ -+ an
< = 7
< Vi +:l>lgxk
olur. Demek ki,
Ti+ " +Tp _ T1+--F+ TN
sup < + sup xx
n>N n M k>N

olur. Simdi N’yi sabitleyip M’yi sonsuza gotiirsek, bu esitsizlikten

sup — < sup Tk
n>N n k>N

esitsizligini ve bu son egitsizlikte N’yi de sonsuza gotiiriirsek istedigimizi elde ederiz. (]
13.15. Eger (xn)n pozitif bir diziyse,

Tn41 Tn+1

<liminf ¥z, <limsup ¥z, <limsup ——
T

n n

lim inf

olur.
Kanmit: Ortanca egitsizlik bariz. Birinciyle {i¢lincii benzer. Ugiinciiyii kanitlayalim.
Tn41

a = limsup ¥z, ve b =limsup -
n

olsun. a < b egitsizligini kanitlayacagiz. Bunun ic¢in her ¢ > b icin a < c¢ egitsizligini
kanitlamamiz yeterli. Boyle bir ¢ alalim. Demek ki 6yle bir N vardir ki, her n > N igin

Tn+1
ol <e
Tn
ve x x x T
N+1 TN+2 —-N N
T = TN + +2 . n SxNCn _ Ncn
TN TN+1 Tn—1 X

olur. Eger d = ;—% tanimim yaparsak, x, < dc" ve xi/ ™ < dY/"¢ elde ederiz. Demek ki
limsupzl/™ < limsupd/"c =limd"/"c = ¢

olur. O



