12. Sonsuza Iraksayan Diziler
ve Sonsuzlar

12.1 Sonsuza Iraksayan Diziler 11

Her terimi
1 1 1
mn:I+§+"'+ﬁ
olan dizinin siirekli artan bir dizi oldugu belli, ¢linkii ne de olsa bir sonraki
terim bir 6nceki terime pozitif bir say1 eklenerek elde ediliyor. Benzer sekilde,

her terimi

1 1 1
olan dizi de stirekli artar. Ancak bu iki dizi arasinda 6nemli bir fark vardir,
ikinci dizi tstten sinirhdir, ¢linkii her n igin, y, < 2 esitsizligi saglanir (Bkz.
Boliim 7), oysa birinci dizi iistten sinirli degildir, yani her sayiy1 bir zaman
sonra agar; nitekim, Altbolim 7.2’de, her n dogal sayisi icin, zon > 1 + n/2
esitsizligini kanitladik; dolayisiyla dizinin bir limiti olamaz. Bu tiir dizilerin

sonsuza 1raksadigr soylenir. Matematiksel tanim goyle:

Tanim. (z,,), bir dizi olsun. Hangi A sayisi verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

Ty > A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (x,), dizisinin sonsuza
(o0’a) raksadigl ya da sadece 1raksadigi soylenir ve bu,

lim z,, = o0

n—oo
olarak yazlir.
%23 A XN+1
X0 X100 *66 X5 T

Eger n > N ise, x, burada

Bir dizinin sonsuza gitmesi icin, A hangi sayi olursa olsun,
belli bir gostergecten sonra dizinin terimleri A’y gecmeli.
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Demek ki boliimiin baginda verdigimiz 6rnekte,

. (1 1 1)
lim | -+5+-+ -] =00
n

n—oo \ 1 2
“egitligi” s6zkonusu. Benzer bicimde,
0,1,2,3,4,5,6,...
dizisi de sonsuza iraksar elbet. Ancak,
0,1,1,1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,1,...

dizisi sonsuza 1raksamaz, cunki her iki terimin arasina konmus olan koyu

) Y
puntolu 1’ler dizinin sonsuza gitmesini engeller; dizi hicbir zaman, 6rnegin
2’yi hep asmaz.

Dikkat: Burada “sonsuz” diye bir kavrami tanimlamadik, sadece bir “dizinin
sonsuza gitmesi’nin ne demek oldugunu soyledik, yani “dizi-sonsuza-gidiyor”
kavramini tanimladik. Tanimimiza gére, “sonsuza gitmek” demek, dizinin her
A sayisim belli bir N gostergecinden sonra hep (yani her n > N igin; sadece
bazi n’ler igin degil) agmasi demektir.

“limy 00 , = 007 ifadesinde aslinda bir egitlikten sézedilmemektedir, ¢iin-
ki oo diye 6zel bir matematiksel nesne tanimlanmamigtir. Ama lafin gelisi ve
aligkanliklardan dolay1
b

“lim x, = 00
n—oo

esitliginden bahsedecegiz. Bir sonraki boliimde oo diye bir nesneyi yapay (hem
de ¢ok yapay, alabildigine yapay, daha yapay1 olamaz) bir bi¢imde var ettigi-
mizde, o zaman

b

“lim x, = 00
n—oo

ifadesinden bir egitlikmis gibi sozetmeye biraz daha fazla hak kazanacagiz.

Bu oo simgesi bir say1 olmamasina kargin o kadar bir sayiymig gibi algi-
lanir ki, bazen “sonsuza iraksar” yerine “sonsuza yakinsar” dendigi bile olur;
gorlirseniz sagirmayin.

Tanimin Tartigmasi. Bir (z,), dizisinin sonsuza iraksadigini kanitlamak
icin, 6nce herhangi bir A sayisi secilir ve ardindan,

Ty > A

esitsizliginin saglanmasi icin n gostergecinin ne kadar biiytik, yani esitsizligin
saglanmasi i¢cin n’nin hangi N sayisindan daha biiyiik olmasi gerektigi aragtiri-
lir. Bulunan N sayis1 (aslinda gostergeci) elbette A’ya gore degisir; A ne kadar
biiytlikse, N gostergeci de o kadar biiyiik olmalidir. Bu yiizden N yerine, N’ nin
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A’ya gore degistigini gostermek amaciyla N4 yazilabilir. Ama dikkat, bu ya-
zilim, A verildiginde igimizi goren tek bir N vardir anlamina gelmez. Nitekim,
eger A sayis1 N gostergecinden sonra agiliyorsa, ayni say1 elbette N’den biiyiik
herhangi bir N’ gostergecinden sonra da agilir. Yani verilmis bir A i¢in isimizi
goren sonsuz sayida N gostergeci vardir. Amagc, igimizi goren bu N’lerin en
kiigigiinti bulmak degildir, kesinlikle degildir. (Bu en kiigiik N gostergecinden
sadece bir tane vardir ama kimsenin umurunda degildir kendileri ve boyle bir
ugrasa girmek genellikle cok zahmetli ve zahmetli oldugu kadar da gereksiz
bir igtir.)

Eger bir A igin, istedigimiz egitsizlikleri gerceklestiren bir N gostergeci
bulmusgsak, ayni1 gostergeci elbette A’dan kiigiik sayilar i¢in de kullanabiliriz;
dolayisiyla marifet kiiglik bir A sayisi igin ilgili N’yi bulmak degil, biiyiik A’lar
icin ilgili N’yi bulmaktir. Ornegin eger 8000°den biiyiik her A icin istedigimizi
saglayan bir N bulabilirsek, bu, her A icin bir NV bulabiliriz demektir.

Sonsuza 1raksamanin dizinin kendisiyle degil, kuyruguyla ilgili bir o6zel-
lik oldugunu anlamigsinizdir, yani sonsuza iraksayan bir dizinin terimlerinin
arasina sonlu sayida terim sikigtirirsaniz ya da diziden sonlu sayida terim silse-
niz, elde ettiginiz dizi gene sonsuza iraksar. Geriye sonsuz sayida terim kalacak
sekilde terim silsek de sonsuza iraksaklik degigmez.

Artan bir dizinin sonsuza iraksadigim gostermek icin, her A sayisi icin
xny > A egitsizligini saglayan tek bir N gostergeci bulmak yeterlidir, ¢linkii o
zaman, eger n > N ise, x, > xy > A esitsizlikleri de saglanir.

Azalan diziler sonsuza gidemezler, ama arada bir azalan diziler sonsuza
gidebilirler; 6rnegin.

1,0,2,1,3,2,4,3,5,4,6,5,....,.n,n—1,...
dizisi azalan bir dizidir ama sonsuza iraksar.

Teorem 12.1. Artan bir dizi ya yakinsaktir ya da sonsuza wraksar.

Kanit: Dizi sinirhiysa, o zaman limitinin oldugunu biliyoruz (Teorem 7.1).
Eger dizi sinirsizsa, o zaman verilmis herhangi bir A sayisini belli bir N goster-
gecinden sonra agar. Ama dizi artan oldugundan, o gostergecten sonra dizi A
sayisini stirekli agar. O

Alistirmalar

12.1. Sonsuza raksayan bir dizinin bir zaman sonra pozitif olmasi gerektigini kanitlayin.
12.2. Sonsuza iraksayan bir dizinin alttan sinirhi oldugunu kanitlayin.

12.3. limp 00 Tn, = 00 ise limyp o0 |Tn| = 00 oldugunu kanitlayin. Tersi dogru mudur?
12.4. Sonsuza raksayan bir dizinin artan bir altdizisi oldugunu kanitlayn.

12.5. Sonsuza iraksayan bir dizinin her altdizisinin de sonsuza iraksadigini kanitlayin.

12.6. limnﬁoo(n2 —n) = oo esitligini kanitlayn.
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12.7. limy oo % = oo egitligini kanitlayin.

12.8. limp oo 5722 = o0 esitligini kanttlaym.

12.9. Sonsuza raksayan iki dizinin toplaminin da sonsuza iraksadigimi kanitlayn.
12.10. Sonsuza iraksayan iki dizinin carpiminin da sonsuza iraksadigini kanitlayn.
12.11. limy 00 T, = 00 ise ve r > 0 ise, lim,, o0 72X, = 00 egitligini kanitlayin.
12.12. p(X) = ax X*+- - -+ a1 X +ao bir polinom ve k > 0 olsun. ax > 0 olsun. lim,_ o p(n) =
oo esitligini kanitlayin.
Bir 6nceki sayfada, “Bir (z,), dizisinin sonsuza raksadigini kanitlamak
icin, 6nce herhangi bir A sayisi secilir ve ardindan,

Ty > A

esitsizliginin saglanmasi icin n’nin ne kadar biiyiik, yani hangi N sayisindan
daha biiylik olmasi gerektigi aragtirilir” demigtik. Bu aragtirma su igten ibaret-
tir: Yeterince biiyiikk n gostergegleri icin, x,, teriminden daha kiiciik, ama gene
de n’yi biliyluterek istedigimiz kadar biiyiitebilecegimiz ve gdérintimi x,’den
daha sade bir y, terimi bulmak. Boylece, yeterince biiyiik n’ler igin,

Tn 2 Yn

olur. Simdi z,, > A esitsizligi yerine y, > A egitsizligini elde etmeye galigma-
liy1z. y,’'nin gériinimii x,’den daha sade oldugundan, problemi daha basite
indirgemis oluruz. Eger bu indirgeme sonuca ulagmak icin yeterli degilse, ye-
terince biiyiik n’ler icin,
Yn = Zn
esitsizliginin saglandigi daha basit goriiniimli bir z, ifadesi aranir. Ama dik-
kat, z,’yi 6rnegin hep 5000’den kiicik bir sey secerseniz, bu, hapi yuttugu-
nuzun resmidir, o zaman bu se¢imle x,’nin 5001’den biiyiik oldugunu goste-
remezsiniz! Ornegin z,’yi n ya da v/n gibi bir gey segebilirseniz, o zaman
sorun ¢Ozildii demektir, ne de olsa bunlar bir zaman sonra her A sayisin
gececeklerdir.
Dikkat ettiyseniz yukarda onerdigimiz yontem sunu soyliiyor:
lim z,, = o0
n—oo

esitligini kanitlamak igin, bir zaman sonra
Tn 2 Yn

esitsizliginin saglandigi ve

lim y, = o0
n—oo

esitliginin saglandig1 bir (y, ), dizisi bulmak gerekir. Eger

lim y, = o0
n—oo

esitligini kanitlayamiyorsaniz, ayni yéntem (2, ), yerine (yn)n dizisiyle denenir.
Onerdigimiz bu yontemin dogrulugu bir teoremle saptanabilir.
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Teorem 12.2. Eger lim,_, yn, = 00 ise ve bir zaman sonra (yani yeterince
biiyiik n’ler igin) x, > y, esitsizligi saglanwyorsa, o zaman lim,_,c T, = 00
olur.

Kamit: Rastgele bir A sayisi alalim. N7 sayisi, her n > Ny i¢in y,, > A
olacak bigimde segilsin. (y,), dizisi sonsuza gittiginden boyle bir N; vardir.
Ayrica Ny, her n > Ny icin, z, > y, esitsizligi saglayacak bicimde secilsin.
Varsayimdan dolay1 boyle bir Ny vardir. Nihayet N = max{Ny, Na} olsun.
Simdi her n > N igin, x, > vy, > A olur ve kanit tamamlanir. O

Benzer sonuglar1 ¢ogaltabiliriz ve gogaltacagiz. Ancak dnce sonsuza irak-
sadig1 yukarda sundugumuz orneklerdeki kadar bariz olmayan bir oérnek su-
nalim.

Ornekler

. n3—2n+7 _
12.13. llmnﬁoo 302 ntd .

Kanmit: A verilmig herhangi bir say1 olsun.
n®—2n+7
3n2+n+4

esitsizliginin saglanmasi i¢in N’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz. Soldaki

terimle oynayalim:

> A

nd—on+7 n® —2n

3n24+n+4 Z 3n24+n+4
Sagdaki terim, soldakinden daha sade ama sadece biraz daha sade, yeterince sade degil,
devam edelim. Eger n’yi yeterince biiyiik almay1 goze alirsak, ki goze almaliyiz, paydayi
4n%’ye cikarabiliriz ve o zaman sagdaki terim hem kiiciiliir hem de sadelesir.

30’ +n+4<4n’

olmasi icin, n? > n+4 olmali ve bunun icin de n > 3 yeterli. Demek ki n’yi 3’ten biiyiik
almay1 kabullenirsek,

n® —2n+7 - n® —2n - n’—2n  n®-2
3n2+n+4" 3n2+n+4 4n2 T 4n
elde ederiz. Paydadaki n’yi sadelestirmek icin paydaki 2 yerine n koyabiliriz, ¢linkii n >
3> 2
nd—2n+7 S n® —2n S n® —2n . n?—2 S n?—n _n-—1
3n2+n+4" 3n2+n+4 4n?  dn n 4

Yiizdiik ytizdiik kuyruguna geldik. En sagdaki ifadeyi A’dan biiyilik yapmaliyiz, bu ¢ok
kolay, n’yi 4A + 1’den biiyiik secelim. Artik N’nin ne olmasi gerektigi belli,

N = max{[4A+ 1]+ 1,3}

olsun. O zaman, her n > N igin,

n3—2n+7> n3 —2n >n3—2n_n2—2
3n24+n+4" 3n24+n+4 4n2 4n
2
n°—n n—1 N -1
= > A
> 4n 4 > 4

olur ve kanit tamamlanir. O
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Yukarda verdigimiz kanittan cok daha bagkalar1 ve muhtemelen daha kisalar1 vardir.
Amacimiz sadece yontemi 6rneklendirmekti.
Ayni 6rnegi bir bagka yontemle kanitlamaya caligalim.

n3 —2n+7
3n24+n+4

Kanit: Limiti alinacak ifadenin payim ve paydasim n?’ye bélelim:

limy, 00 = 0.

n3—2n—|—7_n—%+i

n2

3n?+n+4  3+14 47

n sonsuza giderken, sagdaki ifadenin paydasi 3’e yakinsiyor. Paymn n sonsuza giderken
tam ne yaptig1 belli degil, ama ¢ok da belirsiz degil. Paydaki

2 7
n n

ifadesi, sonsuza raksayan n terimiyle, limiti 0 olan —2/n+7/ n? teriminin toplami. Boyle
bir toplamin da sonsuza gitmesini beklemek, imkansiz1 istemek olmasa gerek! Nitekim
birazdan kanitlayacagimiz iizere bu boyledir. Demek ki pay sonsuza iraksar. Payda da
3’e yakinsiyordu. Bu iki bilgiden baglangictaki ifadenin sonsuza iraksadigi ¢ikar. Biitiin
bunlar1 birazdan asagida gorecegiz.

Bu ornek, tahmin edilecegi iizere polinomlarla ilgili genel bir teoremin 6zel bir halidir
(bkz. Teorem 12.10 ve Teorem 12.11).

limy, 0 (R1)*/™
Kanit: Once dizinin artan oldugunu, yani

(n!)l/n < (n+1)'1/(n+1)

= 0.

esitsizligini kanitlayalim. Her iki tarafin da n(n + 1)’inci giiciinii alacak olursak, kanit-
lamak istedigimizin,
()" < (n+ 11"
esitsizligine doniistiigiini goriiriiz. Bu esitsizligi,
n!"nl < n!"(n+1)"
olarak yazip gereken sadelegtirmeyi yaparsak, bu sefer,
n!<(n+1)"

esitsizligini kamitlamamiz gerektigini goriiriiz. Ama her 1 < i < n dogal sayis1 igin,
i < 1+ n oldugundan, bu son egitsizlik elbette dogrudur. Demek ki artan bir dizi
s6zkonusu. Dolayisiyla eger dizinin limiti yoksa, dizi sonsuza gider.

Bir an i¢in dizinin limitinin oldugunu varsayalim ve limite z diyelim ve z, = n!*/" olsun.
Elbette £ > 0 olmak zorunda.

lm z, =z
n— oo

oldugundan,

lim z9, =
n—oo

olur. Simdi x2, terimini agalim:

11/2n 1/2n

ZTon = (2n) =mn+1)(n+2) - (n+n))
=n""(n+1)(n+2)-- (n+n))/*
> pil/2n (/2 _ p1/2,1/2

elde ederiz. Sag taraftaki zL/*n!/? teriminin limiti elbette co’dur (¢tinkii z > 0). Demek

ki sol taraftaki x2, terimi de co’a gider. Bu da istedigimizi kanitlar.
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Simdi sonsuza iraksamayla toplama ve carpma gibi iglemler arasindaki
iligkileri irdeleyelim.

Toplamayla ili§kiler. Ik olarak sonsuza iraksamakla dizilerin toplanmasi
konusuna egilelim.

Onsav 12.3. Sonsuza waksayan bir diziyle alttan swnawrl bir dizinin toplama
sonsuza wraksar.

Kanit: (x,), sonsuza raksayan, (y,), de B tarafindan alttan sinirh bir dizi
olsun. A herhangi bir say1 olsun. Belli bir zaman sonra,

Tn+Yn > A
esitsizliginin gecerli oldugunu kanitlamak istiyoruz. y, > B oldugundan,

dogrudur. Demek ki,
z,+B>A

yani,

T, >A—B

esitsizliginin belli bir zaman sonra gegerlﬂi oldugunu kanitlamak yeterli. Ama
(zn)n sonsuza raksadigindan bu dogru: Oyle bir N vardir ki, her n > N igin,
xn > A — B esitsizligi gegerlidir. O

Sonuc 12.4. Sonsuza wraksayan bir diziyle yakinsak bir dizinin toplame son-
suza waksar.

Kamit: Yakinsak bir dizi sinirli oldugundan istedigimiz sonug Onsav 12.3’ten
gikar. U

Sonug 12.5. Sonsuza wraksayan iki dizinin toplama sonsuza wraksar.

Kanmit: Sonsuza iraksayan bir dizi alttan sinirli oldugundan istedigimiz sonug
Onsav 12.3’ten cikar. O

Carpmayla ili§kiler. Sonsuza 1raksayan bir diziyle terimleri negatif olan
bir diziyi garparsak, sonsuza iraksayan bir dizi elde etmeyiz elbette. Sonsuza
wraksayan bir diziyle terimleri pozitif olan bir diziyi carparsak da her zaman
sonsuza 1raksayan bir dizi elde etmeyiz. Ornegin, sonsuza iraksayan (n)n>0
dizisiyle terimleri pozitif olan (1/n),-0 dizisini carparsak, sonsuza iraksayan
bir dizi degil, sabit 1 dizisini buluruz. Demek ki carpmada toplamadan biraz
daha dikkatli davranmaliyiz.

Bir sonraki onsavi ifade etmek icin bir tamima ihtiyacimiz var. (z), bir

dizi olsun. Eger bir € > 0 i¢in, |xn| > € oluyorsa, o zaman (z,), dizisi igin
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“0’dan uzak duruyor” denir. Limiti 0 olan diziler 0’dan uzak duramazlar.
Ote yandan limiti 0’dan degisik olan ve hicbir zaman 0 olmayan diziler 0’dan
uzak dururlar.

Eger |z,| > € esitsizligi belli bir gostergegten sonra saglaniyorsa, dizinin
zamanla 0’dan uzak durdugu soylenir. Limiti O olan diziler zamanla da
0’dan uzak durmazlar ama limiti olan ve limitin 0’dan degisik oldugu diziler
0’dan uzak dururlar.

Dizinin zamanla 0’dan uzak durmasiyla, dizinin 0’a yakinsayan bir altdi-
zisinin olmamasi ayni geydir.

Biitiin bunlar: okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Onsav 12.6. Sonsuza yakinsayan bir diziyle, zamanla hem pozitif olan ve hem
de 0’dan uzak duran bir dizinin carpvme sonsuza raksar.

Kanit: (y,), zamanla pozitif olan ve 0’dan uzak duran bir dizi olsun; diyelim
bu dediklerimiz N gostergecinden sonra gergeklegsin, yani bir € > 0 ve her
n > N icin,

hem y, > 0 hem de |y,| > €

olsun. Demek ki her n > N igin,
Yn >€>0

olur.

Bir de sonsuza iraksayan bir (z,), dizisi alalim. (z,,), dizisinin terimleri
her sayiy1 bir zaman sonra astigindan, 0’1 da bir zaman sonra asgarlar, yani
pozitif olurlar. Yukardaki N’yi gerekirse daha da biiyiik segerek, her n > N
icin,

T, >0
varsayimini yapabiliriz. Bu hazirliklardan sonra gimdi artik igin oziine inebili-
riz. A, herhangi bir say1 olsun. Belli bir gdstergecten sonra

Tnyn > A

esitsizliginin gecerli oldugunu kanitlamak istiyoruz. Bu gostergeci N’den bii-
yiikesit alacagimiza soz verirsek,

TnlYn > Tnp€

olur. Simdi sagdaki x,e terimini A’dan biytk yapmalyiz, yani x,’yi A/€e’dan
biliytik yapmaliyiz. Ama (), dizisi sonsuza iraksadigindan, bu miimkiindir.
Yukardaki N’yi bir de ayrica, her n > N igin,

xn > Afe

esitsizligi gerceklegecek kadar biiyiik segelim. (I
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Sonucg 12.7. Sonsuza waksayan bir diziyle pozitif bir saywya yakinsayan bir
dizinin ¢carpima sonsuza wraksar.

Kamt: Porzitif bir sayiya yakinsayan bir dizi zamanla hem pozitiftir hem de
0’dan uzak durur. O

Sonug 12.8. Sonsuza wraksayan iki dizinin ¢arpima sonsuza wraksar.

Kanit: Sonsuza iraksayan bir dizi zamanla 1’1 (6rnegin) asar, dolayisiyla za-
manla pozitiftir ve 0’dan uzaktir. Yukardaki onsavi uygulayalim. O

Sonug 12.9. Eger (z,)n sonsuza wraksayan bir diziyse ve v > 0 ise, (rzpn)n
dizist de sonsuza wraksar.

Kanit: Sabit r dizisi, r > 0 oldugundan pozitif ve 0’dan uzaktir. O
Teorem 12.10. k > £ ve prqge > 0 olmak tizere,
p(X) =ppXF + -+ p1 X +po
ve
9(X) = a X'+ +aX +q
iki polinom olsun. O zaman

lim pi(n) =
n—00 q(n)
olur.

Kanita girismeden 6nce biraz diigiinelim. Teoremin dogru olmasinin nedeni,
n cok biiyik oldugunda,

p(n) = penf + -+ pin + po

sayisinin ppnF Slgeginde bir sey olmasidir. Aym sey g(n) icin de gecerli oldu-
gundan, n ¢ok biiyiikken,

p(n) N pent _ Pk_k—s

q(n) Tt p
asag1 yukarihigi gecerlidir. En sagdaki terim de elbette her A sayisimi gectigin-
den teorem dogrudur.

Teorem 12.10°un Kaniti: Gerekirse p ve ¢ polinomlarinin her ikisini de —1’le
carparak p; ve g¢ katsayilarimin pozitif olduklarimi varsayabiliriz. p(n)/q(n)
ifadesinin payimi ve paydasmi n’ye bolelim:

p(n)  pen® + -4 pen’ +pran't + - 4 po

q(n) an’ + qe_an' 1+ -+ qo

pent 4 petpen Tt - pon
@+ qe—n~t + -+ gont '
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Demek ki (p(n)/q(n)), dizisini terimleri
(e~ + - 4 po) + (pean ™ + -+ pon )

ve
1

@+ qe—an~t -+ gont

olan dizilerin carpimi olarak gorebiliriz. Ikinci dizinin pozitif bir say1 olan
1/q¢’ye yakinsadigin biliyoruz. Birinci dizinin sonsuza iraksadigini kanitlarsak,
sonucumuz Sonug 12.7°den ¢ikacak. Birinci dizi, terimleri

nk—é

e ppve poinTt 4+ pon

olan iki bagka dizinin toplami. Terimleri

pen 4+ pont

olan dizinin 0’a gittigini biliyoruz. Terimleri

nkfé

pent

olan dizinin sonsuza iraksadigini kamitlarsak, Sonuc 12.4’ten istedigimize ula-

SIr1Z.

nk—ﬂ 1

+otpentF)
0

et e = 0 (o i

esitliginden ve Sonuc 12.7°den dolay1, lim,_oc n* ¢ = oo ve

(pr +pent 4 -+ pntF) = py

lim
n—oo
esitliklerini kanitlamak yeterli. Ikinci limitin dogru oldugunu biliyoruz. Birin-
ciyi kanitlamali. k£ > ¢ oldugundan,
> n
olur ve Teorem 12.2’den dolay1 birinci limit de dogru. U

Kanitin1 okurlara birakacagimiz ve kaniti yukardaki kanittan pek degisik
olmayan bundan daha genel bir teorem gegerlidir aslinda.

Teorem 12.11. k > £ ve prqge > 0 olmak tizere,

p(X) =peX¥ 4+ p1X + po
ve

g X)=aX" + +aX +q
ki polinom ve lim,_,o x, = o0 olsun. O zaman

lim p(zn)

n—00 q(ajn

= 0

olur.
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Sonucg 12.12. p, derecesi en az 1 olan ve baskatsayist pozitif olan bir polinomsa
ve limy, 00 Ty, = 00 ise limy, 00 p(2y) = 00 olur.

Okur herhalde 0’a yakinsamakla sonsuza iraksamak arasinda yakin bir ilig-
kinin oldugunu diigiiniiyordur. Biraz dikkat etmek koguluyla bu dogrudur.

Teorem 12.13. Eger lim, o0, = 00 ise, lim, o0 1/, = 0 olur. Eger
limy, 00 p, = 0 ise ve (zy,), dizisi zamanla pozitif oluyorsa, lim, o 1/, = 00
olur.

Kanit: Okura birakilmigtir. U

Sonucg 12.14. ¢ > k ve prqgy > 0 olmak tizere,
P(X) =peXF 4+ p1X + po

ve
¢X)=qX' + - +aX +q

ki polinom ve lim, o T, = o0 olsun. O zaman

lim 2 g
n—oo q(xy,)
olur.
Kanit: Teorem 12.11 ve 12.13’ten cikar. ]

Benzer bigimde “eksi sonsuza iraksama”y1 da tanimlayabiliriz:

Tanim. (z,,), bir dizi olsun. Hangi A sayisi verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, < A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (z,,), dizisinin eksi son-
suza (ya da —oo’a) wraksadig soylenir ve bu,

lim z, = —c©
n—oo

olarak yazilir.
Eksi ve art1 sonsuza iraksamak elbette birbirine gok yakin iki kavramdir:

Teorem 12.15. (x,), bir dizi olsun. O zaman,

lm z, = < lim —x, = —occ.
n—oo n—oo

olur.
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Kamt: Soldan saga kanitlayalim. A herhangi bir say1 olsun. lim, o 2, =
oo oldugundan, oyle bir N vardir ki, n > N ise, #, > —A olur. (Sonsuza
gitme’nin taniminda, yani (*) kogulunda A yerine —A alin.) Demek ki n > N

igin —x, < A oluyor, yani lim,—c —x, = —00. Sagdan sola da ayni bicimde
kanitlanir. ]
Alstirmalar

12.16. Eger lim,_,oc n, = 00 ve her n igin z, > 0 ise ve ¢ > 0 kesirli bir sabit sayiysa,

limy, 00 % = 00 oldugunu kanitlayin.
12.17. Eger r > 1 ise ve limy 00 ¢ = 00 ise limy,—, oo 79" = 0o oldugunu kanitlayin.
12.18. 0 < r < 1ise ve limy, 00 gn = 00 ise limy, oo 79" = 0 esitligini kanmitlayin.
12.19. Oyle (zn)n ve (yn)n dizileri bulun ki,
a. her n icin y,, > 1,
b. her n i¢in x, € Q,
c. limy, 00 xn = 00,
d. limp 0o ¥n™ €R
olsun.
12.20. Eger p polinomunun derecesi en az 1 ise ve bagkatsayis1 negatifse, lim,_,o p(n) = —co
esitligini kanitlayin.
12.21. Eger limy 00 Tn = —00 ise, limp 00 1/2, = 0 esitligini kanitlaym.
12.22. C, oo’a raksayan diziler kiimesi, C,, zamanla pozitif ve sifirdan uzak diziler kiimesi
olsun. CooCy = Coo + Coo = Coo esitliklerini kamitlayin.

12.23. x, = (n!)*/" olsun. (z,), dizisinin artan oldugunu ve sonsuza waksadigini kanitlaym.

12.2 Sonsuzlar1 R’ye Eklemek

R Tamsiralamasi. Gercel sayilar kiimesi R’ye yepyeni bir eleman ekleyelim.
oo simgesiyle gosterecegimiz bu yeni elemana “sonsuz” adini verelim. oo, gergel
bir say1 degildir, yepyeni bir seydir, daha dogrusu yepyeni bir simgedir, o kadar
bambagka bir geydir ki bu yeni simgeye “say1” bile denmez. co elemanini R’nin
en sonuna koyalim, yani R’nin bildigimiz siralamasini, RU{co} kiimesine goyle
genigletelim: Her r € R igin,

r < 00
olsun. Boylece R'nin eski siralamasini korumus oluruz ve R U {oco} kiimesi

tamsiralanmis! bir kiime olur. Bu tamsiralamada, oo, her gercel sayidan daha
biiytiktir.

R U {eo} tamsiralamasi

Yani her z,y € RU {oo} icin, yaz <yyaz=yyaday < z.
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X, RU {oco} klimesinin bog olmayan herhangi bir altkiimesi ise o zaman
sup X mutlaka vardir, nitekim eger X C R ve X istten smrliysa o zaman
sup X, R’nin bir elemanidir, 6te yandan oo € X ise ya da X N R istten smirh
degilse, sup X = oo olur.

Tamsiralanmig RU{co} kiimesine —oo diye gosterecegimiz bir bagka eleman
daha ekleyelim ve yukarda tanimlanan R U {oco} kiimesinin tamsiralamasini
RU{ o0, —oo} kiimesine su kuralla genisletelim: —oo, RU{co} kiimesinin biitiin
elemanlarindan daha kiiglik olsun. Boylece RU{co, —oo} kiimesi tamsiralanmig
olur. Bu tamsiralamada —oo en kiiclik eleman, co en biiyiik elemandir.

R U foe, —<o)
—oo [R oo
] > o

R U {eo, —oo} tamsiralamasi
R U {c0, —o0} kiimesini R simgesiyle gosterelim:
R=RU {oo0, —c0}.

R kiimesinde toplama, cikarma, carpma ve bolme gibi temel iglemlerden soz
edecegiz; bir sonraki boliimde de inf, sup ve limit alma gibi iglemlerden.

Temel i§lemler. Toplamayi, ¢cikarmay1 ve garpmay1 soyle tanimlayalim:

+ —oc0 TEIR oo — —o0 VEIR o

—oo | —oco —oo —oo oo oo

se R|— r+s ) se R|—oo| r—s )

oo oo oo oo | = —oo

x |-o |re RO| 0 |re RO o

—oo oo oo —oo —oo

se RO o rs 0 rs —oo
0 0 0 0
se R0 |- I 0 rs o0

oo | —oo —oo oo oo

+ |- [reRO| 0 [re RV | o

—o0 0 0
se RO o rls rls |0
0
se RO [—e 7ls 0 rls oo
oo 0 0 0

x stitunuyla y sirasinin kesigtigi yere x *y igleminin sonucunu yazdik. Carp1
olan yerleri tanimsiz kabul ediyoruz. Goriildiigii gibi R’deki iglemler aynen R
kiimesinde de gegerli.
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Bu iglemler rastgele tanimlanmadilar. Bu iglemler, agagidaki teorem dogru
olsun diye tanimlanmiglardir.

Teorem 12.16. (z,), ve (yn)n ki gercel sayr dizisi olsun.
lim z,, lim y, € R
n—oo n—oo

olsun. Eger x islemi yukardaki +,—, x ve / islemlerinden biriyse ve

(lim xn) * (lim yn>
n—oo n—oo
islems tanimhiysa,
lim (x, * yn) = ( lim xn) * ( lim yn>
n—oo n—oo n—oo
olur.

Kanit: Bu teorem biiyiik 6lciide 6nceki altboliimde kanitlandi. Olasi eksiklik-
ler okura birakilmigtir. (I

Alstirma 12.24. R kiimesinde “kesirli say1yla iis alma” islemini tanimlamak isteseydiniz
nasil tanimlardiniz?



