11. Yakinsak Dizi Ornekleri II

Yakinsaklik konusunu birkag 6rnekle perginleyelim. Orneklerden bazilarim gec-
miste gormiigtiik ama burada degisik yontemler deneyecegiz.

Ornekler

11.1.

Eger a > 0 ise limy, o0 at/m = 1.

Kanit: Eger a = 1 ise kamitlayacak bir sey yok. Bundan bdyle a # 1 olsun.

a > 1 durumunda esitligi kanitlamamiz yeterli, nitekim bu durumda kanitladigimizi
varsayarsak, 0 < a < 1 ise, b = 1/a olsun; o zaman b > 1 olur ve
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elde ederiz.
Bundan bdyle a > 1 esitsizligini varsayalim.
(a'/™),, dizisi azalan bir dizidir, ¢iinkii
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esitsizliginin taraflarinin n(n + 1)’inci kuvvetini alirsak, bu esitsizlikle,

n n+1

a <a

egitsizliginin birbirine denk olduklarini goriiriiz; ama a > 1 oldugundan bu son egitsizlik
dogrudur. (al/")n dizisi ayn1 zamanda pozitif bir dizi oldugundan, dizi yakinsaktir.
Simdi de dizinin limitini bulalim. Dizinin limitine z diyelim. a*/® > 1 oldugundan,
x > Vdir. (a'/?"),, dizisi (a'/™), dizisinin altdizisi oldugundan, (a/?"), dizisi de z’e
yakinsar. Bu zekice gézlemden z’i bulacagz.

2> = (lima 22 _lima/" =z

122 _limg

esitliginden dolayi, 2 = z buluruz. Ama z > 1 oldugundan, buradan = = 1 ¢kar.

. limy oo nt/m =1,

Kanit: Dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu kanitlarsak o zaman dizinin yakinsak
oldugunu da kanitlamig oluruz. Kanitlayalim.

3=

(n+1) T <
esitsizliginin her iki tarafinin da n(n 4 1)’inci giciini alacak olursak, bu esitsizlikle,
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11.3.

11.4.

11.5.
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esitsizliginin denk olduklarimi goriiriiz. Simdi bu son esgitsizligi n™’ye bolecek olursak,

bu son esitsizlikle,
1 n
<1 + f) <n
n

esitsizliginin denk olduklarini gériiriiz. Ama sol taraftaki

)

terim n sonsuza gittiginde (e sayisina) yakinsar, bunu gecen sayimizda gormiistiik, do-
layisiyla bir zaman sonra
1 n
(1 + 7> <n
n

Dizinin yakinsak oldugunu artik biliyoruz. Limite z diyelim. Dizinin terimleri de x,
olsun:

egitsizligi dogru olur.

™ ve lim n'/" =z > 1.
n—o0

1
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Ama (z2n)n, (a:n)n dizisinin bir altdizisi, dolayisiyla bu altdizinin limiti de z olmali. Bu
zekice gozlemi ve Ornek 11.1’i de kullanarak z’i bulacagiz:

x =lim 72, = lim(2n)"/?" = lim(2"/?"n*/?") = lim((v2)*/"(n*/™)*/?)
=1im(v2)"" lim(n*/™)*? = lim(n'/™)"/? = (lim n'/™)"/? = 2/2.

Dolayisiyla 22 = z ve > 1 oldugundan, z = 1 bulunur.

lim, oo (14 5)" = 1.
Kanit: € > 0 olsun. )
1 n
lim (1 + —2> =e.
n— oo n
oldugundan, yeterince biiyiik n igin,
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olur. Ornek 11.1%e gére en sagdaki dizi 1’e yakinsadigindan, istedigimiz sonug Sandvig
Teoremi’'nden cikar (Teorem 5.1).

lim <1 + l) —e.
n— oo n

oldugundan, yeterince biiyiik n icin,

2
limy— 0o (1 + %)" = 0.
Kanit: e — 1 > ¢ > 0 olsun.

2
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o= ()
olur. e — ¢ > 1 oldugundan, en soldaki terim sonsuza gider.
. —1\" 1
Kanit: Asagida. (Okun, yani — iminin anlam belli: n sonsuza giderken dizinin limiti
anlamina geliyor.)
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n
11.6. limp_ e (31;751) —o.

Kanit: Parantezin icindeki ifade 1’den kiigiik olan 3/4’e yakinsar. Eger 3/4 < a < 1
ise, belli bir asamadan sonra,
3n—5\"
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olur ve sag taraf 0’a yakinsadigindan sonu¢ bulunur.

L7, limoe (3252)" =7,

Kanit: n degigkenini degigtirerek (6nce m = 7 + 3n, sonra p = m/3) limiti alinmasi
gereken ifadeyi daha agina oldugumuz bir sekle getirelim:
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(Bkz. Teorem 10.5.) Buradaki ~ igareti “ayn1 limiti var” anlamina gelmektedir.

Alistirmalar

11.8. Asagidaki limitleri hesaplayin:

1/n n n 2n
lim (l> , lim (1 + i) , lim (1 — l) , lim (1 + i) .
n—oo \ N n—o0 2n n— oo n n—»o00 5n

11.9. limy,_ 0o (%ﬂ)n ve lim,, oo (%)n limitlerini hesaplayin.
11.10. (n!/n™), dizisinin bir zaman sonra azaldigim ve 1’den kiiciik oldugunu kanitlaym.
limp 00 n!/n™ = 0 esitligini kanitlayn.
11.11. a1 = V6 ve k > 1 icin,
ak4+1 = \/m

olsun. ag, as ve a4’ yazin. lim, - a, = 3 egitligini kanitlayin. ipucu: Dizi artar ve
6’dan kigtiktiir.

11.12. @ >0, a1 = +/a ve k > 1 igin,
ak+1 = V6 + ag

olsun. (an), dizisinin yakimsak olmasi igin a’nin alabilecegi degerleri bulun.



