10. Euler Sabiti e ve exp
Fonksiyonu

Kitabin bu en uzun béliimiinde matematigin en tinlii ve en yaygin kullanilan
sabitlerinden biri olan e sayisini tanimlayacagiz. Ayrica halk arasinda daha
cok e® olarak bilinen exp fonksiyonunu tamimlayacagiz. Bu bolim sayesinde
okurun diziler konusunda belli bir ustalik kazanacagini da diigiiniiyoruz.

10.1 Euler Sayisinin Tanimi

Teorem 10.1. ((1+ 1/n)"),>0 dizisi 2 ile 3 arasinda bir saywya yakinsar.

Kamt:“ Karmagik hesaplari Altbéliirg 3.2’de yaptik. Simdi meyveleri topla-
yalim: Onsav 3.24’e gore dizi artiyor. Onsav 3.23’e gore dizi alttan 2 ile, tistten
3 ile simirli. Demek ki dizinin 2 ile 3 arasinda bir limiti vardar. O

Ikinci Kanit: Ornek 3.26’da,

1\" 1 n+1
xn—(l—l—n> Veyn—<1+n>

tamimlarint yapip, (z,), dizisinin artan, (y,), dizisinin ise azalan oldugunu
kanitlamigtik. Bundan,

1 n 1 n+1
2—x1<xn—(1+> <<1+> =y, <y =4
n n

gikar. Demek ki (x,), dizisi artan ve tstten 4 tarafindan sinirli; yani 4’ten
kiiglik bir limiti var, diyelim e. Ayni sekilde (yy), dizisinin 2’den biiyiik bir
limiti vardir, diyelim f. Su hesaplardan e = f esitligi gikar:

: : """ 1\" 1
f=limy,=lim(1+ — —lim((14+=) - (1+=
n n n
—lim<1—i—1> -lim<1+1>—e-lim<1+l>—e.
n n n

e < 3 esitsizligi icin, e < y5 = (1 +1/5)% < 3 esitsizligini farketmek yeterli. O
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FEuler sayist ya da Napier sabiti olarak bilinen ve matematigin n’den
sonra herhalde en iinlii ve ilging sabiti olan bu limit, e harfiyle gosterilir. Ik
20 basamagi g0yledir:

e = 2,71828 18284 59045 23536 . . .

e sayisinin kesirli bir say1 olmadigini ilerde kanitlayacagiz. e sayisinin 0 poli-
nomu hari¢ hichir polinomun kokii olmadigi da bilinmektedir.

Bundan bdyle
1 n
e = lim <1 + >
n—oo n

olacak. e’nin bagka tanimlari da vardir; bunlar1 da ilerde gorecegiz.

Her n > 0 igin
1 n 1 n+1
() = (i) =
n n+1

esitsizliklerine de dikkatinizi cekeriz. Bu, Onsav 3.24’ten cikar. Yukardaki
teoremin kanitinda da kullanilmigti.

Ornekler

10.1. n! > (n/e)" egitsizligini kanatlayin.
Kanit: n lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 1 icin esitsizlik yukarda kamitlanan
e > 2 > 1 esitsizliklerinden cikiyor. Simdi esitsizligi n icin kabul edip n + 1 i¢in kanitla-
yalim:

(m+D)l=nl(n+1)> (%)n(n—&—l)

() o> (25)"

egitsizligini, ya da sadelestirerek,

esitsizliginden dolayi,

(n+1)"

n" >

esitsizligini kanitlamanin yettigini goriiriiz. Ama bu esitsizlik, aynen, bildigimiz

e > (1+l)
n

egitsizligine denktir. O
10.2. n! > a(n/e)™ esitsizligi hangi a saylars icin gegerlidir?

Yanit: Esitsizligin n = 1 igin dogru olmasi igin, e > a olmali. Simdi esitsizligin n i¢in

dogru oldugunu varsayip n + 1 icin kanitlamaya caligalim, bakalim a i¢in nasil bir kogul

bulacagiz:

(n+1)!:n!(n+1)za(%)"(nﬂ)

a(2) m+12a (”j 1>n+1

oldugundan, eger
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ise istedigimiz kanitlanir. Bu egitsizlikte a sadelesgtiginden, a iizerine yeni bir kosul elde
etmeyiz. Bakalim egitsizlik dogru mu? Bu esitsizligin, sadelestirmelerden sonra,

(l-l—l) <e
n

esitsizligine esdeger oldugunu gormek zor degil. Ama bu son esitsizligin dogru oldugunu
biliyoruz. Demek ki herhangi bir a < e i¢in sorudaki esitsizlik dogru. |

n! > <n * 1) .
e
Kamt: Bir iistteki érnekte a = e alabilecegimizi gordiik. Oyle yapalim. Demek ki,

n
n! > e(ﬁ>
e

Sadelegtirmeleri yaparsak (n — 1 i¢in) istedigimizi elde ederiz. a
10.4. 300! > 100°°° egitsizligini gdsterin.
Kanit: e < 3 oldugundan, Ornek 10.1’den n! > (n/3)"™ c¢ikar. Bunu n = 300’e uygular-

10.3. Asagrdaki esitsizligi kanstlayin.

sak istedigimizi buluruz. a
10.5. limy, 00 ()™ = oo.
Kamt: Ornek 10.1’den hemen cikar. O

10.6. lim,— o n!/n™ = 0.
Kanit: z, = n!/n" olsun. O zaman, (1 + 1/n)" dizisi artan oldugundan,

Tpt1 _ (n+DE ™ ol o™ n" 1 < 1
T,  (n+Dntlal  (m+Dnal (n+Dn (I+1/n) — 2
olur. Demek ki L
Tn+1 S 5 Tn -
Buradan tiimevarimla,
1
Ttk < ok Tn
cikar. k’y1 sonsuza gotiirerek, istedigimizi kanitlamig oluruz. |

Biraz Tarih. e sayisinin ilk izlerine, logaritmay1 icat eden isvi(;reli matematikci John Na-
pier’nin 1618 tarihli bir kitabinin sonundaki ekteki cetvellerde rastlanir; o cetvelleri de Wil-
liam Oughtred’in hazirladigi saniliyor. Napier’nin kitabinda agik acik e’den bahsedilmemekte,
sadece bazi logaritmalarin e sayisi kullanilarak hesaplandigi anlagilmaktadir.

e’nin matematiksel bir sabit olarak ilk kullanimi 1690-1691 yillar1 arasinda, Leibniz’in
Christian Huygens’e yazdig1 mektuplardadir. Bu mektuplarda sabite e degil b ad1 verilmistir.

Jacob Bernoulli bilesik faizleri cahisirken ((141/n)"), dizisinin farkina varmisgtir. Dizinin
yakinsak oldugunu kanitlamis ve limitini, yani e sayisin1 hesaplamaya c¢aligmigtir.

Euler, e sayisim1 1727’de kullanmaya baglamigtir. e sayisini basimevine ilk sokan da
Euler’dir, 1736’da yayimlanan Mechanica adli eserinde e olarak sozetmistir bu sayidan.
Biiyiik olasilikla “iis” anlamina gelen “exponentiation” s6zciigiiniin ilk harfi olarak e demistir.
Son derece alcakgoniillii olan ve bagkalarinin ¢aligmalarina ¢ok saygili olan Euler’in bu sayiya
kendi adindan dolay1 e demis olmasi pek muhtemel degil.
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(1 4+ 1/n)™ sayilar e sayisina pek o kadar ¢abuk yakinsamaz. Dizinin ilk
k=1,2,3,4,5 terimini ve virgiilden sonraki ilk dogru rakamlar1 gosterelim:

n (1+1/n)"

1 2

74 2,70013967884683 . . .
164 2,71004043793275. ..
4822 2,71800001954235 . . .
16609 2,71820000137902. ..

[\

Gortldiigii gibi dizi e sayisina ¢ok yavag yakinsiyor. Ilerde e’ye daha cabuk
yvakinsayan bir dizi bulacagiz.

10.2  ((1+ x/n)"), Dizisi

Bu altboliimde, bir z gergel sayisi igin

((+3)),

dizisine takilacagiz. Her bir x i¢in ayri1 bir diziden sozettigimizi anlamigsinizdir.
Eger z € Q ise bu dizinin e”* sayisina yakinsayacagini kanitlayacagiz. Once di-
zinin yakinsaklhigini gsterelim.

Onsav 10.2. Ejer x > 0 ise, (1 + /n)"), dizisi artan ve tstten swarl bir
dizidir; dolayiswyla yakinsaktar.

Kanit: Onsav 3.24%¢ gore dizi artar. Sonuca ulagmak icin dizinin tistten sinirh
oldugunu gostermeliyiz. Bu amagla, x’ten biiyiikegit bir k£ dogal sayisi secelim.

k
142 <14
n n

oldugundan, ((1 + k/n)"),, dizisinin iistten siirh oldugunu kanitlamak yeterli.
Onu da gimdi kanithyoruz:

Onsav 10.3. Ejer k bir dodal saywysa, (1 + k/n)™), dizisi €* tarafindan
ustten sinarlder.

Kanit: (1+k/n)" teriminde n yerine kn alirsak, dizi artan oldugundan, daha
biyuk bir say1 buluruz. Demek ki,

(03] = (o) = (o) [0 )T =

Demek ki dizi tistten sinirhidir. Savimiz kanitlanmigtir. O
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Bu yaptiklarimizdan, lim,,_,o (1 +2/n)" limitinin varhig ve eger x < k € N
ise, bu limitin e* sayisindan kiiciikesit oldugu cikar, ciinkil artan ve iistten
siurh bir gercel say1 dizisi her zaman yakinsaktir (Teorem 7.1). Onsav 10.2’nin
kanit1 tamamlanmigtir. O

Birazdan g € Q igin lim, (1 + g/n)"™ = €? esitligini kanitlayacagiz.

Onsav 10.4. Eger z > 0 ise, (1 — x/n)"), dizisi yakinsaktur ve

tim (1-7)" = [m (1+3)']

olur.

Kanmit: Eger lim, (1 - 22/ n2)n = 1 esitligini kanitlarsak igimiz ig, ¢linkii o
zaman,

(1_5)”: (1_7%”

n (1+2)"
ve
im (1-2)" = 1 (1_%>n S (1—%?)n 1
Jim _E) Tntoo (14 2)"  limpoe (1+2)" limpoe (14 2)"

olur. lim,_ s (1 — 22 / ng)n = 1 egitligini kanitlayalim. Onsav 3.17’ye gore, her

n > z icin,
2 2 2\
-2 1 < (122 <1n =1
n n? n?

esitsizligi gikar. Bundan ve Sandvig Teoremi'nden (Teorem 5.1),

332 "
lim (1—2> =1
n—00 n

bulunur. 0
Ve igte s0z verdigimiz esitligin kesirli sayilar igin kaniti:
Onsav 10.5. Ejer g € Q ise, limy, o0 (1 4+ ¢/n)"™ = €? olur.
Kanit: Birinci Durum. g = 0 ise her gsey apagik. Bundan boyle ¢ # 0 olsun.
ikinci Durum. ¢ € N durumuna bakalim. Onsav 10.3’te,
lim (1 + g)n < e
n—00 n

esitsizligini kanitladik. Simdi egitligi kanitlayacagiz. Bunun icin

n/
lim (1 + g) ! =e
n—o00 n
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esitligini gostermek yeterli, ¢linkli bu esitligi gosterebilirsek, o zaman,

i ()" = i [ 2 = [ (1)) =

olur. Dolayisiyla lim,, (1 + ¢/ n)”/ 7 = e egitligini gosterelim.
Eger ((1+q/n)™9), dizisinde tiim n’leri degil de sadece ¢’niin bir kat1 olan
n’leri alirsak (n = gm), o zaman

(2)7),

dizisinin,
altdizisini, yani,

altdizisini elde ederiz. Bu son dizi de Teorem 10.1’e gore e’ye yakinsar. De-
mek ki yakinsak oldugunu bildigimiz ((1 + ¢/n)™9),, dizisinin bir altdizisi €’ye
yakinsiyor. Bundan ((1+¢/n)™9),, dizisinin de e’ye yakinsadig1 ¢ikar (Teorem
8.2). Yani ¢ € N i¢in,

lim (1 + g)n = el

n—o0 n

esitligi kanitlanmigtar.

Ugiincii Durum. Simdi de ¢ € Q> durumuna bakalim. a,b € N icin, ¢ = a/b

yazalim. O zaman,
q\"™ a\n
((+4)' =(1+2)
n bn

olur. ((1+a/bn)"™),, dizisine bakalim; bu ((1+a/n)"), dizisinin bir altdizisidir
ve o da bir 6nceki durumdan e® sayisina yakinsar. Boylece

a \bn
lim (1 + 7) =e?
n—00 bn
bulunur. Ote yandan, ((1 + a/bn)"), dizisi Onsav 10.2’ye gore yakimsaktir.
Demek ki,

a \nb a \bn a\m
[lim <1+*> } = lim <1+7) = lim <1+7) =e?
n—00 bn n—00 bn m—00 m
ve her iki taraf da pozitif oldugundan,

lim <1 + i)n = ea/b

n—o00 bn

bulunur.
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Doérdiincii Durum. Son olarak ¢ € Q<Y olsun. O zaman —¢q > 0 olur ve

iigiincii durumdan,

lim (1 — g>n =e ¢

n—0o0 n

bulunur. Demek ki, Onsav 10.4’ten

lim (1 + %)n = [ lim <1 - g)n}il = (e79) 7t = et

n—oo n—oo n
cikar. Onsav 10.5 tamamiyla kanitlanmigtir.

Ornek 10.7. (=1+ )™ dizisi wraksar. (Bkz. Ornek 6.2.)

Kanit:
(—1 + %)" =(-1" <1 + —Tl)"

lim <1+ i) =e !
n—oo n

esitliklerinden ve lim, ;o ((—1)™),, dizisinin iraksak olmasindan cikar.

ve

Alstirma 10.8. Terimleri (%1 + %)n olan dizi raksar mi?

Gergel sayilarla iis almay1 6grendigimizde, yukardaki teoremi r gercel sa-

yilar1 i¢in de kanitlayacagiz, yani

nm,0.+f)n:er
n

n— o0

esitligi dogru olacak. Daha dogrusu, bu esitlik (nerdeyse) " ’nin tanimi olacak.

Simdilik gsunu kolaylikla kanitlayabiliriz ama:

Sonug 10.6. Egerp<r < quvep, q€ Q ise,

r\n
el < lim <1+—) <ef
n

n—oo

olur.

Kanit: Varsayimdan, her n igin,

a4
n

() =) < ()

1+ 214Dy
n n

ve

qikar. Ug tarafin da limitini alirsak, Sandvi¢ Teoremi’nden (Teorem 10.5) ve

Onsav 5.6’dan,
n
e’ < lim (1+£> <el
n

n—oo

buluruz.
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Ornek 10.9. Asagrdaki limiti hesaplayin:

. (n+1/3\""
1 .

(+5R) - () - (6

Payin ve paydanin limitlerini ayri ayri hesaplayalim:

Coéziim:

(1+1/3n)" = (14 1/3n)*") "% — €1/

ve
(1—1/2n)" = (1 — 1/2n)*") "% = (e71)/* — /2

n 5
n+1/3\° el/? _ <e1/3+1/2)5 _ 25/6
n—1/2 e-1/2) N '

olur. Demek ki

Ahstirmalar

10.10. Asagidaki limitleri hesaplayin:

n n 2n
lim 1—&—i ,  lim 1—l ,  lim 1—|—i .
n—oo 2n n— o0 n n—00 5n

n n
10.11. lim, (RLH) ve limy, o0 (52%) limitlerini hesaplayn.

10.12. (n!/n"), dizisinin bir zaman sonra azaldigini ve 1’den kii¢iik oldugunu kamtlayin.
limp— 00 n!/n™ = 0 esitligini kamtlayn.
10.13. k sabit bir dogal say1 olsun. ((kn)!/n"), dizisinin limitini - varsa - bulun.

10.3 e’ye Yakinsayan Bir Bagka Dizi

Bu altboliimde e sayisina daha cabuk yakinsayan bir baska dizi bulacagiz.
Tabii (1 4 1/n)™ dizisi yerine terimleri

1 2n 1 n2 1 n!
1+ — 1+ — 1+ —
() () ()

olan dizilerden birini alirsak, e sayisina ¢cok daha gabuk yakinsayan diziler
buluruz ama bu mizikgilik sayilir.
Yukarda, e sayisini, terimleri
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olan dizinin limiti olarak tanimladik. Binom agilimini kullanarak bu terimi
acalim ve ortaya gikan ifadeyle oynayalim:

(1+3) =2())

n n

1 n! 1 n! 1
nt Z:i!(n—i)!nZ +Zi!(n—i)!n’

=0 =1

:1+Zn:n(n—1)~~(n—i+1)i

=1

7! nt

nn—1)---(n—i+1)1

=1

—1+zn:<

=1

"1
31*25
i=1

Demek ki,

nt 7!

=0 (1-2) - (-5 4

"1
-3
1=0

1\" &1
1+-) <Yy =,
<+n> _Zi!

=0

Sag tarafta buldugumuz dizinin terimlerini (Excel’de mesela) hesaplayalim:

© 00N U W O3S

— =
i)

[ —
w N

14

n’inci terim (yaklagik)
1

2

2,5
2,6666666666667
2,7083333333333
2,7166666666667
2,7180555555556
2,7182539682540
2,7182787698413
2,7182815255732
2,7182818011464
2,7182818261985
2,7182818282862
2,7182818284468
2,7182818284582

Eger kitaplarda yazan e = 2,71828 1828459045 23536 . . . esitligi gozoniine ali-
nirsa, sagdaki dizinin de e’ye yakinsadigi tahmin edilir. Bu tahmin dogrudur
elbette; bu kadar da rastlant: olmaz... Ayrica, bu yeni dizinin e’ye eskisine
oranla daha ¢abuk yakinsadigi da belli, ne de olsa terimler hep daha biiyiikesit.

Bu yeni dizinin e’ye yakinsadigini kanitlayalim. Kanit biraz uzun siirecek.
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10.4 exp Fonksiyonu

Yukarda,

dizisine baktik. Bu diziyi genellestirip, her = € R i¢in, terimleri

no.i

X
25

i=0
olan diziye bakacagiz. Bu dizi yakinsaktir; daha dogrusu bir Cauchy dizisidir

ve Cauchy dizisi oldugundan yakinsaktir. Bunu kanitlayalim.

Teorem 10.7. Terimleri L
YA

x
D5

=0

olan dizi bir Cauchy dizisidir, dolayswla yakinsaktur.

Bu dizinin limiti exp x, bazen de exp(z) ya da Exp(x) olarak yazilir:

. r  a? x”
expr=lim (1+—=+—+---4+— .
n—o0 1 2! n!
Bu bélimin sonunda exp 1l = e esitligini kanitlayacagiz. Hatta daha da ileri
gidip, ¢ € Q igin, daha da sagirtici olan

expq = e

esitligini kanitlayacagiz. exp 0 = 1 egitligi daha simdiden bariz olmali. Gergel
is almasini bilsek, « € R igin,

expxr =€

esitligini kanitlardik ama ne yazik ki hentiz bilmiyoruz! Tlerde, bir gergel sayinin
gergel bir giiciinii tanimladigimizda bu esgitligi de kanitlayacagiz. Bu fonksiyon
hakkinda, tiirevinin olmasi ve tlirevinin kendisine egit olmasi gibi daha da
sagirtici olgular: {iciincii cilde sakliyoruz.

Teorem 10.7’nin Kaniti: Kanit pek kolay olmasa da zenginlestirici olacak.
Yavag yavag, yontemi tartiga tartiga kanitlayacagiz. x # 0 esitsizligini varsa-
yabiliriz. € > 0 herhangi bir gercel say1 olsun.

PO
=0 =0

<€
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esitsizliginin saglanmasi i¢in n > m sayilarinin ne kadar biiyiik olmalar: ge-
rektigini bulacagiz. Soldaki (kiigiiltmemiz gereken) ifadeyle oynayalim:

Z 7! Z 3! - Z 3!
i=0 i=0

i=m+1
En sagda n — m tane terim toplanmig. Bu toplami ta en bagta verilmis olan
pozitif € sayisindan kiiglik yapacagiz. Toplamda bulunan bu n — m tane

n

2
2 G

i=m-+1

"

7!

saywsinin her birini (e’a gore ¢ok kiiciik) sabit bir «a sayisindan daha kiigiik
yapmak ige yaramaz, ¢linkii o zaman e’dan kii¢clik yapmak istedigimiz toplamin
(n—m)a’dan kiiglik oldugu ortaya gikar ki, m’yi sabit tutup n’yi biiyttiirsek,
(n—m)a sayisi sonsuza kadar biiyiir ve sadece €'u degil, her sayiy1 agar. Burada
kullanmamiz gereken bilgi, £ ne kadar biiyiik olursa olsun, ¢ gok cok biiyiik
oldugunda, |z|*/i! sayismin ¢ok ¢ok kiiciik oldugu ve bir sonraki |z|"*1 /(i +1)!
sayisinin bundan daha daha kiigiik oldugu. Bu dedigimizi matematiksel olarak
ortaya cikaran kiigiik bir hesap yapalim gimdi:

o I /U S
G+1)!  i+1 4! N 4! i!

Burada, ¢’yi daha sonra belirleyecegimiz belli bir IV sayisindan biiytikegit aldik;
ayrica r = |z|/N aldik. N dogal sayisini da, zaman geldiginde

_lal

1
N<

r

esitsizligini saglayacak kertede biiyiik sececegiz, yani N sayisi, |z|'ten biiyiik

bir dogal say1 olacak; hatta N’yi daha simdiden |z|ten biiyik bir dogal say1

olarak segelim. Birazdan N’nin seciminde bir bagka belirleyici kisitlama daha

bulacagiz. Simdilik sadece r = |z|/N < 1 kisitlamasiyla yetinip N’nin daha

bagka hangi kisitlamalara maruz kalmasi gerektigini - sabirla - aragtiralim.
Her ¢ > N icin gecerli olan

’x|i+1 |x|z
il I bl
i+ 1)! 7!
esitsizliginden, kolayca, ¢ > 7 > N icin,

|z* i g |z[? i—j
f Ry

L
g

esitsizliklerini elde ederiz.
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Bagladigimiz hesaplara devam edelim: n > m > N igin, 0 < r < 1 oldu-
gundan,

e+

Z < Z i—(m-+1) m+1)

1=m-+1 . i=m—+1

SDEE

1=m-+1

Z‘

m+1 n m+1 n—(m+1)
| |

= i—(m+1) _ | i
_(m+1)!i:;+lr " (m+ 1) ]Z:; "

|$|m+1 1 — pn—m |$|m+1 1
(m+1)! 1—r (m+1)!1—r

buluruz. En sondaki ifadeyi ¢’dan kii¢liik yapmaliyiz, yani N sayisini, her m >
N igin,

esitsizligini saglayacak bicimde se¢meliyiz. Ama

"
n' ).
dizisi 0’a yakinsadigindan (Ornek 6.1), boyle bir N sayisi bulmak miimkindiir:

N sayisi, 7 = |z|/N sayisin1 1’den kiiciik yapacak kadar biiylik segildigi gibi,
bir de ayrica, her m > N igin,
|m|m+1
1—
CES

esitsizligini dogru kilacak kadar da biiylk segilsin. Bu durumda, hesaplardan
devam ederek, n > m > N igin, istedigimiz,

>5-34 <

esitsizligini elde ederiz.
Kanitimiz tamamlanmistir. Bu énemli kaniti kitabi bir sekilde yazalim.

|x|m+1 1
(m+1)!1—r

<E€

Teorem 10.7’nin Kitabi Kaniti: x # 0 esitsizligini varsayabiliriz. € > 0
herhangi bir gergel say1 olsun. |z|’ten biiyiik bir N; tamsayisi vardir.

_ 2l
N

olsun. Demek ki
O<r<l.
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Ayrica, (|z|™™), dizisi de 0’a yakinsadigindan (bkz. Ornek 6.1), her n > Ny
icin

esitsizligini saglayan bir Ny sayisi vardir. Son olarak, N = max{ N, N2} olsun.
Her ¢+ > N igin, ' ‘ . ‘
] I S o N e e

; = - T < o =T

G+ i+1 4! N il i!
bulunur. Demek ki, ¢ > 5 > N icin,

S - e ] imjlzl
< < <<t
S-S -2y T
olur. Boylece, 0 < r < 1 oldugundan,
no i n i n i n m+1
T o |z| i—(m+1) |z|
doal=l 2 s < (m+ 1)1
i=0 i=m+1 i=m+1 i=m+1
n—(m+1)
_ ||+ i im(mr)) _ ||+ r
| |
(m+1)! = (m+1)! =
‘x|m+1 1 — pn—m _ ‘x|m+1 1 _
€
(m+1)! 1—-r (m+ 1)1 —r
elde ederiz. Kitabi kanitimiz tamamlanmigtir. Climleten ge¢cmis olsun. U
Artik

. X x2 x"
expr=lim (1+—+—+-+ —
n—00 1! 2! n!

tanimini verebiliriz. e sayisina geri dénmeden 6nce, x > 0 icin,

x oz z™

eXp%Zl—Fi‘FE‘F‘“ﬁ‘H

esitsizligine dikkat edelim. Teorem 10.8’in kanitinin son hamlesinde gerekecek.
Ornek 10.14. Eger yo,y1,...,yn > 0 ise
(L+yo)(X+y1) -+ (L+yn) <exp(yo+ -+ yn)

olur clinkii
2 3
Yi | Y Yi _ )
1—|—yl-S1—|—i—|—§-|-§—|—-~—expyZ
ve

(I+yo)(I4+v1) (1 +yn) <expyo expys - -expyn = exp(yo + -+ yn)

olur.
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10.5 ¢’ye Yakinsayan Bir Bagka Dizi (devam)
S6z verdigimiz gibi,
n
. 1
Jm 2 e
i=0
esitligini, yani exp 1 = e egitligini kanitlayacagiz. Bir onceki altboliimde limitin

oldugunu kanitladik (z = 1 alin.) Geriye limitin e oldugunu kanitlamak kaldi.
Bunu kanitlamak i¢in, terimleri

(£3)- ()

olan dizinin 0’a yakinsadigini kanitlamamiz yeterlidir. Ama elimiz degmisken,
en genel seyi kanitlayalim, cok daha fazla zahmetli olmayacak:

Teorem 10.8. expzx = lim,,_, (1 4 %)"

Kanit: exp’in tanimindan dolayi,

i (357) - 05)) -0

1=0

esitligini kanitlamaliyiz. Hesaplara baglayalim. Daha 6nce de sik sik yaptigimiz
gibi, (1 + x/n)" ifadesinin yerine bu ifadenin binom agilimini yazacagiz.

Dt AN Dt " /n) 2 " /1 n\ 1 i
)~ - (B2 05) -5 G- ()
=0 =0 %
Taraflarin mutlak degerlerini alirsak,

(£5)- 0o E6-(02)-|-Eh- 02

i=0
buluruz. En sagdaki ifadeyi (n’yi biliylitmeyi goze alarak) diledigimiz kadar
kiigiiltebilecegimizi gostermemiz lazim.

Bu agamada kaniti nasil bitirebilecegimizi tartigalim. Bu tartigmanin ya-
rarli olduguna da inaniyoruz. Bilingsizce yapilan hesaplarin bir sonug verme-
sini beklemek mucize beklemek gibi bir seydir. Hesaplara girismeden 6nce ne
yapmak gerektigini bilmek, en azindan ii¢ agag1 beg yukar: hissetmek gerekir.

Cok kiigliltmek istedigimiz bu ifadede, tam tamina n — 1 tane terim top-
laniyor. ig,te o terimler:

n

<
=2

]!
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(i =2,...,n). Eger bu n — 1 terimin her birini diledigimiz kadar kiigtiltebi-
lirsek, igimiz ig, o zaman toplami da istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz... demek
icimizden geciyor hemen ama bu yanlis. £ = 1 olsa bile yanlig. Clinkii eger her
bir terimi, 6rnegin, agag1 yukar1 1/n kadar kiigtltiirsek, o zaman n — 1 tane
terimin toplamini agagi yukari

1
n—1)x —=1
(n—1)x
kadar kiiciiltmiig oluruz ve 1 ¢ok cok kiiciikk bir say1 olmadigindan (ve g¢ok
cok kiiglik bir say1 olmadigindan!) bu kiigiiltme bir igimize yaramaz. Burada
yapilmasi gereken, her bir terimi, mesela, eger miimkiinse, 1/n? kadar kiiciilt-
mektir, ¢clinkli o zaman n — 1 tane terimin toplamini

kadar kugcililmiig oluruz ve n ¢ok biiylik oldugunda ifade de gok kiigiik olur.
Demek ki her n ve her ¢ =1,2,...,n igin

Loy
7! i) nt

esitsizligini kanitlamamiz yeterli. (z = 1 6zel durumuna bile raziyiz!) Eger
bunu kanitlamay1 beceremezsek, ki beceremeyiz, ciinkii yanhs, o zaman, 1/n?

1 n\ 1
7! 1) nt

lim nf(n) =0

n—oo

yerine,

| < f(n)

esitsizligini ve

esitligini saglayan 1/n?’den daha kiiciik bir f fonksiyonu bulmamiz gerekecek.

Yukardaki tartigma aydinlaticidir aydinlatici olmasina ama ayni zamanda
beyhudedir! Yontemimiz yukarda tartigtigimiz gibi olmayacak ama ona yakin
olacak. Oyle bir f fonksiyonu bulacagiz ki, hem her 2 < i < n icin

f(@)

< =7

1 /n\1
7! i)nt| T n

olacak, hem de her n > 2 icin,
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ifadesi n’den bagimsiz bir B(z) sayist tarafindan tstten sinirhi olacak. Eger
bunu bagarabilirsek, o zaman,

) (RN B DI ER (W [HIED SECUIE
i—0 2. n e (2 1/ n i n
1 ¢ B
=15 el < 2
n i—2 n

olur ve n ¢ok biiyiik oldugunda, bu say1 ¢ok kiiciik olur. Iste plan bu. Planimizi
gergeklegtirmeden once oldukca kolay bir savi aradan ¢ikaralim.

Sav 1. 0 < q; < x ise

(x—a1) - (x—ap)>ab = (ag + - +ap) 2"}

olur.
Kanit: Egitsizligi k lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger k = 1 ise egitlik
sOzkonusu ve her gey cok bariz. Simdi

(x—a1) - (x—ap)>ab — (g + - +ap) 2"}
esitsizligini varsayip,
(z—a1) - (z—agp1) = 2" = (a1 + -+ agr) 2*

esitsizligini kanitlayalim.

(@—a1) (@ —aps1) = (@ —a1) - (z — ap) (¥ — ap41)
> (:zrk — (a1 + -+ ag) xk*l) (z — art1)
" — (a1 + -+ aggr) 2 4 (@ + o +ag) 2V g
2" — (a4 -+ apg) 2R
Esitsizligimiz kanitlanmigtir. O
Ve canalic1 sav:

Sav 2. Her 2 < i < n dogal sayist icin,

1 n\ 1 1 1
0<=—-|.)Z <7y
! i)nt T 2n(i—2)!

esitsizligi gecerlidir.
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Kamit: Sav 1’den yararlanip ortadaki terimle oynayacagiz.

i~ (o (6l
_1<1_"("—1)(n—2)---(n—i—|—1)>

i! X
Int—nn-1)(n—-2)---(n—i+1)

i n
CIntl—(n-1)(n—2)---(n—i+1)

i ni—l
<lnz—1_(nz—1_(1+2++(Z_1))nz—2)

— 4! ni—1
TA+2+--+@GE-D)m2 @G-1i 1 1
Tl ni—1 :2-i!-n:%(i—2)!'

Kanitlamamiz gereken birinci egitsizlik, yani ifadenin > 0 oldugu yukardaki
hesabin daha ikinci satirindan anlagiliyor. O

Simdi artik Teorem 10.8’in kanitina nihai noktay1 koyabiliriz. Her zamanki
gibi kiigiik bir hesap yapacagiz. x’i sabitleyip hesaplara devam edelim:

>4 (1+“/')"<i1 et =3 (5- ()5 et

- - — - — — = — — — | |z

— 7! n _i_2 7! i) nt pars 7! 1) n
<> P
- 2n (i iZQ(i—Z)!

9 n—2 j 2
z x x
= |27L E ’jl < ’2‘ exp |z|.
j=0 77

Simdi € > 0 verilmis olsun. N’yi,
2Ne > |z]? exp ||

esitsizligini saglayacak kadar biiyiik segelim. Her n > N igin,

buluruz. Son olarak, her iki tarafin n sonsuza giderken limitini alalim. Teorem
10.8 kanitlanmigtir. (I
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Sonug 10.9. Eger z € Q ise,

. x x2 x"
expr=lim (1+ =+ =+ -+ — ) =¢€"
n—00 1! 2! n!

olur.

Kanit: Teorem 10.5, 10.7 ve 10.8’den cikar. ]

Ornekler

10.15.
10.16.

10.17.

10.18.

2 < e oldugundan, her n > 0 i¢in n < 2" < e" ve dolayisiyla lim,_, ., expn = oo olur.
2 < e oldugundan, her n > 0 i¢in 1/n > 27" > e~ " ve dolayisiyla lim,,_,oc exp(—n) =0
olur.
limy, 00 n(nY/™ — 1) = co egitliging kanatlayn.
Kanit: A € N olsun. Onsav 10.2, 10.3 ve 10.5%¢ gore terimleri (1 4+ A/n)" olan dizi
artarak exp A’ya yakinsadigindan, her n > exp A i¢in (1 + A/n)" < expA < n olur.
Buradan, her n > exp A icin,

A<n(n'/™-1)
cikar. O
exp fonksiyonu polinomiyal bir fonksiyon degildir.
Kanit: p, derecesi d olan gercel katsayili bir polinom olsun. p’yi acgik bicimde yazalim:

P(X) =po+p1 X +poX* + - +paX?.
p’yi bir n > 0 dogal sayisinda degerlendirelim:
p(n) = po +pin + pan® + -+ + pan?
sayisini buluruz. p’nin derecesi d oldugundan, pg # 0’dir. Cikan sayiy1 n?’ye bélelim:

p(n) _po , P Pd—1
Tl opd Tpar T,

elde ederiz. Simdi n’yi sonsuza gotiirelim:

+ Dd

. n
lim l%:pd;«éo

n—r o0
bulunur. Ote yandan eger k > d ise,

im 20 _ g
n—oo MN

bulunur ve k < d ise, pg'nin pozitif ya da negatif olusuna gére, +co bulunur. Demek ki
p polinomunun derecesi,

iligkisini saglayan yegane dogal sayidir. Dolayisiyla bir f fonksiyonunun polinomiyal
olmadigini kanitlamak igin, yukarda bulduklarimizin dogru olmadigini kanitlamak ye-
terlidir. Demek ki eger her k£ dogal sayis1 icin,

i, 00 _

n—o0o n
oldugunu kamitlayabilirsek, o zaman exp fonksiyonunun polinomiyal bir fonksiyon ol-
madigimi da kanitlamig oluruz. Bunun da kanit1 kolay, cilinkii her k£ > 0 dogal sayis1 icin
su olur:

) i k4+1 nt k—1
exp(n) _ Ei:O l! Zz‘:O G 11 1 n
& = > s Z + =+

nk n - nk

- dn—i ) TRy

=0
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10.6 expa’in Yaklasik Degerini Bulmak

exp x’in yaklagik bir degerini bulmak igin,

. x x? ™
expz=lim (1+—=+—+ -+ —
n—00 12! n!

esitliginden yararlanip, biiyiik bir n sayisi i¢in, exp « yerine,

) x 2 z™
+ﬂ+§+”'+ﬁ

179

sayisini hesaplayabiliriz. n’yi ne kadar biiyiik alirsak, exp x’e o kadar yakin bir
say1 buluruz. Ancak yaptigimiz hatanmin tstsinirini bilmezsek, bu kestirimiz
(vaklagik hesabimiz yani) uygulamada higbir igse yaramaz. Sosyologlar bile,
bir anket yayimladiklarinda hata payini, 6rnegin, “sonuclarimiz %95 olasilikla
+%3 dogrudur” diyerek belirtirler... Once agina oldugumuz tiirden hesaplar

yaparak

terimleri arasindaki fark: bulalim. n > m olsun.

— - ~-r _ m
PRIt Bl D E D Dl el DD
=0 =0 i=m+1 i=m-+1 i=m+1
—m—1 .
= ey
= (+m+1D)
B RS VY
(m+1)! (G+m+1)!
et IS M me )Y Jaf
(m+1)! G+m+1)! !
_ R e
(m+1)! = <]+7;1+1) 5!
o Jalmt SRl et
< — < ———exp |z|.
| | |
(m+1)! = 7 (m+1)!
Demek ki,
n i mo_ i m+1
— =) | < ——=explz
e e
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(Eger > 0 ise tim mutlak degerler kalkabilir.) Her iki tarafin da n sonsuza
giderken (m sabit kalacak) limitini alalim. Sag taraf hicbir yere gitmediginden,

|x’m+1

n ; m ;
't xt
i I N Il E—
nh—>Holo (; 7! ZZ:; 2! )‘ ~ (m+1)! exp |z

elde ederiz. Limiti mutlak degerinin icine sokabiliriz (Onsav 5.2.iv):

] n |$|m+1
i[> i Z 1| =m0 P
1= =0
yani,
UL m—+1
ex CB—E —| < ———explx
PET L= tmy 1)) <P o]
buluruz. Bu bize, exp x ile
142 x? ™
AT TIRE ]

sayis1 arasindaki azami farki veriyor. m ¢ok biiyiik bir say1 oldugunda bu fark
goriildiigi gibi kiiciiliiyor. Bir sey kanitladik:

Sonug 10.10. Her x € R ve m € N i¢in,

m .Ti ’x‘m-i-l
epr—ZOZ' §mexp\x|
=

Buldugumuz bu sonucun ne ige yarayabilecegini sorgulayabilir okur. Ni-
tekim, exp x sayisiyla exp x’in yaklagik degeri arasindaki farki, iginde exp |z|
bulunan bir ifadeyle sinirladik; biz zaten exp x’i tam olarak bilmedigimizden,
bu yaptigimiz ne ige yarayabilir ki? Yarar! |z|'ten biiytikesit bir ¢ kesirli say1
bulalim. O zaman

exp |z| < expg = e? < 37

olur (neden?) ve yukardaki teoremdeki esitsizligi

m 7 m—+1
z |z| ¢
expr =) Trl< (m+1)!
i=0

olarak yazabiliriz. Ornegin exp 1’1, yani e’yi en fazla 1000°de 1 hatayla bulmak
istiyorsak, yukarda ¢ = x = 1 aliriz ve

1 1 3
eXpl—z;i!_ expl—z;i! Si(m—i—l)!
1= 1=
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buluruz; ardindan,

3 1
<
(m+1)! = 1000

esitsizligini saglayan bir m bulmak gerekiyor. m = 6 yetiyor. Demek ki,

1
1+

1 1
g e g = 27180555 ..

2! 6

say1isi e’ye 1000’de 1 yakin, yani,

2,7170555.... < e < 2,7190555 . ..

Fena bir ig yapmadik dogrusu.

Tabii Sonug 10.10’dan daha ince ve daha dogru kestirimler yapilabilir. Ama
amacimiz bu degil.
Ileri simiflarda, exp x ifadesi, daha dogrusu,

im (14245 42

ifadesi x, kare bir matrisken, ya da  bambagka uzaylardayken (6rnegin karma-
sik bir sayiyken) de anlaml olacak. Bunu dogru kilan n! sayisinin ¢ok biiyiik
bir say1 olmasidir, ayni olgu n! yerine érnegin n? alirsak dogru olmaz, nitekim,

. T x2 23 z™
lim 1+172+72+72+,,,+ﬁ

n—00 2 3

limiti ancak ve ancak |z| < 1 ise vardir, yoksa dizi wraksaktir. Tlerde bu ve

benzer ifadeleri kamitlamanin kolay yontemlerini gorecegiz.

Alstirmalar

10.19.
10.20.
10.21.
10.22.

10.23.
10.24.

10.25.
10.26.

Her z € R ve g € Q i¢in exp(qx) = (expx)? esitligini kanitlayin.

Her g € Q igin exp(q) = e? egitligini kanitlayimn.

limp,— o0 €xp(—n) = 0 esitligini kanitlayin.

limy, 0 €xp(1/n) = 1 esitligini kanitlaymn. (Dikkat: exp 0 = 1 esitligi yetmez, exp fonksi-
yonunun siirekli oldugunu (hatta siirekliligin tanimini bile) heniiz bilmiyoruz; tanimlara
geri doniin.)

e? sayisim en fazla milyonda 1 hatayla hesaplayimn.

e sayisinin virgiilden sonraki k’inci basamagi 9 degilse, bu basamag: bulmak igin,

m
1
e~ g -
i
1=0

kestiriminde m ka¢ olmalidir?
exp e sayisl en fazla on binde 1 hatayla bulun.

limy oo [ [ o(1 — %) limitini bulun.
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10.27.

10.28.

10.29.
10.30.
10.31.
10.32.

10.33.

10. Euler Sabiti e ve exp Fonksiyonu

Her z,y € R icin, exp(z+y) = (exp x)(expy) esitsizligini kanitlayin. Bundan exp(—z) =
(expz) ™' esitligini ¢ikarin.

Her z € R ve her ¢ € Q igin, exp(qz) = (expz)? esitsizligini kanitlayimn. (Bir énceki
aligtirmay1 kullanarak 6nce ¢ € N icin, sonra ¢ € Z icin kanitlayn.)

Her x € R igin, expx > 0 esitsizligini kanitlayin.

Her z,y € R igin, eger x < y ise, expx < expy esitsizligini kanitlayn.

limy, o0 €2/ = 1 ve limy_y oo n(el/" — 1) = 1 esitliklerini kanitlayin.

Her = € R icin,
1
lim <n (exp (ac + —) — expx)) =expx
n— oo n

(nl/ "V dizisinin zamanla azaldifin kamtlaym. Buradan limg, oo n'/" = 1 egitligini
kanitlayin (bkz. Ornek 8.2).

egitligini kanitlayin.

10.34. lim,,—oo(n + 1)1/" ve lim, o0 (n!)l/(”*l)! limitlerini bulun.
10.35. Her z € R igin, terimleri
n 2i n 2i+1
;T .
—1) S A
;0( ) @ e g( V@i

olan dizilerin yakinsak olduklarini kanitlaym (Ornek 15.29). Bu dizilerin limitleri sira-
siyla cos x ve sinz olarak yazilir. sin® & + cos? z = 1 esitligini kanitlaymn.

10.36. (n)n, pozitif ve limiti olan bir dizi olsun. Limitin 0 ve 1’den farkli oldugunu varsayalim.
limy oo 7/ " =1 esitligini kanitlayin. Limit 0 ya da 1 olursa ne diyebilirsiniz?

10.7 exp(x +y) =exprexpy

Bagliktaki egitligi kanitlayip bu esitligin 6nemli birkag sonucunu verecegiz. Ka-
nitimizda okurun hoglanacagini umdugumuz giizel hesaplar yapacagiz. Bu tiir
hesaplarla arasi hog olmayan matematikgi aday: okurun dikkatlice okumasinda
sonsuz yarar vardir. Bolim 16’da Cauchy carpimini gordiigiimiizde, burada
yaptigimiz cok daha basit bicimde cikacak.

Teorem 10.11. Her z, y € R i¢in, exp(x+y) = expxzexpy esitligi gecerlidir.

Kanit: Kanitlamak istedigimiz esitligin sagindaki ve solundaki ifadelerin ikisi
de birer limit. Nitekim, soldaki ifade, exp fonksiyonunun tanimi geregi,

n

. (x +y)t
1 § Rl L
nso0 il
i=0
olur. Sagdaki ifade de, gene tanim geregi,

. z . Yy
lim — lim =
n—00 7l n—00 2!

i=0 i=0
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ifadesine esittir; ama bunu,

w ((555) (52))

olarak da yazabiliriz. Demek ki birinci limitle bu son limitin birbirine egit
oldugunu gostermeliyiz. Bir bagka deyisle,

= ((55) (55) - (557)) -

esitligini gostermeliyiz. Demek ki, terimleri

~t\ (Y ~ (¢ +y)’
(=3) (=) ()

olan dizinin 0’a yakinsadigini géstermeliyiz. Oldukc¢a karmagik gériiniimlii bir
dizi... n = 0,1, 2, 3 i¢in dizinin terimlerini hesaplamakta yarar var.
n = 0 icin,
1-1=0
elde edilir.
n =1 igin,
(I+z)1+y) -1+ (+y)] =2y

elde edilir.
n = 2 igin, ilk elde,

<1+x+x;> <1+y+y22> - {1+($+y)+(x+2y)2

elde edilir. Carpmalar ve sadelegtirmeler yapildiginda da geriye sadece,

22 R
O
2 2 4
kalir.
n = 3 igin, ilk elde,

N y2 y3 (z y)2 (z y)3
1 — 4+ (1 4+ -
<+x+2+6><+y+2+6> {+(ﬂf+y)+ > "6

elde edilir. Carpmalar ve sadelestirmeler yapildiginda da geriye sadece (!),

2 x2y3 x3y2 a:3y3

12+12+36

3 2 3
'y  x7y Ty
6+ 4 +6+
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kalir.

n = 4 igin sonucun ne ¢ikacagini bulmayi okura birakiyoruz. (Hesaplar
yapmakta ¢ok yarar vardir. Siddetle oneririz.)

Okur elini camura bulayip hesaplar1 gercekten yaparsa, iki ilging tespitte
bulunacaktur.

a. Birinci terimden cikarilan ikinci terim tamamen sadelesmekte ve ortadan
kaybolmaktadir. Ornegin n = 3 durumunda,

.CU2 m3 y2 y3
1 42 ) (1 Z 4L
(1202 (10s 24 2)

ifadesinden cikarilan

1+ (z+y)+ (w;y)g + (a:ng)?’

ifadesinin her terimi birinci ifadede de aym katsayiyla bulundugundan sa-
delegerek yok olmaktadir.

b. Hesap sonucu bulunan ifadedeki terimlerin en kiigiik derecesi giderek
bitytimektedir. Ornegin,

n = 1 i¢in 2'nci dereceden (zy),

n = 2 icin 3’iincii dereceden (22y/2 + - --)

n = 3 i¢in 4’iincii dereceden: (z3y/6 +---)
kalan bulunmaktadir. Okur hesaplar: yaparsa n = 4 icin en kiigiik derecesi 5
olan bir kalan bulacagini goérecektir.

Kalanin en biiyiik dereceli teriminin,

xn yn
n! n!

oldugu belli.

Heniiz baglamadigimiz kanita devam edelim. x ve y iki sabit say1 olsun.
Birazdan bu sabit sayilar pozitif alabilecegimizi gérecegiz, yani teoremi pozitif
x ve y sayilar i¢in kanitlamanin yeterli oldugunu goérecegiz. Ama gimdilik z
ve y herhangi iki gercel say.

€ > 0 herhangi bir gercel say1 olsun.

(£5)(5)- ()

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Kollar1 sivayip, mutlak deger icindeki canavar: agalim ve birgok teri-
min sadelegecegini umalim.

<€
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Canavari parca parca acalim. Once ilk ifade:

LA NOSEA N0 Sk D SR I 9h ks
i=0 i=0 i=0 j=0 i=0 j=0

I
['M

Simdi ikinci ifade:

n ; n i APR IS n i (@
Z (z+y) :Z >j=o (j)a'y :Z sz i—j
il i Y
=0 i=0 i=0 j=0
n o4 il n i i
_ J1(i—j)! x]yz—j _ Z ry /
1l (i — )
i=0j=0 " =0 j=0 J"\* 7)!
n k k

|
=%
~|<
|
= ]
=<
|
S
<
<

o
<
+
Eond
i
o
A
<
+
o
A
3
(=)
A
+
<
A
3
S,

=

Ve gimdi o kapsamindaki ifadeleri kisaltmak amaciyla
A={(i,j):0<i<nm,n<i+j<2n}

tanimin yapip iki ifade arasindaki farka bakalim:

(5 (58)-(Se)- = e x o

151
i=0 1<ij<n 7 0<i+j<n I

miyi
=2 il

(i,9)En

Gorildiigii ve denemelerimiz sonucu tahmin ettigimiz gibi derecesi n’den
kiiglikesit olan terimler kayboldu ve geriye dereceleri n + 1’den 2n’ye kadar
uzanan terimler kaldi.

Hesaplarimiz sonunda buldugumuz ifadenin mutlak degerinin ¢’dan kiiciik
olmasi igin n’nin ne kadar biiyiikk olmasi gerektigini bulacagiz (belli bir N
sayisindan biiyiik olacak, iste o N’dir bulmak istedigimiz.)

Ucgen esitsizliginden,

Z BRI

15! ilg!

i
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bulunur. Dolayisiyla sagdaki terimi e’dan kii¢iik yapmaliyiz ve dolayisiyla x ve
y sayilarinin pozitif olduklarini varsayabiliriz ve dolayisiyla mutlak degerleri
kaldirabiliriz. (z ya da y sifirsa yukardaki toplam da 0’dir ve kanitlayacak bir
sey kalmaz.) Bundan boyle, z,y > 0 sayilar igin,

xiyd
> T

A

ifadesini (n’yi yeterince biiyiik alarak) e’dan kiigliik yapmaya caligacagiz.
x ya da y sayilarindan biri digerinden biiyiikesittir. Diyelim z, y’den bi-

yiikesit olsun. O zaman,
it

< il

A

ifadesi yukardaki ifadeden biiytkesittir. (Formiilin bagina koydugumuz “<”
simgesi, bir 6nceki formiilden devam ediyoruz anlamina geliyor.) Demek ki bu
son ifadeyi €’dan kiigiik yapmaliyiz. Bu son ifade de suna egit:

B (i+g) & i+7\ 't
_; ilj! (i—i—j)!_z< i >(z’+j)!'

A

1 ve j’yi n ile simirlamazsak daha biiyiik bir ifade buluruz, yukardaki hesabi
devam ettirelim: o
. it
< ¥ ( ! J) o
n<i+j<2n E (l - ‘7)'

Simdi bu son ifadeyi ¢’dan kiiciik yapmaliyiz. z¥’larin katsayilarini bir paran-
tezde toparlayarak bu son ifadeyi goyle de yazabiliriz:

2n k k k 2n k 2n 22)k
S (B0)a- 2 -5 %

k=n+1 \i=0 k=n+1 ’ k=n+1

¢’dan kiiciik yapmamiz gereken bu son ifadeye alic1 gozle bakalim. Bir sey anim-
satiyor mu? (“Evet” deyin!) exp 2x’e yakinsayan dizinin terimlerini animsiyor
musunuz? exp fonksiyonunun tanimini animsatalim:

exp(2z) = lim z": (Qx)k.

n—o0 k!

Yani, terimleri
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olan dizi yakinsak bir dizidir (exp 2z’e yakinsar) ve yakinsak oldugundan bir
Cauchy dizisidir. Bu yiizden, 6yle bir N vardir ki, her m > n > N igin,

L (2x)F " (2x)F
Z(k‘) _Z(k!)

k=0 ’ k=0

farki e’dan kiigiik olur. Eger burada m = 2n alacak olursak, her n > N igin,

o (20)F s (20
2 kN D k!
k=0 k=0
farki, yani
2n (23:)’“
>
k=n+1
toplam1 e’dan kiiciik olur. Istedigimiz en sonunda kanitlanmigtir. O

Bu 6nemli teoremin 6nemli sonuglarini irdelemeden o6nce kanitina bir géz
atalim. Kanitta elde edilen

SEANAF AN ORI}
i ((82) (51)-5) -

yakinsakligin aslinda gercel sayilarla pek ilgili olmadigini gérdiiniiz mi? x ve
y’nin birer say1 olduklarini unutun ve bunlari iki bilinmeyenli (ya da degiskenli)
bir polinomun degiskenleri olarak gorelim.

AT ARSI )
DT i D
i=0 i=0 i=0

ifadesini hesaplamak icin yaptigimiz iglemlere yakindan bakacak olursaniz, her

2%y’ teriminin belli bir n’den sonra kayboldugu goriilecektir. Nitekim, exp
fonksiyonu bambagka uzaylarda da tanimlanacak ve bu boliimde kanitladigimiz

exp(x + y) = (expx)(expy)

esitligi bu uzaylarda da gecerli olacaktir. Simdi teoremin 6énemli sonuclarini
gikaralim:

1

ey olur.

Sonug 10.12. exp0 =1 ve her z € R i¢in exp(—z) =

Kanit: Birinci egitlik aslinda exp 2’in tanimindan belli: Bu tanimda z = 0
almak yeterli.
Tkinci sonug bunun bir sonucu:

1 =exp0=-exp(z—z) =exp(x + (—z)) = (exp x)(exp(—2x)).
Demek ki exp(—2) = (expz)~L. O
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Sonuc 10.13. Her x € R i¢in, expx > 0. Hatta ejer x > 0 ise expx > 1,
yoksa 0 < expzx < 1.

Kanit: Eger z > 0 ise, exp 2’in pozitif, hatta 1’den biiyiikesit oldugu tani-
mindan ve her geyinden belli:

n
(1+2)" >1.
n
Bir bagka kanit: Eger x > 0 ise,
o LA
—I—ﬁ—l-a—i----—i-m_ .
Eger x > 0 ise, —x > 0 oldugundan, bu bulgudan ve Sonug 10.12’den,
1
expr = — >0
exp(—z)
gikar. Kanitlamamiz gereken exp x < 1 esitsizligi de bundan cikar. U

Sonug 10.14. exp kesin artan bir fonksiyondur, yani x < y i¢in expx < expy
olur.

Kanmit: Teorem 10.11°’den ve Sonug 10.13’ten,
expy =exp(x + (y —x)) = (expx)exp(y —z) < expz

bulunur. 0

Sonug 10.15. Her z € R ve her ¢ € Q i¢in exp(qx) = (exp z)? ve dolayiswyla
expq = e4.

Kanit: Once ¢’niin bir dogal say1 oldugunu varsayalim. Bu durumda sonu,
q lizerine tiimevarimla, teoremin dogrudan bir sonucu olan,

exp((q + 1)x) = exp(qz + ) = exp(gz)(exp z)
esitliginden cikar.
Simdi ¢ € Q>° olsun. a,b € N i¢in ¢ = a/b yazahm. O zaman, yukarda
yapilana gore,

(exp(qx))b = exp bgr = exp ax = (exp z)*

olur ve exp hep pozitif oldugundan,

exp(qz) = (expz)*/? = (expz)*

elde edilir.
g € Q<% durumu, bundan ve Sonuc¢ 10.13’ten cikar. Ayni sonu¢ Sonug
10.9°dan da cikar. ([

Alstirmalar

10.37. Bir kumarbaz kazanma sansinin milyonda 1 olan bir oyunu 1 milyon kez oynuyor. Ku-
marbazin tek bir oyun bile kazanamama olasilig1 agag1 yukar1 kagtir?
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Okuma Parcasi 1: e Kesirli Bir Say1 Degildir

Bagliktaki onermeyi kanitlayacagiz. Aslinda bu énermeden ¢ok daha giicli bir
onerme dogrudur: e sayist sadece kesirli olmamakla kalmaz, cebirsel bir say1
bile degildir, yani hi¢chir n > 1 ve ag, ..., a,—1 € Q igin,

ap+aje+ - taet +-+tap_ 1"t +et =0

esitligi saglanmaz. Cebirsel olmayan sayilara askin sayilar denir. e’nin agkin-
ligin1 1873’te Charles Hermite kanitlamigtir ve e, tarihte agkin oldugu kanitla-
nan ilk sayidir. 7’nin agkinligini daha sonra, 1882’de Ferdinand von Lindemann
kanitlamigtir. Ama Hermite’in teoremini kanitlamak ¢ok zor oldugundan, biz
sadece bagliktaki 6nermeyi kanitlamakla yetinecegiz.

Teorem 10.16. e kesirli bir sayr degildir.

Kanit: Sonug 10.9’da kanitladigimiz
n

. 1
dm =

=0

egitligini kullanacagiz. e’nin kesirli bir say1 oldugunu ve p ve ¢ pozitif dogal
sayilari igin p/q sayisina esit oldugunu varsayalim. Demek ki,

"ol

: q! q! g N
lo — L _ g T 4
qle Jgngozz' q' + 1!+ +q! +nhﬁ\noloz ]

=0 i=q+1

olur. Hem ¢!e hem de esitligin sag tarafindaki ilk toplamlar dogal say1 olduk-
larindan, kuyruktaki

limiti de bir dogal sayidir. Toplamdaki terimleri sadelestirsek,

n

1
R = lim .
Hoojzzqil (@+1)-(g+7)

sayisinin bir dogal say1 oldugunu buluruz. Ama j > 1 icin,

1 o1
(+1)---(g+7) (g+1)

oldugundan,
n

1
<l _—
R lmd oy
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olmali. Sag taraftaki limiti hesaplamayi biliyoruz (bkz. Teorem 6.2):

" 1 i 1y
. I 1
Relin ) Gy 7}1520;(“1)
1 & 1\’ 1 1 1
:7111’1’15 — - 1 :7<1'
g+ 1n—o04 g+1 ¢+11-—= ¢

j=0 q+1

R pozitif dogal sayisinin 1’den kiigiik oldugunu kanitladik! Daha neler! O

Biraz Tarih. Lindemann aslinda e sayisiyla ilgili cok daha genel bir teorem kanitlamigtir:
Eger 0 # « cebirselse (yani katsayilar1 Q’da olan ve 0 olmayan bir polinomun kokiiyse), e
sayis1 agkindir (yani cebirsel degildir). Kanitlamadigimiz ve bu ders notlarinda kanitlamaya-
cagimiz (ama kitabi cok degil yirmi sayfa daha uzatarak kanitlayabilecegimiz) meshur Euler
esitligine gore e’ = —1 oldugundan, i cebirsel olamaz, dolayisiyla 7 de cebirsel olamaz...

Bundan da, sadece gentiksiz cetvel ve pergel kullanarak, verilmig bir dairenin alanina
esit bir karenin ¢izilemeyecegi ¢ikar...

Madem ki e ve 7 cebirsel degiller, o zaman e+ 7 ve e sayilarinin her ikisi birden cebirsel
olamazlar, yoksa, hem e hem de 7,

2’ —(e+mz+er=0

denklemini saglarlardi ve her ikisi birden cebirsel olurlardi... Tabii bu akil yiiriitme, e + 7 ya
da er sayilarindan hangisinin agkin oldugunu séylemiyor. Her ikisi birden de agkin olabilirler
ve muhtemelen de Gyleler.

1897’de ABD’nin Indiana eyaleti az kald1 7’yi kesirli bir say1 olarak kabul eden bir yasa
cikariyordu. Rastlant1 eseri o anda mecliste bulunan bir matematikgi rezaleti engellemistir.

Okuma Parcas:1 2: Bilesik Faizler

Bankaya A lira yatirdiginizi ve bankanin yiizde yiiz faiz verdigini diigliniin. Bir
yil sonunda bankada 2A liramz olur. Eger banka %15, yani 0,15 faiz verseydi,
o zaman yil sonunda bankada A + 15A4/100 liramz olurdu, ilk yatirdigimiz A
lira ve buna ilaveten faizden gelen 15A4/100. Bankanin yillik faizi z ise, (%100
faiz x = 1 demektir) bir y1l sonra paraniz Ax artar ve toplam

A+ Az = A(1 + )

kadar paraniz olmug olur. Paranizi bankadan ¢gekmez de, faiziyle birlikte bir yil
daha bekletirseniz, o zaman ikinci yilin faizi bu A(1 + z) istiinden hesaplanir
ve ikinci yilin sonunda

Al +2)(1 + ) = A1 + 2)?

kadar paraniz olur. Faizine hi¢ dokunmadan paray1 bankada n yil birakirsaniz
ve faiz bu n yil i¢ginde degigmezse, n yil sonra bankada,

Al + )"
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liraniz birikmis olur.
Simdi de bankanin faizi mugterilerine alti ayda bir 6dedigini varsayalim. O
zaman, alt1 ay sonra bankadaki paraniz
x
A(1+3)
lira olur, ¢linki yillik faiz x ise, alt1 aylik faiz bunun yarisi1 kadar, yani /2’dir.
Eger bu para bir sonraki alt1 ay boyunca da bankada igletilirse, o zaman ban-
kadan x’ten daha fazla yillik faiz alirsiniz, ¢linkli banka, ikinci alt1 ayda ilk
alt1 ay sonunda verdigi faize de faiz igleyecektir. Boylece yil sonunda paraniz

A<1+§>2

lira olur ki bu da elbette yillik 6denen z faizden daha fazla para getirir.
Ya faiz ti¢ ayda bir 6édenirse? O zaman bir yil sonra,
x\ 4
A(1+3)
+ 4
liranmz olur. Eger faiz her ay 6denirse ve anaparaya ve faizine hi¢c dokunmaz-
saniz, yil sonunda,

T\ 12
AL+ 73)
+ 12
kadar paraniz olur. Faiz giinliik de 6denebilir ve o zaman bankada yil sonunda
ne T 365
(1+355)
kadar paraniz birikir. Genel olarak, eger faizler yilda n kez ddenirse, o zaman
yil sonunda
X n
A(1+2)
n

kadar paramz birikir. Simdi, yil baginda 1 liramizin (A = 1) ve faizin %100
(z = 1) oldugunu varsayalim. O zaman yil sonunda bankada

(1)

liraniz olur. n ne kadar biytkse, yani banka faizi ne kadar sik oderse, yil
sonunda bankada biriken paraniz o kadar artar. n’yi sonsuza gotiiriirsek, e
buluruz. Yani banka paranizi %100 faizle igletirse ve faizi her an oderse, o
zaman yil sonunda,

e=2,71828...
liraniz olur. Faizin ne kadar siklikla 6dendigi pek biiyiik bir fark yaratmiyor:
Yillik: 2 10 glinltik:  2,68200
6 aylik: 2,25 5 giinliik:  2,699894

3aylk: 244141 1 giinliik: 2,71457
1aylk: 2,61304  siirekli: 2,71828
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Okuma Parcas1 3: e Sayisinin Degisik Gosterimleri

e sayisinin cgesitli gosterimlerini kanitlamadan yazacagiz. Okur kendi bagina
kanitlamaya galigabilir ve galigmalidir.

Asagida, ;2 x; ifadesi,
n
Jim )
1=

anlamina kullanilacaktir. Once bildiklerimizi yazalim.

1\" 1 "

i=0
_1 1 2 21
= Z() = lim (1—|—> = Z'ﬁ .
= 1! n—00 n pard |
Benzer esitlikler:
1-2 1 1 1
e=|2 "Z D) H_l =2 — |
par (24)! 244 il — (2t +1)
2
_i 3 — 442 _i9i2+1 B i 4i+3
2+ 1) = (39)! prd 22141(24 4 1)!
N il 4= 5.4 15 - 4!
i=1 i=1 =

Bu tiir egitlikler ¢ogaltilabilir.
Bir bagka tiirden belki ama gene de standart sayilabilecek bir egitlik:

) (n + 1)ntH! n"
e= lim —
n—00 nn (’I’L _ 1)n71
n-inci Bell sayust, n elemanh bir kiimenin toplam pargalamsg sayisidir, yani
kiime tizerindeki degisik denklik iligkisi sayisidir. (Bu ad tnli Isko¢ mate-
matik¢i yazar Eric Temple Bell’in (1883-1960) onuruna verilmistir.) Ornegin,
n = 3 ise, {1, 2,3} kiimesinin parcalaniglari,

{1,2,3};
{1}, {2,3}
{2}, {13}
{3}, {1,2};
{1}, {2}, {3}
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olmak fizere 5 tanedir, yani p3 = 5. Ik Bell sayilar sOyledir:
1,1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975.
Bell sayilar1 arasinda kanitlamasi oldukga kolay olan su iligki vardir:
" /n
Bpy1 = Z <i>Bi.
=0
Biraz once verdigimiz esitlikler goyle genellegtirilebilir:

Y

00
2
€ = E .
: anIZ!
i=1

Peki ya su Dobinski formiiliine ne demeli?

Simdi tuhaf bir egitlik verelim. pg, k-inci asal olsun. (“)rnegin p1L =2, p2 =3,
p3 =5 vs. Eger n > 2 bir dogal say1ysa, nf, n’den kiigiikegit asallarin ¢arpimi
olsun. Ornegin,

paf =T =2x3x5x7=210.
Simdi garpici esitligi verebiliriz:

e = lim (pnﬁ)l/p".

n—oo

Bir sonraki okuma pargasindan, e’nin neden ilging bir say1 oldugu bir kez daha
glin yiiziine ¢ikacak. Buna baglantili olarak: 1/n kazanma olasihigiyla kumar
oynayan bir kumarbazin n kez oynadiginda hi¢c kazanmama olasiligi, n biiyik
oldugunda, yaklagik 1/e’dir.

Ik Goriiniise Aldanma! f(n) = [e(» /2] 41 olsun. Buradaki [], ’in
tamkismini ifade etmektedir. f(1), f(2), ..., f(9) degerleri soyledir:

1,2, 3,5,8,13, 21, 34, 55;

yani Fibonacci dizisinin ilk sayilari. Ama bir sonraki deger f (10) = 144 olur!
Demek ki neymig? Ilk goriintigse aldanmamak lazimmuig!
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Okuma Parcas1 4: Yer Bulma Olasilig:

Kendi adlarim okuyacak kadar bile okuma yazmasi olmayan n kisi bir ziyafete
davet edilmigler. Davet eden kisi, davet edilenlerin okuma yazma bilmedigini
tahmin edemediginden, ziyafet masasindaki yerleri belirlemek icin konuklarin
adlarini bir kartona yazip tabaklarinin iistiine koymus. Higbir gseyin farkinda
olmayan ve varmayan konuklar masaya rasgele yerlesmisler. En az bir kiginin
dogru yere oturma olasilig1 kagtir?

Yanit1 6nce kiigik n’ler igin bulalim. Belki bir fikir verir. (Acemice bir
yaklagim!)

n = 1 ise, gelen tek davetlinin yanlis yapma ihtimali yoktur, mecburen
kendisine ayrilan yere oturacaktir. Bu durumda en az bir kiginin dogru yere
oturma olasilig: 1’dir.

n = 2 ise, ya ikisi de dogru ya da ikisi de yanlg oturacaklardir; olasilik
%50, yani 1/2°dir.

n = 3 ise gegitli yerlesme bigimlerini gizelim. Sol tarafa kigileri 1, 2, 3 diye
yazalim, sag tarafa da kartonda yazan adlari. Ok da kiginin oturdugu yerin
kartonunu gostersin. 1§te 6 durum:

S8R SR
[S8) SR

N N R R N
e 2>€2 2> 2 %2 2&2
3 37%3 33 373 3-%3

—1
— %)
_»3

Sadece ilk 4 yerlesmede en az bir kigi dogru oturmus. Son iki yerlesmede
herkes yanlig yere oturmus. Demek ki en az bir kiginin dogru yere oturma
olasilig1 4/6, yani 2/3. Olasilik bu sefer artt.

Simdi n = 4 olsun. Yukardaki gibi sekil yaparsak, cok uzar, igin icinden
cikamay1z. Yerlegimleri daha cebirsel bir bigimde simgeleme yontemi bulmali-
yiz. Yukardaki 6 yerlegsimi soyle gosterelim:

m

I R e I, B U N SR B NS
2 252 134 >0 2 X5 2
303293 37%3 33 37%3 343

(132)

NE)3) (123 (13)2)  (12)(3) (123) 132

C)rneéin (123) yerlesimi, 1 numarali konuk 2 numarali iskemleye, 2 numarali
konuk 3 numarali iskemleye ve 3 numarali konuk 1 numarali iskemleye oturu-
yor demektir. (13)(2) ise 1 numara 3 numaranin yerine, 3 numara 1 numaranin
yerine oturmug ve 2 numara da kendi yerine oturmug demektir. Kendi numa-
rasina oturanlari hi¢ géstermesek de olur. O zaman (13)(2) yerine kisaca (13)
yazabiliriz. Herkesin kendi yerine oturdugu durumu da Id olarak gosterelim.
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Bu anlagmayla n = 4 i¢in tiim durumlar: teker teker yazabiliriz:

Id,

2),(13),(14),(23),(24), (34),
123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
12) (2

(34), (13)(24), (14)(23),

(1
i i
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Sadece ilk li¢ satirda en az bir kisi kendi yerine oturmus, yani toplam 24
durumun 15’inde. Olasilik bu sefer 15/24 = 5/8 bulunur. Bir 6nceki olasiliktan
daha diisiik.

Bir de n = 5 i¢in bulalim ama bu sefer daha ¢abuk olalim. (Bu, matematik
yapalim demektir!) En az 1 kisinin dogru yerlestigi yerlesimleri sayalim:

Id: 1 tane.

Tipi (12) olan yerlesimler, yani tam 3 kiginin dogru yere oturdugu yerle-

simler, bunlardan toplam
5
=10
()
tane var.

Tipi (123) olan yerlesimler, yani tam 2 kiginin dogru yere oturdugu yerle-

simler, toplam
5
2 =20
(5)~
tane.

Tipi (12)(34) olan yerlesimler, toplam

tane.
Tipi (1234) olan yerlesimler, toplam

<5> x 3! =30
4

1+10+20+15+30 =76

tane.
Demek ki

degisik yerlesimde en az 1 kisgi kendine ayrilan yere oturuyor. Toplam yerlesme
sayist da 5! = 120 oldugundan, bu durumda olasiik 76/120 = 19/30’dir. Bu
sefer olasilik artti, ¢linkii
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Buldugumuz olasiliklar: teker teker yazalim:

n =1 icin 1,
n =2 igin 1/2,
n = 3 icin 4/6,

n =4 icin 15/24,
n =5 icin 76/120.

Sanki hicbir kural ya da formil yok... Var ama. Bulacagiz. En azindan pay-
daya n! koyabilecegimiz belli! Bunun nedeni ¢ok bariz olmali: Toplam yerlesme
sayis1t n! ¢linkl ne de olsa n kigi ve n yer var, dolayisiyla n elemanl bir kiime-
nin eglemeleri s6z konusu. Bu toplam n! tane eglemenin kaginin en az bir ele-
mani sabitledigini bulmaliyiz. Bu sayiy1 n! sayisina boldiigiimizde istedigimiz
olasilig1 buluruz.

{1,2,...,n} kiimesinin eslesmelerinden olugan kiimeye S,, diyelim. |S,| =
n! oldugunu biliyoruz.

T;, Sy’nin, 7 saysmi sabitleyen eglemelerinden olugan kiime olsun. Ornegin
eger n =4 ve 1 = 2 ise,

Ty = {Id, (13), (14), (34), (134), (143)}

olur. |Ti| = (n—1)! ¢linkii 7; kiimesi, n— 1 tane elemani olan {1,2,...,n}\{i}
kiimesinin eglemelerinden olusur.
Hesaplamak istedigimizin,

L
=1

kiimesinin eleman sayis1 olduguna dikkatinizi ¢ekerim. T;’lerin bir resmi aga-
gida.

T,

T
T N

T3

Eger degisik ’ler icin T; kiimeleri kesismeseydi, bu birlesimin eleman sayisi
tam tamina T; kiimelerinin eleman sayisinin toplami, yani

n

> T

i=1
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olurdu. (|7;| = (n — 1)! oldugundan, bu toplam tam n! olur.) Ama maalesef
T;’ler kesigiyorlar.
T; ;, hem 4’yi hem de j'yi sabitleyen eslemelerin kiimesi olsun, yani,

olsun. Eger ¢ # j ise,
Ti | = (n = 2)!
olur.
Ty
T3
T.
T, 4
Ts
Bu tamimi genellestirelim. 41,...,4; € {1,...,n} gostergecleri icin, T, ;,
kiimesi Sy, 'nin 41, . . . , i sayilarini sabitleyen eslemelerinden olusan kiime olsun.
Yani
E1,...,ik - Til N EQ n...N Ek
olsun. Eger i1, ..., sayilar: birbirinden degisikse,
|E17-~-7ik‘ = |Sn—k| = (n — k)!
olur.

Ty Tio3

T
T }

Ty
Elbette, ornegin, T1 42 = Ty 12 = To41 = T1,24. Bundan boyle T3, ;, yazih-

min1 sadece
1<y <p9<... < <n
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esitsizligini saglayan 41,49, ..., %} gostergecleri icin kullanacagiz.
T;’lerin birlesiminin eleman sayisini bulmak igin [N1]’de kanitladigimiz
Igindelik-Digindalik Teoremi’ni kullanacagiz:

UTi :Z|TZ|_ Z |T%17i2|+ Z |T%1,i2,i3|_'”
i %

11 <12 11 <12<13
yani
n
k
UTl :E (—1) E T i |
i k=1 1<i1<..<ip<n

Bu teoremi durumumuza uygulayalim. Eger
1<t <io< ... < <n

ise, gostergecgler birbirinden degisik olacagindan,

T, | = [Sn—i| = (n = k)!
esitligini biliyoruz. Ayrica her k =1,...,n icin, tam

n
(&)

tane 1 <41 <19 < ... < i < n egitsizligini saglayan

{i17i27 .. 72]@}

kiimesi oldugunu biliyoruz. demek ki,

k=1

olur. Bu sayiy1 daha tikiz bir bicimde hesaplayalim:
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buluruz. Demek ki, hesaplamak istedigimiz olasilik,

UL, Tl _ 3~ (D"

n! k!

k=1

olur. Istedigimizi bulduk.

Ancak, n ¢ok biiyiikkken, 6rnegin n = 1000 iken ya da n = 1.000.000 iken bu
say1y1 hesaplamak cok zordur. Matematikgiler bu gibi durumlarda n’yi sonsuza
gotirtirler ki n gok biiyiikken yaklagik bir deger bulunabilsin. Ayni seyi faiz
hesaplarinda da yapmistik. Yukarda n’yi sonsuza gétiiriirsek e~! buluruz (bkz.
Sonug 10.9).

Teorem 10.17. Rastgele eslenen n ciftten en az birinin kendi esiyle eslenme
olasiligr, n sonsuza giderken 1/e’ye yakinsar, yani n ¢ok biyikken bu olasilik
yaklagik 1/e’dir. ]



