9. Sinirhh Diziler

9.1 Buzen Diziler
€ (—1,1) iken, hem
(r")n

dizisinin hem de
(I+r4- ")y

dizisinin yakinsakligini Boliim 6’da kanitlamigtik. Bu iki dizinin ortak bir 6zel-
ligini ortaya gikaralim: Once birinci diziyi ele alalim.

Tp=1"

ise, o zaman,

n+2 rn—&—ll _ n+l T,n‘ _

[Tny2 — Tng1| = |1 | Pl |zne1 — o

olur. Simdi ikinci diziye bakalim. Bu sefer,
Tp=1+r+---+1"

olsun. O zaman da

|Tnt2 — Tnt1| = ‘rn+2| = |r| ‘Tn+1| = r[|Tpy1 — zn
olur. Her iki durumda da
‘xn+2 - xn+1’ = |7"Hxn+1 - xn‘

elde ettik. Aslinda bu iki dizinin yakinsamasini bu esitlige bor¢luyuz, hatta
bundan daha zayif bir kogul olan,

|Zn+2 = Tnt1] < |7|[Tns1 — @l

esitsizligine borcluyuz. Bu 6zelligi saglayan dizilere, “ardigik terimler arasin-
daki mesafe belli bir orandan daha az biiziiliiyor” anlaminda, biizen dizi adi
verilir.
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Tanim. (z,), bir gergel say1 dizisi olsun. Eger sabit bir r € (0,1) sayisi igin,
|Zn+2 — Tot1] < 7[Tpt1 — Tl

her n icin saglaniyorsa, o zaman (), dizisine biizen dizi, r’ye biizme kat-
sayrst denir. Eger bu esitsizlik yeterince biiyiik n’ler icin saglaniyorsa, diziye
zamanla biizen dizi denir. Zamanla biizligen dizilerin yakinsak oldugunu
kanitlayalim.

Teorem 9.1. Zamanla biizen bir dizi yakinsaktur.

Kanit: (z,), bilizen bir dizi olsun. (Zamanla biizen dizilerin yakinsakligi-
nin kanit1 aynidir.) Dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlayacagiz ve boylece
teorem kanitlanmig olacak.
€ > 0 ve n > m olsun.
|Zn — | <€

esitsizliginin saglanmasi i¢in m’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz
ama Once bir k gostergeci igin,

|Tkt1 — k|
teriminin ne kadar kii¢iik olabilecegini bulmaya caligalim.
|Zhg1 — k] < 7Tk — TRl

ve
|z — Tp—1| < 7 |Tp—1 — Tp—2|

esitsizliklerinden,
|1 — x| < 7? |1 — T2

esitsizligini elde ederiz. Bu ve
|Tp—1 — Tp—2| < 7 |Xp_2 — Tp—3]

esitsizliginden,
|Tpy1 — 2| < r’ |Tk—2 — Th—3|

esitsizligini elde ederiz. Timevarimla, kolaylikla, her £ =1,2,..., k igin,
@1 — @] < 7 Tpopr1 — e
egitsizligini ve £ = k icin de,

|Tht1 — k] < r |z1 — o
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esitsizligini buluruz. Dizinin Cauchy oldugunu gostermek icin, her £ igin gecgerli
olan bu son egitsizligi kullanacagiz. Fazla kalabalik etmemesi igin,

|z1 — o
yerine a yazalim. Demek ki,
k
|Zk+1 — k| < 7%a

esitsizligi dogrudur. r, 0 ile 1 arasinda bir say1 oldugu igin k& ¢ok biiyik
oldugunda r*a’nin cok kiicitk olduguna dikkatinizi cekeriz. Simdi n > m icin
|Zy, — @y, | terimini kiigliltmeye gegebiliriz. Bu terimin e’dan kugiik olmasi igin
m’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz.

|Zn — T = [(Tn — Tp—1) + -+ (Tng1 — Tm)|
< |$n - xn—1| + -+ |xm+1 - xm’
< la4 o 4rmMa =" 4 4™
1 —pn—m rm

m(,.n—m—1 m
T (T + + )a T 1 , a al ,

esitsizliginden dolayi,
Tm

1—r

a
terimini €’dan kiiclik yapmak yeterli. Bunun igin de,

< e(l—r)

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Ama (r™),, dizisinin 0’a yakinsadigini bildi-
gimizden, 6yle bir N vardir ki, bu N’den biiyiik m’ler icin, ™ < ¢(1 —r)/a
esitsizligi saglanir ve bu da kanit1 tamamlar. O

Ornek 9.1. Bu énemli teoremin bir uygulamasini verelim hemen. a > 0 ise \/a ’ya yakinsayan
bir dizi bulalim.

a herhangi bir gergel say1 olsun. (), dizisinin terimlerini tiimevarimla géyle tanimla-
yalim:

(%) Tntl =

Bu tamim sayesinde, eger dogru bir zo degeri verilmisse, tiim z,,’leri hesaplayabiliriz. Ama

baz1 xo degerleri icin dizi sonsuza dek hesaplanamaz. Ornegin, xo = —1 i¢in 1 hesaplanamaz
olur. Ya da
_a+1
o — — 2
icin £1 = —1 olur ve bu sefer de x2 hesaplanamaz olur. Dizinin sonsuza dek hesaplanama-

yacagl xo degerleri olsa da, dizinin sonsuza dek hesaplanabilecegi sonsuz sayida xo degeri
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vardir. Ornegin eger a pozitifse, xo’1 pozitif segersek dizinin tiim terimleri pozitif olur, do-
layisiyla higbir terimi —1 olamaz, dolayisiyla boyle bir segimle dizinin tiim terimleri hesap-
lanabilir.

Eger bu dizi yakinsaksa, limiti ancak \/a olabilir. Nitekim eger dizinin limiti z ise, (*)

esitligi bize, Teorem 5.4’ten dolay1
T+ a

T+ 1

verir. Payday egitleyerek ve sadelegtirerek

=a
buluruz. Demek ki eger a < 0 ise (*) dizisi (zo ne olursa olsun) yakinsak olamaz; dolayisiyla
Cauchy de olamaz. Ote yandan eger a > 0 ise, bundan, dizinin -eger yakinsaksa- karesi a
olan bir sayiya, yani ya \/a ya da —/a’ya yakinsadig1 anlagilir.

Bundan béyle a’nin pozitif oldugunu varsayacagiz. Ayrica xo > 0 varsayimimi da yaparak
dizinin tanimli olup olmamasi sorunuyla muhattap olmak zorunda kalmayacagiz.

Eger a = 1 ise, ilk terimden sonra 1 olarak sabitlesen bir dizi elde ederiz ki bu da pek
ilging bir dizi degil, ayrica Cauchy oldugu da c¢ok belli. Dolayisiyla bundan béyle a # 1
varsayalim.

Simdi |Xn+2 — Tnt1| ile |Tpt1 — zp| arasindaki biiziisme iligkisini bulmaya galigalim.
Kolay bir hesapla,

(a—1)(zn —Tn+1)
(Tni1 + D)(zn +1)

Tnt1+a  Tpta

Tnt+1+1 Tl

|5Un+2 - xn+1| =

(a=1)(zn —2zn+1) la — 1|
= = |Tnt1 — @n]
2, +a+1 2z, +a+1
elde ederiz. Demek ki,
|la — 1]
20, +a+ 1

terimine yogunlagsmamiz gerekiyor. Bu terimin her zaman 1’den kiic¢iik oldugunu gostermek
yetmez, bu terimin, n ne olursa olsun, 1’den kiigiik ayni r sayisindan kiigiik oldugunu goster-
mek gerekir. Simdi bunu yapalim.

iki degisik durumu ele alacagiz: 1 < a ve 1 > a durumlarini.

Eger 1 < a ise, kolaylikla 1 < x,, esitsizligi kanitlanir, buradan da,

la—1 = 1-a < l-a 1-a
2, +a+1 2z,4+a+1 24a+1 a+3

<1

elde ederiz.
Eger 1 > a ise, kolaylikla a < x,, esitsizligi kanitlanir, buradan da,
la—1 a-1 a—1 a—1

= = 1
2c, +a+1 2xn+a—|—1<2a—|—a—|—1 3a—|—1<

elde ederiz. Demek ki, r’yi,

1—a

{ a—l  eger 1 < a ise
r=
1+3a

a+3
eger 1 > a ise

olarak tanimlarsak, o zaman 0 < r < 1 ve
|Znt2 = Tnia| < [7||Tnir — @n|

olur. Sonug: Dizi biizilisen bir dizidir; dolayisiyla yakinsar. Dizinin hangi sayiya yakinsadigini
biliyoruz: 1/a’ya.
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Alistirmalar

9.2. Tpt1 = 6 — 1/x, ve ko = 1 olsun. Her n > 1 igin x,,’nin tanimlandigini ve z, > 5
esitsizligini kanitlayin; ayrica z,, < 6 egitsizligini kanitlayin.

|Zni1 — an| <

= % ‘xn - xn—l'

(n > 1) esitsizligini kanitlaym. (z)» dizisinin limitini bulun.
9.3. Fibonacci dizisini ele alalim: 12 = T, + Xp41 ve xo = 1 = 1. Ve

Yn = Intl
Tn
olsun. .
Yn+1 — — + 1
Yn

ve yo = 1 egitliklerini gozlemleyin. Her n igin 1 < yn41 < 2 esitsizliklerini kanitlayin.
|Yn+1 — Yn| sayilarn arasinda bir onceki alistirmadaki gibi bir esitsizlik bulun. (yn)n
dizisinin limitini hesaplayin.

9.4. Her n icin |an| < 3 ve |ani2 — any1] < Ja2i1 — a2|/7 olsun. (ay)n dizisinin yakisak
oldugunu kanitlayin.

9.5. s > 0 ve xo > 0 sayilar verilmig olsun. Her n > 0 igin

Tn+1 = VS + Tn

tanimini yapalim. Bu diziyi Ornek 7.14’te de incelemistik. O ahstirmay tekrar gozden
gecirerek dizinin biizen olup olmadigini inceleyin.

9.2 Kapali Kutular Teoremi

Bu altboliimde, birbiri igine gecmis kapali araliklarin kesigsiminin bogkiime ola-
mayacagini kanitlayacagiz.

Teorem 9.2 (Kapali Kutular Teoremi I). (a;); ve (b;);, her i < j icin,
a; < aj <b; <b

esitsizliklerini saglasin. O zaman ()2 [ai, b;] kesisimi bos degildir. Ayrica,
lim a; ve lim b;
1— 00 1— 00

limitleri vardur ve limitlere siraswyla a ve b dersek, a < b ve (o= |ai, bi] = [a, b]

olur. Dahasi, eder lim; ,o(a; — b;)) = 0 ise, a = b olur ve kesisim tek bir
noktadan ibarettir.
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Kanit: (a;); dizisi artan ve her b; tarafindan tstten sinirhdir. Bundan da (a;);
dizisinin limiti oldugu ¢ikar. Eger a bu limitse,

a; <a<b;

olur. Demek ki (b;); dizisi azalan oldugu gibi ayni1 zamanda a tarafindan da
alttan sinirlidir. Dolayisiyla
a S b S bi

olmak zorunda. Bu ikisini bir araya getirirsek,
a; <a<b<ly

buluruz. Demek ki a < x < b esitsizliklerini saglayan her z tim [a;, b;] aralik-
larindadir, yani

[av b] - ﬂ[ai7 bi]

=0

olur. §imdi diger tarafi kanitlayalim. x tim [a;, b;] araliklarinda olsun. O za-
man,
a; <x < b;

olur ve taraflarin limiti alindiginda, Sandvi¢ Teoremi’nden (Teorem 5.1),
a<z<b

bulunur, yani z € [a, b].
Eger lim;_,o(a; — b;) = 0 ise, elbette a = b olur ve kesisimde tek bir say1
vardir. [l

Bu teoremden daha genel bir teorem kanitlayabiliriz. Yukarda sayilabilir
sayida aralik aldik, oysa buna gerek yoktu:

Teorem 9.3 (Kapali Kutular Teoremi II). (K;);cr bir kapale araliklar ailesi
olsun ve her i,j € I i¢in ya K; C K; ya da K; C K; olsun. O zaman (o5 K;
kesisimi bos degildir.

Kamt: K; = [a;,b;] olsun. Her 4,5 € I icin, ya K; C K; ya da K; C K;
ol-dugundan,

ya aj < a; < b < bj yadaa; <a; <bj<b
olur. Ama her durumda, a; < b; olur. Demek ki

{ai:iGI}
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kiimesi {istten her b; tarafindan iistten simirhdir. Dolayisiyla, {a; : i € I}
kiimesinin en kiigiik tistsiniri, yani sup{a; : ¢ € I} sayis1 vardir ve bu en kiiciik
ustsinira a dersek, her 5 € [ icin

a § bj
olur. Demek ki
{bj rjgel }
kiimesi alttan a tarafindan alttan smirhdir. Dolayisiyla, inf{b; : j € I} vardir
ve bu en biiylk altsinira b dersek, a < b olur. Bundan da, her 7,5 € [ icin,

aigagbgbj

esitsizlikleri ¢ikar. Demek ki, her ¢ € I igin [a, b] C K; ve sonug olarak,

[CL, b] - ﬂ Kz
icl
olur. Simdi diger tarafi kanitlayalim. z, kesigimde olsun. O zaman her ¢ € I
icin,
a; <x < b;

olur. Bundan da a < x < b cikar. O

9.3 Bolzano-Weierstrass Teoremi

Unlii Bolzano-Weierstrass Teoremi sinirli her dizinin yakinsak bir altdizisi ol-
dugunu soyler. Degigik tiirden ve daha genel ifadeleri de vardir. Klasik analizin
temel teoremlerinden biridir. Bu boliimde bu teoremin birkac degisik kanitini
gosterecegiz. (Daha once sayfa 148’daki Aligtirma 25’te bunun bir kanitini
gostermigtik. )

Teorem 9.4 (Bolzano-Weierstrass). Swnerle bir dizinin yakinsak bir altdizisi

vardar.

Birinci (Standart) Kamit: (z,),, siurh bir dizi olsun. Dizinin bir I arali-
ginda oldugunu varsayalim. I araligini tam ortasindan ikiye boliip sol ve sag
parcalarina bakalim. Bu pargalara Iy ve I diyelim.

Ip ve I pargalarinin yariagik ya da kapali araliklar olmasi énemli degil,
her ikisinin de kapali olduklarini varsayalim.

Eger sonsuz sayida n gostergeci icin, x, terimi Iy’daysa, Ip’dan bir z,
terimi secelim.
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—_——t
£ f 3
fI 0 L
Eger sonsuz tane n Aksi takdirde, sonsuz tane
gostergeci icin, x, € I n gostergeci igin, x, € I

ise, I’dan bir X, seciyoruz. olur ve bu durumda
I,’den bir x,, segiyoruz.

Eger aksine, x, € Iy 6zelligini saglayan sonlu sayida n gostergeci varsa, o
zaman sonsuz saylda n gostergeci i¢in, x, terimi I;’dedir ve bu durumda z,,
elemanim [; araligindan secelim. Diyelim x,, elemanim /; araligindan sectik.
Bu eleman, kanitin sonunda bulacagimiz yakinsak altdizinin ilk terimi olacak.

Simdi bir sonraki z,, elemanini sececegiz. Bunun icin I; araligini tam ortadan
ikiye bolelim. Bu araliklara I1g ve I11 adimi verelim. Eger sonsuz sayida n
gostergeci icin, x, terimi Iig’daysa, I;9 araligindan, ng < m; olacak sekilde
bir x,, terimi segelim. Eger aksine, x,, € I;o 0zelligini saglayan sonlu sayida n
gbstergeci varsa, o zaman sonsuz sayida n gostergeci igin, x, terimi I11’dedir
ve bu durumda z,, elemanini /;; araligindan secelim. Diyelim z,, elemanini
Ip araligindan segtik. Bu eleman bulacagimiz yakinsak altdizinin ikinci terimi
olacak.

T

Her agamada, bir 6nceki aralig1 tam ortadan ikiye bolecegiz ve bu iki araliktan
hangisinde sonsuz sayida n gostergeci icin x,, terimi varsa, o aralig1 sececegiz.
(Eger her ikisinde de sonsuz sayida varsa, soldaki araligi seciyoruz. Boylece
Se¢im Aksiyomu’nu gereksiz yere kullanmamig oluyoruz.)

Kanitin sonunda bulacagimiz yakinsak dizinin bir sonraki terimini iste bu
sectigimiz araliktan seciyoruz.

Daha matematiksel olalim ve yukardaki ingay1 daha simgesel olarak ya-
palim.

Oyle bir (I1,); kapali araliklar dizisi ve (ng)y, dogal say1 dizisi bulacagiz ki,

1) Her k icin ny < ng41 olacak.

2) Her k igin Ij+q C Ij olacak.

3) I+1’in uzunlugu I 'nin uzunlugunun yaris1 kadar olacak.

4) Her k > 0 icin, z,, € I} olacak.
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5) Her k igin, z, € I} iliskisini saglayan sonsuz sayida n gostergeci olacak.

Bu insay1 k tizerine tiimevarimla yapacagiz. Once k=0 icin: Iy = I olsun.
Sadece 5’inci kogulun dogrulugunu kontrol etmemiz gerekiyor ki bu da I'nin
tanimindan dolay1 bariz: Her n i¢in x,, € I = Iy’dir.

Yukardaki 6zellikleri saglayan,

I=IychLcCc...CcI

araliklarini ve
no<ng <...<ng

dogal sayilarini (gostergeglerini) segtigimizi varsayalim. (k = 0 da olabilir.) Bir
sonraki [y araligini ve ngy1 dogal sayisin segelim. Tiimevarim varsayimina
gbre, sonsuz tane n icgin, I, araliginda z, teriminin oldugunu biliyoruz. I
araligini tam ortadan ikiye bolerek iki kapali araligin birlegimi olarak yazalim.
Bu iki kapali araliga Iy, o ve ;1 adini verelim (soldaki hep I} ¢ olsun mesela):

I, = Ik70 U Ik,l-

Eger sonsuz sayida n gostergeci icin x,, € Iy ise, Iy+1 = Iy o olsun (bdylece
2, 3 ve 5’inci kogullar saglanmig olur). Eger aksine x,, € I iligkisini sonlu
sayida n gostergeci sagliyorsa, o zaman sonsuz tane n gostergeci i¢in x, € Iy 1
olur.

Bu son durumda Ij41 = I olsun (2, 3 ve 5’inci kogullar gene saglanmig
olur).

Sonsuz sayida n gostergeci icin x,, € Ix11 oldugundan

Ty € Ig11 ve n < ng

iligkilerini saglayan bir n gostergeci vardir. Bu n’lerin en kiigiigiine ny41 diye-
lim. (Se¢im Aksiyomu’nu gene kullanmadik!) Boylece 1 ve 4’iincii 6zellikler de
saglanmig oldu.

Ingaat tamamlanda.

Simdi (zp, )k dizisinin yakinsak oldugunu ya da (ayn1 sey) bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim.

Yakinsakligin Birinci Kaniti: € > 0 olsun. I'nin uzunluguna ¢ diyelim.
(3)’e gore, I;’nin uzunlugu £/2%dir. Eger r > s ise,

ZTn, €I, C Is ve z,, € I

oldugundan,

Y4
T, — Tn,| < s
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olur. (Bkz. agagidaki sekil.) Demek ki eger N dogal sayisi,

2W<6

esitsizligini saglayacak kadar biiyiik segilirse, o zaman her r > s > N icin,

14 1
|xnr—xns|<§<2—N<e

olur. Demek ki (2, ), bir Cauchy dizisidir.

M
T
[

Yakinsakligin Ikinci Kaniti: I, = [ak, bg] olsun. I'nin uzunluguna ¢ diyelim.
(3)’e gore, I ’nin uzunlugu £/2%’dir, yani

bk—ak:?.

Ayrica, (2) ve (4)’ten dolay,
ap, < ap1 < Ty, < by < by

Demek ki (ag)g tstten sinirh ve artan bir dizi, dolayisiyla yakinsak. Benzer
nedenden (by)y dizisi de yakinsak. Bu dizilerin limit a ve b ise,

: 4
b= fim (b o) =l =0

olur, yani a = b. Simdi Sandvi¢ Teoremi’'ne (Teorem 5.1e) gore

lim z,
k—o00 k

vardir (ve a’ya esittir). O

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin Ikinci (daha basit) Kamiti: (z,)n,
sinirlt bir dizi olsun. Eger (), dizisi sonlu sayida deger aliyorsa, yani

{z, :n e N}

kiimesi sonluysa, o zaman bu dizi sabit bir altdizi icerir ve bu durumda is-
tedigimiz yakinsak altdiziyi elde ederiz. Eger (x,), dizisi sonsuz sayida deger
aliyorsa, o zaman bu dizinin her terimi degisik olan bir altdizisi vardir. (Neden?
Ve bu altdiziyi Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadan bulabilir misiniz?) Gerekirse
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(zn)n dizisi yerine her terimi degisik olan bu altdiziyi alarak, (z,), dizisinin
her teriminin degigik oldugunu varsayabiliriz.
(zn)n dizisinin bir [a, b] araligina sigdigini varsayalim.

A = {x < b: sonlu tane z, terimi [a, x| aralhiginda }

kiimesine bakalim. a € A oldugundan, A # 0. Ayrica A kiimesi b tarafindan
tistten sinirli. Demek ki A’nin bir en kiigiik tistsinir1 var.

c=supA

olsun. Simdi c’ye yakinsayan bir altdizi oldugunu kanitlayacagiz. £ > 0 her-
hangi bir dogal say1 olsun. ¢ — 1/k < ¢ oldugundan, ¢ — 1/k sayist A'nin bir
iistsinir degildir. Dolayisiyla

1
c—Egdgc

esitsizliklerini saglayan bir d € A vardir. A’nin tanimina gore, [a, d| araliginda
dizinin sonlu sayida terimi bulunmaktadir. Ote yandan ¢ < ¢ + 1/k oldu-
gundan, ¢ + 1/k ¢ A ve [a,c + 1/k] araliginda dizinin sonsuz sayida terimi
bulunmaktadir. Demek ki (d, ¢ + 1/k| araliginda dizinin sonsuz sayida terimi
bulunmaktadir. Bundan da

1 n 1
c——,c+—
k k
araliginda dizinin sonsuz sayida terimi bulundugu c¢ikar. z,, bu terimlerden
biri olsun. Demek ki,

1 1
C—EgmnkganE

olur ve bundan da [Sandvi¢ Teoremi],
lim z,, =c
k—r00
gikar. O

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin Ucgiincii (en basit) Kaniti: (z,),,
sinirh bir dizi olsun. Her dizinin oldugu gibi, bu dizinin de monoton bir altdizisi
vardir (Teorem 8.6). Her monoton ve sinirh dizi gibi bu altdizi yakinsaktir
(Teorem 7.1).

Alstirmalar

9.6. ¢ € R olsun. Eger bir dizinin ¢’ye yakinsayan bir altdizisi varsa, c¢’ye dizinin yogunlasma
ya da limat noktast diyelim. Tek bir yogunlagma noktasi olan sinirli her dizinin yakinsak
oldugunu kanitlayin.

9.7. S C R olsun. Eger S’nin her dizisinin yogunlagma noktasi varsa S’nin sinirli oldugunu
kanitlayin.



