8. Gercel Sayilarin Tamlig

Yakinsak bir dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu Teorem 7.7’de kanitlamigtik.
Bu béliimde her Cauchy dizisinin (gergel sayilar kiimesinde) yakinsak oldugunu
kanitlayacagiz. Once altdizi kavramindan baglayacagiz, ana teoremimizi ikinci
altboliimde kanitlayacagiz.

8.1 Altdiziler

Herhangi bir dizi ele alalim:
Lo, L1, 2, T3, ...

ve bu dizinin iginden gostergeci ¢ift olan terimleri secelim:
Lo, L2, L4, T,y - - -

Bu ikinci dizi, birincisinin altdizisidir. Bir bagka altdizi, gostergeci asal olan
terimlerden segilebilir:
X2, 3, T5, T7, T11, - - -

Ya da dizinin ilk birkag terimini silip bir bagka altdizi elde edebiliriz:
T3, T4, T5, T6y - - -

Ote yandan,
T3, T2, T5, T7, T115 - - -

dizisi yukardaki ilk dizinin bir altdizisi olmayabilir, ¢linkli gostergecler artan
bir bicimde secilmemis, ilk iki terimde terslik var. Ancak x3 terimi xg ya da
x1’e egitse bu dizi birinci dizinin bir altdizisi olabilir. Eger x3 terimi xg, x1 ya
da x9’ye esit degilse

3, 3, 5, L7, T11y - - -

dizisi de en bastaki dizinin bir altdizisi olmayabilir.

Tanimu hissettirdikten sonra matematiksellegelim. Bir (z,,), dizisi verilmis
olsun. Ayrica, siirekli artan, yani her k igin ng < njy1 esitsizligini saglayan bir
(nk)r dogal say1 dizisi verilmig olsun. O zaman, (z,, )i dizisine (), dizisinin
altdizist adi verilir.
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Eger yi = xy, tanimim yaparsak, (zn,)r = (Yx)r olur ve boylece aligik
oldugumuz (y) yazilimina kavusuruz.

Tanim g0yle de verebilirdik. A C N sonsuz bir altkiime olsun. O zaman,
gostergeclerine gore dogal olarak siralanmig (zy)kea dizisi (x,,), dizisinin bir
altdizisidir. Ornegin A = 2N ise, elde ettigimiz altdizi zg, z2, 24, T6, . . . altdi-
zisi olur.

Bir bagka deyisle, bir altdizi, bir

o, T1, 2, T3, T4, T5,y - - -

dizisinden bazi terimlerin atilmasiyla elde edilen bir dizidir. Ornegin, yukar-
daki diziden bazi terimleri silerek,

xo, L1, ¥2, L3, T4, 5, T6, - - -

altdizisini, yani
X1, 3, T4, T,y ---

altdizisini elde ederiz.
Eger sansimiz yaver gider de, x3 = ¢ ya da x3 = x; olursa, o zaman,

X3,X2,T5,T7,T11y---

dizisi (x,,)y dizisinin bir altdizisi olur, yoksa olmaz.
Altdizilerde sik sik kaniti ¢ok basit olan su olgu kullanilir: Kesin artan

kanitlayabiliriz. Eger k£ = 0 ise sorun yok, c¢iinkii ne de olsa dogal say1 dizile-
rinden sozediyoruz. Eger k > 0 ise ve k < n;, ise, o zaman,

E4+1<ng+1<ng

olur ve istedigimiz kanitlanmig olur.
Ilk teoremimizde bu olguyu kullanacagiz.

Teorem 8.1. Bir Cauchy dizinin her altdizisi Cauchy’dir.

Kanit: (2,),, bir Cauchy dizisi, (zn, )5 dizisi de bu dizinin bir altdizisi olsun.
€ > 0 herhangi bir say1 olsun. Oyle bir N var ki, her n, m > N icin,

|Zn — Tm| < €.
Simdi eger k, £ > N ise N < k <nj ve N < { < ny oldugundan,
|, — xn,| <€

olur. Bu da bizim kanitlamak istedigimizdi. O

Benzer sonug yakinsak diziler icin de gegerlidir.
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Teorem 8.2. Yakinsak bir dizinin altdizisi de yakinsaktir ve iki dizi ayna limite
yakwnsarlar.

Kamt: (z,),, bir a sayisina yakinsayan bir dizi olsun, (x,,); dizisi de bu
dizinin bir altdizisi olsun. € > 0 herhangi bir say1 olsun. Oyle bir N var ki, her
n > N icin,

|z, —al < e.

Simdi eger k > N ise N < k < ny oldugundan,
|zn, —al <€

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. O

Yukardaki teoremin tersi yanligtir elbet, yani yakinsak bir altdizinin varlig
dizinin yakinsak oldugu anlamina gelmez, mesela ((—1)"), dizisinin, sabit 1
dizisi ve sabit —1 dizisi olmak tlizere iki altdizisi vardir. Ancak gu teorem
gecerlidir:

Teorem 8.3. (x,), bir dizi ve A ve B, bilesimleri N olan iki sonsuz altkime
olsun. Eger (xn)nea ve (Tn)nep altdizileri yakinsaksa ve ayne saywya yakinsi-
yorlarsa o zaman (), dizisi de yakinsaktir ve bu ortak limite yakinsar.

Kamt: Ortak limite ¢ diyelim. € > 0 olsun. Varsayima gore
(neAven>Ny)= |z, — ¥l <e

ve
(neBven> Np)= |z, — (| <e€

onermelerini saglayan N4 ve Np sayilar: vardir. N = max{N4, Ng} olsun.
Eger n > N ise, |z, — {| < € olur. O

Simdi yukardakilerden daha zor ve daha fazla uygulamasi olan bir sonug
kanitlayacagiz.

Teorem 8.4. Bir Cauchy dizisinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de
yakinsaktir ve her iki dizi de ayne limite yakinsar.

Kamt: (z,)y, bir Cauchy dizisi olsun. (z,, ) dizisi de bu dizinin yakinsak bir
altdizisi olsun, diyelim a’ya yakinsasin. (x,), dizisinin de a’ya yakinsadigin
kanitlayacagiz.
€ > 0 herhangi bir say1 olsun. |z, — a| sayisinin bir zaman sonra, yani
belli bir gostergecten sonra e’dan kiiclik oldugunu gosterecegiz. Her zaman
yaptigimiz gibi,
|zn, —a| < e.
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esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Bunun igin, soldaki |z, — a| ifadesiyle oynayip, bu ifadeyi bildigimiz
kiiciik ifadeler cinsinden tistten sinirlayacagiz.

k herhangi bir dogal say1 olsun. U(;gen esitsizliginde

lzn — al = [(zn — zn,) + (Tn, — @) < |Tn — Tny | + |20y, — @
elde ederiz. En sondaki
|y, — Zn, | Ve |2n, — a

ifadelerinin her birini kii¢iiltmeye galigmaliyiz. Birinci ifade (), bir Cauchy
dizisi oldugundan, ikinci ifade ise (xn, ); dizisi a’ya yakinsadigindan kiiciiliir.
Ayrintilar 6nemli, ayrintilar1 yazalim. Her iki ifadeyi de €/2’den kiiglik ya-
pacagiz.

Birinci ifadeden baglayalim. (z,,), bir Cauchy dizisi oldugundan, Gyle bir
N vardir ki, her n, m > N icin,

|Zn, — Tm| < €/2
olur. Demek ki eger k, n > N ise, ng > k > N olur ve
|Zy, — Zp, | < €/2

esitsizligi elde edilir.

Ikinci ifadeye gegelim. (zy, )i dizisi a’ya yakinsadigindan, Gyle bir Ny vardir
ki, her £ > Nj icin,
€
2
olur. Simdi k, hem N’den hem de N;’den biuyilk herhangi bir sabit gostergec
olsun. Her n > k igin,

|zn, —al <

€ €
2 = 0l = (2 = n,) + (@, = O] < 2 = ny| + fon, —a] < S+ =
elde ederiz. Bu da teoremi kanitlar. O
Ornekler

8.1. a> 0 iselim,__ o0 a'’/™ =1 olur.
Kanit: Gerekirse a yerine 1/a alarak a > 1 varsayimmni yapabiliriz. Bu varsayimla
a™t! > a" > 1 qkar, dolayisiyla dizi azalir. Bundan da dizinin 1’den biiyiikesit bir limiti
oldugu ¢ikar. Limite x diyelim (al/Q")n dizinin bir altdizisidir, dolayisiyla Teorem 8.4’e
gore x’e yakinsar. Ote yandan al/?" = /aql/n oldugundan aym dizi v/z’e de yakindar.
Demek ki x = \/z ve z = 1. O
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8.2.

8.3.

8.4.

1/n

lim,——oon =1 olur.

Kamt: Once dizinin zamanla azalan oldugunu, yani n*/™ > (n+ 1)@+ yani p"* >

(n+1)", yani
n
n > (1 + l)
n

esitsizliginin zamanla dogru oldugunu kanitlayalim. Ama Onsav 3.23’ten dolay1 bu son
esitsizligi n > 4 icin biliyoruz. Demek ki dizi zamanla azalir ve dizinin 1’den biiytikesit
bir limiti vardir. Limite = diyelim. Terimleri (2n)'/?" olan dizi bu dizinin bir altdizisi
oldugundan Teorem 8.4’e gore bu altdizi de x’e yakinsar. Ote yandan

(Qn)l/Qn _ 21/2nn1/2n

oldugundan, Ornek 8.1%e gore ayn1 dizi /z’e de yakindar. Demek ki z = \/z ve z = 1.
O

limn oo V12 4+ 22 + -+ + n2 limiting bulun.

Birinci Géziim: 1 + 22 +--- +n? = n(n + 1)(2n + 1)/6 esitliginden ve yukardaki iki
aligtirmadan sonug kolaylikla 1 bulunur.

ikinci Coziim: n < 12+ 22+ .-+ + n? < n x n? = n? esitsizliklerinden ve yukardaki
aligtirmadan kolaylikla cikar.

[A] a1 =2, as = 8 ve her n > 1 ig¢in,

a2p + G2n—1 A2n02n—1
————— Ve g2 = —————

a2n+1 =
2 a2n+1

olsun. (an)n dizisinin 4’e yakinsadigine kanstlayn.
Cozum: Ikinci formiilden her n > 1 i¢in aon+1a2n+2 = G2n—10a2, esitligi cikar, demek
ki a2n—1a2, = a1a2 = 2 X 8 = 16, yani

16
1 n—l = —.
1) @2n-1 =
Buradan ve birinci formiilden, kolaylikla,
Qaz2n
nto = 32—5——
Gont2 =922 116

bulunur. b, = a2, olsun. O zaman (b, ), dizisi (an)n dizisinin bir altdizisidir ve by =
as = 8 ve

bn
b2 + 16

(2) bn+1 = 32
olur. (2)’den kolaylikla,

anrl Ebn©5n§4
cikar. Ne yazik ki b;’in 4’ten kiiciikesit oldugu dogru degil, ama

by 8 16
=32 =32 ==—<4
b2 + 16 82+16 5 —

b

olur. Bakalim b,, terimleri bir zaman sonra hep 4’ten kiigiik oluyor mu? (2) kullanilarak
yapilan kolay bir hesapla
b1 <4 (b, —4)2>0
bulunur. Demek ki (b,), dizisi n = 2’den sonra artan ve 4 tarafindan {istten sinirl,
dolayisiyla bir limiti var. (1)’e gore bu limit
T

—39 T
v 22 + 16
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esitligini saglamali, yani limit 4 olmali. Demek ki
lim ao, = 4.
n—o0
(1)’den dolay1 (a2n+1)» dizisinin de limiti var ve bu limit de 16/4 = 4’e esit. Teorem
8.3’ gore (an)n dizisi yakimsaktir ve 4’e yakinsar. O
8.5. Artan bir dizinin yakinsak bir altdizisi varsa, dizinin de limiti oldugunu ve limitlerin
esit olduklarine kanitlayin.
Kamt: (a,), artan bir dizi olsun. Artan bir f : N — N fonksiyonu i¢in, (af))n altdi-
zisinin a’ya yakinsadigini varsayalim. (an)n dizisinin limitinin a oldugunu kanitlayacagiz.
Bu amacla bir € > 0 segelim. Oyle bir M secelim ki her n > M icin
a—€e<apqn) <ate
olsun. N = f(M + 1) ve n > N olsun. O zaman, M + 1 > M oldugundan,
Qn 2 QN = Gf(M+1) > A — €
olur. Bu, kanitlamak istedigimizin yarisiydi. Simdi diger yariy1 kanitlayalim. Hala daha
n > N. Diyelim a,, > a + €. O zaman, n < f(n) esitsizliginden dolay,
a+e< an < apn)
olur. Aman > N = f(M +1) > M + 1 > M oldugundan bu bir geligkidir. Demek ki
an < a-+ €. O
Alstirmalar
8.6. Her altdizisinin dizinin kendisine esit oldugu diziler hangi dizilerdir?
8.7. Sadece iki altdizisi olan tiim dizileri bulun.
8.8. Tium kesirli sayilar1 igeren bir dizi var midir?
8.9. (n)n ve (Yn)n dizileri sirasiyla a ve b sayilarina yakinsasm. Bu iki diziyi su yontemle
karalim: A ve B, N'nin N = AU B egitligini saglayan iki ayrik ve sonsuz altkiimesi olsun.
f:A—>Nveg: B—N
iki artan esleme olsun. (f ve g biriciktirler.)
R O eger n € A ise
T Ygny eBern € Bise
olsun. Boylece (zn)n dizisini elde ederiz. Ornegin,
Z0,Y0,T1,Y1,T2,Y2,T3,Y3, T4, Y4, ...
bu yontemle elde edilmis bir dizidir ve burada A = 2N | B = 2N + 1 alinmistir. (zn)n
dizisinin yakinsak olmasi icin a = b egitliginin gerek ve yeter kosul oldugunu kanitlayin.
8.10. Eger her n igin o, < Zn41 esitsizligi saglaniyorsa, (z, ), dizisine artan dizi adini veri-
yoruz. Azalan dizi de benzer sekilde tanimlanir. Her dizinin ya azalan ya da artan bir
altdizisi oldugunu kanitlayin. (Sonraki iki aligtirmaya bakabilirsiniz.)
8.11. (an)n, en biiyiik terimi olmayan bir diziyse (an), nin artan bir altdizisi oldugunu ka-

nitlayin; yani 6yle artan bir (ny), dogal say1 dizisinin oldugunu gosterin ki, her k igin,
an;, < Qny,q olsun.
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8.12. (an)n bir dizi olsun. Il k terimi atarak ak,ak+1,ak+2, - . . altdizisini elde ederiz. Bu diziye
(an)n dizisinin k-kesilmig altdizisi diyelim. Eger (a.)» dizisinin her k-kesilmis altdizisinin
bir en biiyiik terimi varsa ve bu terime g adini verirsek, o zaman (g )y dizisinin (an)n
dizisinin azalan bir altdizisi oldugunu kanitlaym. (Bu altdizi elbette (an ), dizisinin bir
altdizisidir.)

8.13. 0,1,0,1,0,1,... dizisinin altdizileri kiimesinin kardinalitesi kactir?

8.14. Sinirh bir dizinin bir Cauchy altdizisi oldugunu kanitlayn.

8.15. Yaz1 gelene kadar yazi-tura atiyorsunuz. Ortalama kag kez para atarsiniz?

8.16. Yazi-tura atiyorsunuz. Yazi gelirse 1 puan, tura gelirse 0 puan aliyorsunuz. Ortalama
kag atigta n puani tutturursunuz?

8.17. Sandvi¢ Teoremi’nin su daha genel versiyonunu kanitlaymn: (zn)n, (Yn)n ve (2n)n ¢
dizi olsun. xn < yn < 2y egitsizlikleri sonsuz sayda n igin dogruysa ve (Tn)n ve (Zn)n
dizileri aym sayya yakinswyorlarsa, (yn)n dizisi de yakinsaktir ve diger dizilerle ayni
saywya yakinsar.

8.18. Boliim 7’nin sonundaki aligtirmalara yeniden g6z atin. Belki simdi bazilarini daha kolay
yapabilirsiniz.

8.2 Gergel Sayilarin Tamhg

Yakinsak bir dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu Teorem 7.7’de kanitlamigtik.
Bu altbolimde her Cauchy dizisinin (gergel sayilar kiimesinde) yakinsak oldu-
gunu kanitlayacagiz:

Teorem 8.5. Her Cauchy dizisinin R’de bir limiti vardor.

Aymni olgu kesirli sayilar kiimesi igin gegerli degildir, yani Cauchy dizisi olan
ama limiti kesirli say1 olmayan kesirli say1 dizileri vardir. Heniiz kanitlamadik
ama genel terimi (1 + 1/n)" olan dizi béyle bir dizidir. [N2, Bolim 7B]’de,

Ty + 2
Ty +1

zo=1ve xpy1 =

olarak tanimladigimiz kesirli say1 dizisinin kesirli bir say1 olmayan v/2’ye ya-

kinsadigini gérmistiik; ayni ornegin daha genellegsmis halini Altbolim 9.1°de
gorecegiz. Demek ki yukardaki teoremi kanitlamak icin, gergel sayilara 6zgii,
kesirli sayilarda dogru olmayan bir olgu kullanilmali. Bu olgu da ancak (SUP)
aksiyomu olabilir.

Teorem 8.5’in Kaniti: Aslinda bu agamada teoremin kaniti oldukga ko-
lay. (x,), verilmig bir Cauchy dizisi olsun. Kanitimiz i¢in su asamalardan
gececegiz:

1. () 'nin monoton bir (y, ), altdizisini bulacagiz.

2. (xy)n bir Cauchy dizisi oldugundan simirhidir (Teorem 7.10). Demek ki
(Yn)n altdizisi de sinirhdir.

3. Monoton ve smirh oldugundan, (y,), dizisi yakinsaktir (Sonug 7.4).

4. Yukardaki maddeden (), nin yakinsak oldugu ¢ikar (Teorem 8.4).
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2, 3 ve 4’lincli asamalardan zaten geg¢misiz ve sadece birinci agamay1 ka-
nitlamak kalmig. Kanitlayalim.

Teorem 8.6. Her dizinin monoton bir altdizisi varder.

Kanit: (x,), herhangi bir dizi olsun. Eger bir n géstergeci i¢in, a, < am,
esitsizligi n’den biiylik her m gostergeci icin saglaniyorsa, n’ye, bu kanitlik,
“iyi gostergeg” diyelim. Eger sonsuz sayida iyi gostergecg varsa artan bir altdizi
segmek kolaydir: (ag )y artan bir altdizidir. Eger sonlu sayida iyi gostergeg varsa
ve N iyi gostergeclerin sonuncusuysa, her n > N igin, a, > a,, esitsizliginin
saglandig1 bir m > n vardir. Bu durumda da (kesin) azalan bir altdizi kolaylikla
bulunur. ([

Teorem 8.5, “R tamdir” olarak ifade edilir.

Alstirmalar

8.19. r € (0,1) olsun. (nr™), dizisinin bir zaman sonra azaldigim kanitlayimn. Bundan dizinin
limiti oldugunu c¢ikarin. Bundan da limitin 0 oldugunu kanitlayn.

8.20. 7 € (0,1) olsun. Terimleri

n

Tp=74+2" + - 4 nr

olan dizinin iistten sinirh oldugunu kanitlayin.

Okuma parcasi: Onluk Tabanda Acilim

Ta ilkokuldan beri gergel sayilar:
56,4593729889376283 . . .

gibi onluk tabanda yazmigizdir. Bu o kadar i¢imize isglemistir ki, bircok kisi
bu tiir ifadeleri gercel sayilarin tanimi olarak kabul eder. Gercekten de boyle
ogretilmigtir ilk ve ortadgretimde ve bu yiizden de bircok kisi anlagilir (hatta
hakli!) ama yanlig olarak 0,9999... sayisin1 1’den kiiciilk zanneder. Ama bu
kitapta gercel sayilari boyle onluk tabanda yazilmig bicimde vermedik. Gergel
sayilar: aksiyomatik olarak tanimladik. Dolayisiyla bizim tanimladigimiz gergel
sayilar kiimesiyle ilkokul 6gretmeninin tanimladigi gergel sayilar kiimesinin
ayni kiimeler olup olmadigi yanit1 merakla beklenen bir soru olmalidir!
x > 0, herhangi bir dogal say1 olsun. z’in,

56,4593729889376283 . . .

gibi yazilan bir ifadeye esit oldugunu kamitlamak istiyoruz. Simdilik hem
56,4593729889376283 . ..

ifadesinin ne demek oldugunu bildigimizi, hem de

T = 56,4593729889376283 . ..
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esitligini varsayalim ve sagdaki sayinin 56’sin1 ve virgiilden sonraki rakamlarini
x cinsinden teker teker bulalim. En bagtaki 56'nin x cinsinden nasil yazilacag:
belli: 56, x’in tamkismidir (bkz. Teorem 2.8’den 6nceki paragraf):

56 = [z].

56’y1 bagariyla bulduk.
Ya virgiilden sonraki ilk rakam olan 4’ nasil buluruz? Oldukga kolay:

x — [z] = 0,4593729889376283 . ..

oldugundan,
10 (z — [x]) = 4,593729889376283 . ..
olur ve
[10 (x — [z])] = [4,593729889376283...] =4
buluruz.

Yukardaki yontem,
ai, az, a3, a4, . ..

rakamlar igin,
0,a1a0a30a4 . ..

olarak yazilan sayinin aq’ini buluyor: Eger a = 0,a1a2a3a4 . .. ise,
a1 = [10 (a — [a])]

olur.
Bu yontemi tekrar tekrar uygulayarak z’in rakamlarini teker teker bulabi-
liriz. Bunun igin su tanimlar1 yapalim:

zo = & = 56,4593729889376283 . . . , ao = [zo] = 56,
z1 = 10(wo — ao) = 4,593729889376283 ..., a1 = [x1] = 4,
zo = 10(z1 — a1) = 5,93729889376283 ..., ay = [xa] = 5,
x5 = 10(wg — ag) = 9,3729889376283 ...,  as = |w3] =9,
24 = 10(z3 — as) = 3,729889376283 . . . , as = [z4] = 3,

Boylece x sayisinin onluk tabanda gosteriminin
56,4,5,9,3,7,...
rakamlarinin her birini x cinsinden yazabiliriz. Bu rakamlara, yukarda yapti-

gimiz gibi,
ap, a1, a2, az, A4, ...
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adlarini verelim. Simdi de,
ap, ajazasay . . .

olarak yazacagimiz sayiy1 tanimlayalim. Ornek 8.49’da, terimleri,
al a9 Qp,
—a0 - — =
Yn 0+101+102+ +10n
olarak tanimlanan (y,), dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlamigtik.
Teorem 8.5te ise, her Cauchy dizisinin gergel sayilarda bir limiti oldugunu

kanitlamigtik. Demek ki (y,, ), dizisinin gergel sayilarda bir limiti vardir. Simdi
ap,a10a2a30a4 . . .
teriminin tanimini verebiliriz:

= lim y,.
n—oo

ap,a1a20304 . . .
Birazdan bu limitin en basta bagladigimiz say1 olan x oldugunu kanitlayacagiz.
Once tanimlar: tekrarlayalim ve bir 6rnek verelim.
Tanim. ap € N ve i > 0 igin a; € {0,1,...,9} olsun.
ap as Gn
10! + 102 teet 10n
olsun. O zaman (y,), bir Cauchy dizisidir; dolayisiyla bir limiti vardir. Bu
limit,

Yn = a0 +

ap,a102a30a4 . . .

olarak yazilir. Demek ki, tanim geregi,

. ai a2 as
lim (ag+—4+— + — + -+ ) =ag,a1a0a30a4 ...

n—co 10 102 103
olur.
Ornek 8.21. Teorem. 0,9999 ... = 1.
Kanit: Yukardaki tanima gore, soldaki sayi, terimleri
moor D0
101 102 10~
olarak tanimlanan (yn)n dizisinin limitidir. Demek ki,
. 9 9 9
0,999...:n1LH;O <E+W+“-+W>
:g x lim <1+i+...+;>
10 n—oo 10 10n—1
:gxlim (71_1/10n>:gx71 =1.
10 © n—oo \ 1-—1/10 10~ 1-1/10
Ve boylece istenen esitlik kanitlanmig oldu. Egitligi kanitlamak icin 0,999999 ... ifadesinin
tanimini bilmemiz gerektigini dikkatinize sunariz. O

Simdi, her pozitif gercel sayinin ag,a1a2a3a4 . . . tiirinden bir acilimi oldu-
gunu matematiksel olarak kanitlayalim.



8.2. Okuma Pargasi: Onluk Tabanda Agilim 143
Teorem 8.7. x > 0 bir gercel say: olsun. xo = x ve ag = [To] olsun. Ven > 1
icin, T, ve ap yi soyle tamemlayalem: Her n > 0 icin
Tny1 = 10(zp — ap) ve ant1 = [Tnt1]-
O zaman ag € N, her n > 1 i¢in ay, € {0,1,...,9} ve
T = ap,a1a2a304 . . .
olur.
Kanit: ag € N oldugu belli. n > 0 igin,
Tpy1 = 10(zp — ap) = 10(zy, — [z4]) ve 0 <z, — 2] < 1
oldugundan,
0<zyy1 <10

olur ve buradan da,
An41 = [Q?n+1] € {07 1a ) 9}

gikar.
Simdi kanitin énemli kismina gegelim.

I — ap,a1a2a3a4 . . .

esitligini kanitlayalim. Yani

—ag + ﬂ + ﬂ 4 + ai
Yn = @0 T 301 T {02 107
ise,
= lim y,
n—od

esitligini kanitlayalim. Once, n iizerine tiimevarimla,
10™(x — yp) = Tp — an
esitligini kanmitlayalim. n = 0 i¢in, * — yo = xg — ap esitligini kanitlamamiz

gerekir ki, bu da, z = xg ve yo = ag esitliklerinden hemen ¢ikar. Simdi egitligi
n icin varsayip n + 1 icin kamitlayalim:

a
10n+1(x _ yn-i—l) —1ontt <.’L’ — Y — 1072:_11) =10 - 10"(x - yn) — Qp+1

= 10(3771 - an) — Op+1 = Tn+1 — Qnt1

Istedigimiz kanitlanmigtir.
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Simdi, yukardakini kullanarak, her n igin,

10"z —yn)  Xn—an Tp— [T

S T T S T
buluruz ve bundan da
0<x— Yn < ﬁ
¢ikar. Sandvig Teoremi (Teorem 5.1) sayesinde teorem kanitlanmig olur. [

Eger x = ag,a1a9a3a4 ... ise, ag,aja2a3a4 ... gosterimine z’in onluk ta-
banda acilima denir.
Eger x < 0 ise ve —z’in onluk tabanda acilimi

ap,a10a2a30a4 . . .
ise,
r = —ap,a1020304 . . .
yazariz. Bu da negatif 2’in onluk tabanda acilimidir.

Sonuc 8.8. Her x gercel saysy, bir kesirli sayr dizisinin limitidir. Kesirli
sayr dizisinin terimlerini, a, € {0,1...,9} rakamlar: igin (onluk tabanda
yazilimayla),

Tn = |x], 0102 ... an

olarak alabiliriz. O



Vize Sinavi

1. 7 € Rolsun. A, r’den kiiciik rasyoneller (kesirli sayilar) ve B, r’den kiiciik irrasyoneller
kiimesi olsun.
supA=supB=r
egitliklerini kanitlayin.
2. Asagidaki formiilleri n lizerine tiimevarimla kanitlayin:
a. Yr k=n(n+1)/2,
b.>r k> =n(n+1)(2n+1)/6
C X hn kP =n*(n+1)%/4= (22:1 k)2
d. S0 k' =nn+1)(2n+1)(3n* +3n —1)/30
3. A= {2 +y*:z,y € N} olsun. A’nin ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
4. B={z*+v*:z,y € Q}\ {0} olsun. B’nin carpma ve bolme altinda kapah oldugunu
kanitlayin.

5. R’nin (ya da Q'niin) cikarma ve bdlme altinda kapali bir altkiimesinin toplama ve
carpma altinda da kapali oldugunu kamtlayin.

6. a. B, 4’iincii ahstirmadaki gibi olsun. u,v € Q° icin, ya uBNvB = () ya da uB = vB
oldugunu kanitlaym. b. {uB : u € Q”°} kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlaymn.

Limit Alistirmalar:

1. Limitin tamimina giderek (1/n), dizisinin 1’e yakinsamadigin gosterin.
2. Genel terimi (—1)"/n olan dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.

3. Genel terimi (n+4)/(n*+1) olan dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu ve limitinin
0 oldugunu kanitlayin.

4. Her terimi pozitif olan ve 0’a yakinsayan ama bir zaman sonra hep azalmayan bir dizi
bulun.

5. Her terimi pozitif olan ve 0’a yakinsayan bir dizinin artan bir altdizisi olabilir mi?

6. Asagidaki dizilerin limitlerini (varsa) bulun.

L B4 p 2n=T7  3n7—d gLt 0
" n+47 ‘n2—-10 T n+7 " n?241 Con
‘ Von —7 3" h n! ; nl . 77;4
" v/n—10 " n! " (2n)! " nn Tl
k.1.3.5““(2n_1) L pi/n . 1,i

(2n)" n?
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10.

11.

12.

Vize Sinavi

Asgagidaki limitleri bulun:

2 _
lim M, lim (\/n2—2n—n),

n— oo 3’[1, —|— 5 n— oo

lim
n—o0

i/(3—\/5)(2+7\/ﬁ) fim 4-5" —3.5%"

3n+5 T nyeo 2571 4 7.52n—1"

. a0 =1, ant1 = (2an + 5)/3 olsun.

a. Her n icin a,, < 5 esitsizligini gosterin.
b. Dizinin artan oldugunu gosterin.
c. Dizinin limitinin oldugunu gosterin.

d. Dizinin limitinin 5 oldugunu gosterin.

. Agagidaki diziler yakinsak midir? Eger Gyleyse limitlerini bulun.

ao =2 ve ant1 = (5an +7)/2;
bo =1ve bn+1 =3 - 1/bn;
co=1vecpy1 =3—2/cp.

ao = V6 , aks1 = v/6 + ai olsun.

a. Dizinin ilk dort terimini yazin.

b. Dizinin artan oldugunu gosterin.

c¢. Dizinin iistten 6 tarafindan simirh oldugunu gésterin.
d. Dizinin yakinsak oldugunu goésterin.

e. Dizinin limitinin 3 oldugunu gosterin.

ao = V2, any1 = v2a, olsun. Yani

V2, \/ﬁ \/2@,...

dizisini ele alalim. Dizinin yakinsak oldugunu ve 2’ye yakinsadigini kanitlayin.
x1 =1, x2 = 2 olsun. Her n > 2 i¢in,
T, = Tn-1+ Tn_2
2
olsun.
a. Her n icin, 1 < z,, < 2 egitsizliklerini gosterin.
b. Her n icin, |2, — Zni1]| = 1/2"7 " esitligini gosterin.
c. Her m > n igin, |, — Tm| < 1/2"72 esitsizligini gosterin.
d. (zn)n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterin.
e. Her n icin, £, — Tni1 = (—1)"/2" 7" esitligini gdsterin.
f. Her n igin,
n—1

Tnt1 — 1l =2pi1 — 21 :1—%+%—~~~+%
egitligini gosterin.
g. (zn)n dizisinin limitini bulun (5/3).
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13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

[Gauss] 0 < ap < by ve

an +0b
ni1 = ——— 5 " ve bpy1 = Vanbn

olsun.

a. Timevarimla a,, < an+1 < bp4+1 < by, egitsizliklerini gosterin.

b. Hem (a.)n dizisinin hem de (b, ), dizisinin yakmsakhigini kanitlayin.

c. Limitlerin esit oldugunu gosterin. Bu ortak degere aop ve by sayilarimin aritmetik-
geometrik ortalamasi adi verilir.

0<bo <agve
2an bn an + bn
70% T bn ve bn+1 = 72
olsun. Hem (a,, )», dizisinin hem de (by,),, dizisinin yakinsakligini ve limitlerin esitligini
kanitlayin.

an41 =

ao, bo, co verilmis olsun. n > 1 igin,

bnten o _Gnton o Gntbn
) y Unt1 — 2 y Cn41 — )

An+4+1 =

olarak tanimlansin. Dizilerin yakinsakligin1 gosterin ve limitlerini hesaplayin. (Once
ao = bo = 0, co = 1 alabilirsiniz.)
a1 =1ve

1 _ 2+ an
l1+a, 14+an
olsun. Bu dizinin limitinin v/2 oldugunu [N2]’de gostermistik, Béliim 9.1'de de goste-
recegiz. (a2n)n Ve (G2n+1)n altdizilerini ayri ayri ele alarak ayni sonucu bir bagka
yoldan elde edin. Buradan,

Ant+1 =1+

1
+2+2+1_._

esitligi elde edildigine dikkatinizi cekeriz.

a1 = V2 ve any1 = /2 + an olsun. Dizi yakinsak midir? Oyleyse limitini bulun.
k € Nve z € R olsun. (n*z™),, dizisinin yakinsaklhigin tartigin.

ao = a, a1 =b ve her n > 1 igin,

1+ an

an—1

Un41 =

olsun. Dizinin yakinsakhgini tartigin.
Eger sabit bir ¢ € (0, 1) sayis1 icin,
[Trnt2 — Tpt1] < €|Tnt1 — Tn
her n i¢in saglamyorsa, o zaman (z,), dizisine biizen dizi denir. (Bkz. Altbolim
9.1.) Biizen bir dizinin yakinsak oldugunu kanitlaym.

Yaz1 tura atiliyor. Yazi geldiginde 1 puan, tura geldiginde 2 puan almiyor. p(n), n
sayisina ulagma olasihigi olsun. p(n) dizisinin limitinin 2/3 oldugunu kamtlaym. Pu-
anlar degigseydi sonug ne olurdu?

Yukardaki soru gene, ama bu sefer zar atiliyor ve gelen zar kadar puan kazaniliyor.
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23.

24.

25.

26.

27.

Vize Sinavi
[Fibonacci Dizisi] fo =0, fi =1 ve her n > 0 igin,
fn+2 = fn + fn+l-
olsun. Bu diziye Fibonacci dizisi adi verilir.

lim fn = 2
n—o0 fn+1 1+\/5

esitligini kanitlayin. Sagdaki say1 altin oran olarak bilinen sayidir.

(an)rn sinirh bir dizi olsun. (a, ), dizisinin yakinsak her altdizisinin limitinin ayni say1
oldugunu varsayalim. Dizinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

(an)n sl bir dizi ve S = {z € R : sonsuz sayida n igin < a,} olsun. (a,), nin
sup S’ye yakinsayan bir altdizisi oldugunu kanitlayimn. Bundan Bolzano-Weierstrass
Teoremi’'ni kanitlayin: Siirli bir dizinin yakinsak bir altdizisi vardir. (Bkz. Teorem
9.4.)

limy, 00 (v/n + 1—+/n) limitini hesaplayin. Ipucu: Ifadenin eslenigiyle carpip eslenigine
boliin.

(gn)n, limiti 0 olan pozitif bir kesirli say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin lima? = 1
esitligini kanitlayin.



