7. Dizi Cesitleri

7.1 Monoton Diziler

Artan ya da azalan bir diziye monoton dizi denir. Yani eger bir (z,), dizisi
her n igin,
Tn < Tp41

kogulunu sagliyorsa (yani artansa), ya da her n igin,
Tn 2 Tn+1
kogulunu sagliyorsa (yani azalansa), o zaman bu diziye monoton dizi adi

n+3
n+1/,

azalan bir dizidir. Baz1 diziler baglangicta monoton olmasalar da zamanla,
ornegin 1 milyonuncu terimden sonra monotonlagabilirler.

verilir'. Ornegin

Ornekler

7.1. (an)n dizisi artansa (azalansa), terimleri

ap + -+ Gn-1
n

(n > 1) olan dizi de artandwr (azalandar).
Kanit: Soruyu artan diziler icin kanitlayalim. ag + - -+ + a,—1 toplamina s, diyelim.
Istedigimiz,
lgﬂﬁﬁgmﬁsngnan
n n+1 n n+1
esdegerliginden ve
Sp=a0+ -+ an-1 <Nap—1 < na,

egitsizliginden cikar. O

'Eger esitsizligi mutlak esitsizlikle degistirirsek, kesin azalan ya da kesin artan dizi
kavramini buluruz. Bircok kitapta bizim “artan” dedigimize “azalmayan” dense de, bu ter-
minolojinin pek pratik olmadigimi diigiiniiyoruz.
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7.2.

7.3.

7. Dizi Gesitleri

a > 0 olsun ve yukarda kanitladigimiz terimleri a,, = a™(1 —a) olan diziye uygulayalim.
Bu dizinin azalan oldugunu kamtlamak zor degil (ama kamti a < 1 ve a > 1 olarak iki
parcgaya ayirmak gerekir). Demek ki (s,), dizisi de azalandir.

a+-+an  (l—a)+al-a)+---+a" '(1-a) 1-—a"

n =
n n n

oldugundan, buradan kolaylikla
na" '(1—a)<1—a" <n(l—a)

cikar.
(an)n ve (bn)n ki dizi olsun. Her n icin by, > 0 oldugunu ve (an/bn)n dizisinin artan
(azalan) oldugunu varsayalim. O zaman terimlers

a0+"'+a/n
bo + -+ bn

olan dizi de artandwr (azalandar).
Kanit: Kamt1 sadece artan diziler icin y@pahm. (an)n ve (bn)n dizilerinin kismi top-
lamlarii sirasiyla s, ve t, ile gésterelim. Once

Sn
1 — <
( ) tn - bn+1

QAn+1

esitsizligini n lzerinden tiimevarimla kamtlayalim. n = 0 igin her sey yolunda. (1)
esitsizligini kabul edip

(2)

Sn+1 < QAn+2

tn+1 - bn+2
esitsizligini kanitlayalim. (1) esitsizliginden kolayca

Sn + Qni1 Qn+1
tn + bn+1 - bn+1 ’

yani
Sn+41 < An+1

tn+1 - bn+1
egitsizligi cikar. Ama varsayima gore

An+1 < an+24

bn+1 bn+2

Demek ki (2), dolayisiyla (1) de dogru.
Simdi (sn/tn)n dizisinin artan oldugunu kamtlayabiliriz.

s S s Sp + a s a
7n< n+1 <:>7n< n n+1 n < n+1

tn - tn+1 tn - tn +bn+1 tn - bn+1’

ki son egitsizligi bir paragraf énce kanitlamisgtik. |

Aligtirmalar

7.4.
7.5.
7.6.
7.7.

Ornek 7.1’in ters istikametlisinin yanhs oldugunu kamitlaymn.
Ornek 7.2, n < 0 icin dogru mudur? Dogru degilse ne tiir bir esitlik dogrudur?
Ornek 7.2, kesirli sayilar icin dogru mudur? Dogru degilse ne tiir bir esitlik dogrudur?

Ornek 7.3’{in artan yerine azalan icin de dogru oldugunu kanitlaymn.
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7.8. Ornek 7.3%iin ters istikametlisinin dogru olmadigini gosterin. Yani 6yle (an)n ve (bn)n
dizileri bulun ki, (s /tn)n dizisi artan olsun ama (an/b,) dizisi artan olmasin.

7.9. a > 0 olsun. Her a, = a"“(l —a) ve b, = n+ 1 olsun. Ornek 7.3’ an [br dizisine
uygulayn.

Monoton dizilerin diger dizilere gére 6nemli bir tistiinligi vardir: Bu di-
zilerin yakinsak olmalar: i¢in sadece sinirli olmalari yeterlidir. Nitekim, sez-
gilerimiz de, stirekli (ya da bir zaman sonra) artan bir dizinin, eger terimleri
belli bir sayiy1 higbir zaman agamiyorsa, belli bir sayiya (en kiiciik iistsinirina)
yogunlagmasi gerektigini soyliiyor.

Teorem 7.1. Artan ve sunarly bir dizi yakinsaktur. Eger (xy,)y boyle bir diziyse,
bu dizinin limiti sup{x,, : n € N} olur.

Teorem, kesirli sayilar kiimesi igin gecerli degildir. [N2]’de kesirli bir sayiya
yakinsamayan birgok artan kesirli say1 dizisi 6rnegi gordiik. Daha ince zevklere
hitap eden bir 6rnek verelim. z, kesirli olmayan herhangi bir gercel say1 olsun.
x1, « ile x — 1 arasinda olan herhangi bir kesirli say1 olsun. Eger

1< ...<xp<T

kesirli sayilari,

37—¢’17i<*,
]

esitsizlikleri dogru olacak bicimde tanimlanmisgsa, x,+1 sayisini,

1
(Tp, ) N <a:— _ x)
n+1

acik araligindan herhangi bir kesirli say1 olarak secelim. O zaman (), dizisi
stirekli artan bir kesirli say1 dizisidir ve gercel sayilarda x’e yakinsar, ancak
kesirli sayilar kiimesinde limiti yoktur (¢iinkt « kesirli degil.)

Bundan da, teoremin kanitinda, gercel sayilarda dogru olan ama kesirli
sayilarda dogru olmayan (SUP) aksiyomunun kullanilmasi gerektigi ¢ikar.

Teorem 7.1’in Kamiti: © = sup{z, : n € N} olsun. z’nin varhgini dizinin
sinirli olmasina ve SUP aksiyomuna borcluyuz. Elbette, her n € Ni¢in z,, < .
Herhangi bir € > 0 alalim. z — ¢ < z oldugundan ve z, dizinin en kiiciik
iistsinir1 oldugundan, x — €, dizinin bir tstsinir1 degildir. Demek ki, belli bir
N sayisi icin,

r—e<zny<x



114

olur. Dolayisiyla her n > N igin de,

7. Dizi Gesitleri

r—e<zy <z, <z

olur, yani

| — x| =2 —2, <€

olur. Teorem kanitlanmigtir.

Dizi, zamanla artan bir dizi olsa da sonug degismez elbet.

Sonug 7.2. Zamanla artan ve sinarle olan bir dizi yakinsaktir. Eger (xn)n
boyle bir diziyse ve dizi M géstergecinden sonra azalmamaya baslhyorsa, o
zaman bu dizinin limiti sup{x, : n > M} olur. O

Benzer sonuclar azalan diziler icin de gegerli:

Sonug 7.3. Zamanla azalan ve sinarl bir dizi yakinsaktir. Eger (), boyle
bir diziyse, bu dizinin limiti inf{z, : n € N} olur. O

Sonuc 7.4. Zamanla monotonlasan sinwrl diziler yakinsaktor. ([l

Ve elbette monoton bir dizi sinirli degilse yakinsak olamaz, ¢linki bildigi-
miz gibi yakinsak her dizi sinirli olmak zorundadair.
Bu sonuclar ¢ok 6nemlidir ve birgok uygulamasini gorecegiz. Hemen bag-

layalim.

Ornekler

7.10. Genel terimi
1 1 1

1

Sttt t =
n

120 22 32

olan diziye bakalim. Bu dizinin siirekli arttigi belli, her terime yeni pozitif bir say1
ekleniyor. Teoreme gore, eger dizi sinirliysa yakinsak olmasi gerekir.

Bu elektronik cagda, insanin eli mecburen aygitlara gidiyor. Dizinin ilk birkag terimini

bilgisayara hesaplatalim.

1/12 =1

1/1% 4 1/2? =1,25

1/12 +1/22 +1/32 =1,361111...
1/12+1/22+1/32+1/42 =1,423611...
1/1241/22 +1/32 +.-- +1/52 =1,463611...
/12 +1/22 +1/3% 4+ .- +1/6> =1,491389...
1/12 +1/22 +1/32 + +1/72 =1,511797...
1/1241/22 +1/32 +--- +1/8% =1,527422...
/12 4+1/22 +1/3% + .- +1/9° = 1,539768....

1/12 +1/22 +1/32 +

+1/10* = 1,549768...

Toplamlar gittikce biiyiiyorlar, dogru, ama bu, toplamlarin her sayiy1 asacagl anlamina

gelmez. Ornegin,

0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, ...
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7.11.

7.12.

dizisi de durmadan biiyiir, ama 1’i hicbir zaman gegemez. Birka¢ terim daha hesapla-
yalim:

/17 +1/2° +1/3° +--- +1/100° = 1,634984. ..
/17 +1/22 +1/3° +--- +1/200° = 1,639947 ...
1/1241/22 +1/3* +--- +1/300° = 1,641606. ..

1/17 +1/2* +1/3% +--- + 1/1000>° = 1,643935...
1/12 4+1/22 +1/32 + .- +1/2000®° = 1,644432...
1/12 +1/2% +1/3% 4 --- +1/3000%> = 1,644595...
1/1° +1/2% +1/3% + -+ - + 1/4000> = 1,644714. ..
1/12 4+1/2* +1/3% + .- +1/5000® = 1,644725..
Sanki dizi 1,651 gegmeyecek gibi bir hisse kaplldlnlz mi? Dogru haklisiniz, hisleri-
nizde yanilmadiniz... Bu dizi 7? /6’ya yakinsar. 7’yi ikinci ciltte tanimlayacagiz. Limitin
7% /6’ya esit oldugunun kamt: da bu kitabi agsar. Bunu olmasa da, dizinin en azindan
2’yi gecemeyecegini kanitlayabiliriz.
! 1 1 1
Tn = ﬁ + 27 + ? + -+ ﬁ
olsun.

Sav. Her n > 1 dogal sayst igin, zn <2 — 1/n.
Kanit: n = 1 icin kamitlayacak fazla bir sey yok. Esitsizligi n icin varsayip n + 1 icin
kanitlayalim.

SRR SOV S B
T 2 = 0 T (n+1)?
2 2
_o_n —|—n+1<2_ n°+n ZQ_L_
n(n + 1)2 n(n+1)2 n+1
Sav kanitlanmigtir. O

Demek ki dizi 2’den kiigiik bir sayiya yakinsar. Bu arada,

11, 1 s
12 22 n? ~2n+1

esitsizligi tiimevarimla kolaylikla kanmitlandigindan (kanitlayin litfen), dizinin limitinin
1,5 ile 2 arasinda bir say1 oldugu anlagilir. (Bu dizinin limiti 7*/6’dir. Euler kimsenin
tahmin edemedigi bu iinli sonucu buldugunda yer yerinden oynamigti.)

Peki

1 1 1 1 1

TrEtEtEt T
dizisinin limiti nasil bir sayidir? 1/i? > 1/i® oldugundan, bu yeni toplam 72 /6’dan daha
kiigiik bir sayidir. (Sonlu toplamlar 7r2/ 6’dan kiiciik ama artan bir dizidir, dolayisiyla
yakinsaktir.) Bu sayimnm hangi say1 oldugu bilinmiyor. Nasil bir say1 oldugu da bilinmi-
yor, tek bildigimiz, bu saymin kesirli bir say1 olmadigi. Bu da, sadece 1990’larin baginda
kanitlandi.
1/14 + 1/24 + 1/34 + 1/44 44 l/n4 toplaminin limitinin ka¢ oldugu biliniyor. Genel
olarak, eger k cift bir sayiysa,

1 1 1

R R

toplaminin limitinin 7% ile kesirli bir saymn carpimi oldugu biliniyor (Euler), ornegin,

. 1 t
Jim > =050
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7.13.

7.14.

7. Dizi Gesitleri

ve
"1 °
lim - = —.
n—»00 Zz:; 16 945
Ama eger k > 5 tek bir sayiysa, bu sonsuz toplam iizerine pek bir gey bilindigini
sanmiyorum.

[Gauss] 0 < ap < by ve
an + bn
2

olsun. Tiimevarimla a, < an+1 < bpt1 < by, esitsizliklerini gostermek kolay. Demek ki
(an)n ve (bn)n dizileri yakmsaktir. Limitlere sirasiyla a ve b dersek,

An+1 = ve bn+1 = anbn

a+b
2

yani a = b olur. Bu ortak degere ao ve by sayilarinin aritmetik-geometrik ortalamas:
adi verilir.

s > 0 ve o > 0 sayilar1 verilmig olsun. Her n > 0 icin z,41 = /s + x, tammim
yapalim. Her x,, bu formiille gercekten tanimlanir, nitekim eger x,, tanimlanmissa, ©, >
0 olmak zorundadir, dolayisiyla s 4+ x,, > 0 olur ve karekokii vardir, dolayisiyla x,41 de
tanimlanmigtir.

Her iki tarafin da karesini alarak x%H = s 4+ x,, buluruz, demek ki dizinin limiti eger
varsa, 2 — x — s = 0 koklerinden biri olmalidir. Ama kéklerden kiiciik olani negatif
oldugundan, dizinin limiti varsa, bu limit ancak

14+ +v1+4s
2

olabilir.
Dizinin artanlhigina azalanligina karar verelim.

2
Tp+1 S Tp & Xy, — Ty = 8

o6nermesini kanitlamak zor degil, z,41 yerine x,, cinsinden ifadesini yazinca ¢ikiyor. Bunu
kullanarak
Tn+1 <zn & Tn+2 < Tn+1

onermesini kanitlayabiliriz:
2
Tni2 < Tnp1 © Tppl —Tnpl 285 (Tn +8) —Tnt1 > 5 S Tny1 < Tn.

Demek ki dizi bir yerde artarsa her yerde artiyor, bir yerde azalirsa her yerde azaliyor,
yani dizi monoton. Daha keskin bir ifadeyle

(zn)n azalan & 21 < 20 & xg — 2o > S.

Dizi azalansa dizinin bir limiti oldugu belli. Simdi dizinin tistten sinirli oldugunu goéste-
relim ki dizinin her durumda yakinsadigi anlasilsin.

1+\/1+4s}
2

a = max {a:o,

olsun. Elbette o < a ve a®> —a — s > 0 olur. Eger z, < « esitsizligini varsayarsak,
xiH :xn+s§a+s§a2

ve buradan da z,+1 < a buluruz. Demek ki (2, ) dizisi iistten simirhidir ve her durumda
limiti vardar.



7.1.

7.15.

Monoton Diziler 117

[A] a0 = —3/2 ve 3any1 =2+ a3 olsun. (an)n dizisinin 1’e yakinsadigine kanatlayin.
Kanit: Eger dizinin limiti varsa, bu limit 3z = 2 4+ z* esitligini saglamali.

2 =3z +2=(z-1)*x+2)

oldugundan bu limit ya 1 olabilir ya da —2. Ayrica ap < 0 ve a1 = —11/24 < 0
oldugundan, limit (eger varsa) negatif gibi goriinebilir ilk bakista ama kolayca hesapla-
nabilecegi lizere

0<a=2-
3 3-243
oluyor. Dizinin tanimi kullanilarak buradan her n > 2 igin a,, > 0 esitsizligi hemen
goriiliiyor. Bu bilgiyle

~0,63457 < 1

an+1 <1l a, <1
esdegerligini de kanitlamak kolay. Demek ki n > 2 icin 0 < a, < 1. Buradan n > 2 ic¢in
3(ani1 —1)=(24a})—3=a) —1=(an —1)(al +an+1) > 3(an —1)

elde ederiz (¢linkii a, — 1 < 0). Boylece (an)n dizisinin bir zaman sonra artan oldugu
anlagilir. Demek ki dizinin limiti 1’dir. O

Alistirmalar

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.
7.20.

7.21.
7.22.

7.23.

(n!/n™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini kanitlayin. Bu dizinin limitinin 0 oldugunu
kanitlayin.

r € (0,1) olsun. (nr™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini, dolaysiyla yakinsak oldu-
gunu kanitlayimn. Dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.

r € (0,1) olsun. (n?r™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini, dolayisiyla yakisak
oldugunu kanitlayin. Dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.

r € (—1,1) ve sabit bir k € N icin (n*r™),, dizisinin 0’a yakinsadigini kanitlaym.

Terimleri

1-3:5---(2n—1)
2:4-6---(2n)

olan dizinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

3(1+an)
3+an

an =

a; =3 Ve Gny1 = olsun. limy, o0 an = V3 egitligini kanitlayin.

Terimleri
n+1 n+n

olan dizinin 1 ile 2 arasinda deger aldigini ve arttigin1 kanitlayin. Dolayisiyla bu dizinin
bir limiti vardir?.

1
—+
n

a > 0 ve xo > olsun. Her n € N i¢in

olsun.
2
a.rii—a= % (xn — m%) esitligini kanitlayin.

b. Bundan z,, > /a esitsizligini ¢ikarin.

2 _
C. Tpn — Tpt1 = 12"'1 2 esitligini kanitlayn.
d. Bundan (), dizisinin azalan oldugunu gosterin.
e. lim,_, o xn = v/a esitligini gosterin.

2Limit In 2’dir. Ancak logaritma gelecek ciltte tanimlanacak.
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7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

7. Dizi Gesitleri

ao ve bo iki pozitif say1 olsun. an+1 = %b" ve bnt1 = v/an+1by tanimini yapalim. (an)n
ve (bn)n dizilerinin monoton olduklarini ve ayni limite yakinsadiklarii kanitlayimn.

ao ve bo iki pozitif say1 olsun. an1 = %b” Ve Ant1bnt1 = anby olsun. (an)n ve (bp)n
dizilerinin monoton olduklarini ve v/aobo sayisina yakinsadiklarini kanitlayin.

§>0,20 >0ve Tpy1 = ﬁxn olsun. Dizinin limiti varsa bu limitin ancak > +x—s =0
denkleminin pozitif kokii olabilecegini, yani

1++1+4s
2

olabilecegini gosterin.

Tn+1 2 Tn < Tn 2 Tn—1

onermesini kanitlayin. Dizinin monoton oldugunu kanitlayin. Eger dizi azalansa dizinin
yakinsak oldugunu kanitlayin. Eger dizi artansa, her n igin

S

an <
n_1+ao

esitsizligini kanitlayin. Dizinin her durumda yakinsak oldugunu kanitlayin.
$>0,z0>0ve Tpt1 = 8/xn + 1 olsun. Yukardakine benzer analizi bu dizi i¢in yapin.

an:\/1+\/l+\/1+--~+ﬁolsun.

n tane
i. (an)n dizisinin artan oldugunu kanitlayn.

ii. ant+1 = 1+ a, esitligini kanitlayin.
iii. Yukardaki egitlikten, limitin eger varsa (alttn oran olarak bilinen)

_1+V5

¢ 2

sayisina egit oldugunu kanitlayin.

iv. Altin oranin 2’den kiigiik oldugunu kanitlayin.

v. Her n icin a,, < 2 esitsizligini kanitlayin.

vi. Biitiin bunlardan, lim,,_,« a, = ¢ esitligini kanitlayin.

bn:\/1+\/2+\/3—|—~--+\/ﬁolsun.

i. (bn)n dizisinin artan oldugunu kanitlayn.

ii. b, = \/i\/; + \/2% + ,/2% + -+ /5w esitligini kanitlaym.

iii. a, bir 6nceki aligtirmadaki gibi olsun. (b) kismindan hareketle b, < V2a,, esitligini
kanitlayin.
iv. (bn)n dizisinin yakinsak oldugunu kanitlayn.

Terimleri a, = \/2 + \/ 24+\24 -+ V2 olan dizi yakinsak mudir ve Oyleyse hangi

n tane

sayiya yakinsar?
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7.2 Sonsuza Iraksayan Diziler 1

Bir 6nceki boliimde, Ornek 6.10°te siirekli artan

1 1 1
ErEt T

dizisinin (6rnegin 2 tarafindan) tstten sinirli oldugunu, dolayisiyla yakinsak
oldugunu gosterdik. Bu boliimde, gene siirekli artan ve harmonik dizi adi

verilen

1 1 1

1ty
dizisini ele alacagiz. Bu dizi de bir 6nceki dizi gibi smnirli m1 ve dolayisiyla
yakinsak midir? Bu altbolimde bu soruyu ele alacagiz.

Dizinin ilk terimlerine bakip bir tahminde bulunmaya caligalim.

1
Z =1
1
1 1
24+ 2=15
1+2 '
1+1+1718333
St tg=1
1 1 1 1
s L 4 - 4 --—-908333..
1 2+3+4 '
1 1 1 1
S s T 4 ...4_-998333 .
1+2+3+ +5 ,
1 1 1 1
- - - — =245
1 2+3+ +6 ’
1 1 1 1
I 4 b 4 2 =92592857143...
1 2+3+ +7 '
1 1 1 1
L I ... 4= —9717857143...
1+2+3+ +8 ;
Ll b ) 09068254
R ;=2
1 1 1 1
L4 4. 4 — —92028968254...
1+2+3+ +10 '

Ik on terimde sadece 2'yi gectik, heniiz 3’e varamadik. Bu toplamlar bir
zaman sonra -Ornegin- 100’1 gecer mi? Gegerse ne zaman geger?
Bilgisayara hesaplattik bu toplamlari. Eger

tanimini yaparsak, buldugumuz sonuglar:1 daha rahat yazabiliriz:
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H = 1 Hy;, = 3,019877...
Hy = 1p5 Hiy = 3,103211...
H; = 1,833333... Hi3 = 3,180134...
Hy = 2,083333... Hiy = 3251562...
Hs; = 2,283334... His = 3,318229...
Hg = 245 Hig = 3,380729...
H; = 2,592857... Hi» = 3,439553...
Hs = 2,717857... His = 3,495108...
Hy = 2,828069... Hig = 354774...
Hio = 2,928068... Hoy = 3,59774...

Ik 20 toplamda hentiz 4’e varamadik, yanina bile yaklagsamadik. Bilgisa-
yarda daha da ileri gittik. 4’ii ancak 31’inci toplamda agabildik:

H3p =3,994987...
H3z; =4,027246...

Ya 5’1 agtik mu? Agtik. Ama oldukga geg¢ agtik, ancak 83’Uncl toplamda
asabildik:

Hgy =4,990021...
Hgs =5,002069...

6’y1 da agtik. 227'nci toplamda...

Hop6 =5,999962...
Hop7 =6,004367...

7’yi agmak icin gok bekledik. 7’yi ancak 616’nc1 terimde asabildik:

Hgs = 6,999652...
Hg16 = 7,001276...

8’1 agip agmayacagimiz merak konusu... Onu da astik:

Higvs = 7,99989...
Hig7a = 8,00048...

Ya 97 9’u agabilir miyiz? Agtik, daha dogrusu bilgisayar agti:

Hys40 = 8,999995...
Hys50 = 9,000215...
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10’u, 11’1, 12’yi de agtik:

Hi9366 = 9,999969...
Hio367 = 10,00005...
Hjs3616 = 10,99998...
Hssgig=11,...

Hgi398 =12,00001...

Her sayiy1 bir zaman sonra agacak miyiz?
Ornegin 100’1 agacak miyiz?
Evet agacagiz! 1,5 x 10%3"{incii toplamdan sonra...
Baklay1 agzimizdan ¢ikaralim: Yukardaki dizi sonsuza gider. Yani her say1iy1
bir zaman sonra agariz. Kanitlayalim bunu.

Su tablodaki egitsizliklere bakalim:

1_1
>
272
1+1>1+ 1
3 474 2
+ +1>1+ + 1
87 8 2
1+ +1>1+ +1_1
9 16~ 16 16 2
B U S S
17 327 32 32 2
Bu hesaplardan sonra dizinin neden her sayiy1 agtig1 anlasiliyor:
1 1 n
——
n tane

Dolayisiyla dizi bir sayiya yakinsamaz ciinkii siirekli artarak her sayiyr bir
zaman sonra gecger. Bu tiir diziler i¢in 6zel bir terim kullanilir: Dizinin sonsuza
gittigi ya da sonsuza wraksadige soylenir. Hatta kimi zaman, sanki sonsuz
diye bir say1 varmiggasina dizi sonsuza yakinsar denir.

Matematiksel tanimi verelim:

Tanim. (z,,), bir dizi olsun. Hangi A sayisi verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, > A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (x, ), dizisinin sonsuza
gittige ya da wraksadigr soylenir ve bu,

lim z,, = o0
n—oo
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olarak yazilir.

Dikkat: Burada “sonsuz” diye bir kavrami tanimlamadik, sadece bir “dizinin sonsuza git-
mesi’nin ne demek oldugunu séyledik, yani “dizi sonsuza gidiyor” kavramini tanimladik.
Tanimimiza gore, sonsuza gitmek demek, her sayiy1 belli bir asamadan sonra hep gecmek
demektir.

“limy, 00 Tn, = 00”7 yazildiginda aslinda bir esitlikten s6z edilmemektedir, ¢iinkii co diye
6zel bir matematiksel nesne tamimlanmamigtir. Ama lafin geligi ve aligkanliklardan dolay1
“limy, 00 T, = 00 esgitligi” nden bahsedecegiz. Demek ki yukarida,

lim l—ﬁ-l—i- +l =00
12 n)

n—ro0

esitligini kanitladik.

Ornekler

7.31. 0,1, 2,3,4,5,6,... dizisi de sonsuza gider elbet.
7.32. Ancak,
0,1,1,1,2,1,3,1,4,1,5,1,6, 1,...
dizisi sonsuza gitmez, ¢iinkii her iki terimin arasina konmus olan 1’ler dizinin sonsuza
gitmesini engellerler.

7.33. Terimleri v/n olan dizi sonsuza gider ¢linkii bu dizi artandir ve iginde vV'n2? = n sayilarim
barindirir, dolayisiyla her dogal sayiy1 bir zaman sonra agar.

7.34. Terimleri

Zﬁ+\/

olan dizi sonsuza iraksar ¢iinkii,

1
\/i+1+xf_ﬁ Vi

esitligi gecerlidir ve dolayisiyla

> Ve~ (V) = i

olur. Bir onceki 6rnege gore v/n + 1 sayisi her sayiy1 astigindan dizimiz sonsuza iraksar.
7.35. (Cauchy, 1821) Eger limp— o0 Tn = 00 ise limy_ 0o “HF20 = 00 olur.
Kanit: 0 < A € R olsun. M géstergeci,

n>M=x,>2A

olacak bigimde segilmis olsun. O zaman B = x1 + --- + xp — 2M A tamimuyla

£U1+'“+$n:£U1+“'+wM+$A4+1+"'+$n

n n n
>x1—|—~~-—|—mM+2(nfM')A
n n
:2A+w1+“"+sM_2MA:2A+§

buluruz. Negatif de olabilecek olan B sayis1t M’ye bagimli ama n’den bagimsiz. Sag
taraftaki n’yi istedigimiz kadar biiyiik alabilecegimizden, n’yi yeterince biiyiik, diyelim

belli bir P’den biiyiik secersek

Boa
n
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olur. Simdi N = max{M, P} olsun. Her n > N igin,

w>2A+§>2A_A:A
n

olur.

7.36. limp_oo Tn, = x ise ve (Up)n pozitif dizisi i¢in

lim (uo + -+ 4+ up) = 00

n—oo
ise,
. UOTO + *** + UnTn
lim =
n—oo uo + -+ uUn
olur.

Not: u; = 1 alirsak bir 6nceki 6rnegi elde ederiz.
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7.37.

Kanit: € > 0 olsun. Her ¢ > N i¢in |z — z;| < € esitsizliginin saglandig1 bir N secelim.
n > N olsun.

Do Wil e Yo gui(ri —x) va:o ui(x; — ) N Doy Wi — )

Do Ui Do Ui Do Ui Do Ui

oldugundan, iiggen esitsizliginden,

N
A= Z ui(z; — x)
i—0

tanimiyla,

Do Wi A DNy UilTi — A

~n . Z S n + n < n +e€

Zi:o Ui Zi:o Ui Zi:o Ui Zi:o Ui

esitsizligini elde ederiz. n’yi sonsuza gotiirdiigiimiizde sag taraf €’a yakinsadigindan ve
€ rastgele secildiginden, Sandvi¢c Teoremi’nden istedigimizi elde ederiz. O

Tn—Tp_1

Yn—Yn—1

(yn)n kesin artarak sonsuza wraksayan bir dizi olsun. Eder lim,_, o = z ise
limy— 0o i—" = 2 olur®.
n
Kanit: u, = yn — yn—1 > 0 ve up = yo olsun. O zaman y, = uo + u1 + - - - + un, olur.
Ve v, = &n — Tn—1 Ve Vo = xo olsun. O zaman x,, = vo + v1 + - - - + vy, olur. Demek ki,
(un)n pozitif artan bir diziyse ve lim, oo (uo + - - + un) = 00 ve limy 00 Un /un = 2 ise
. Vot v1+-+Un
lim =z
n—oo Up + UL + -+ Un

egitligini kanitlamamiz lazim.
Simdi z, = vn/un, tammim yapalim. Bu tamimla, (uy), pozitif artan bir diziyse ve
limp oo (uo + ++ - + un) = 00 ve limy 00 2n = 2z ise

. uoZo t+uiz1 + -+ Un2n
lim =z
n—oo  UoF+ UL+ -+ U

esitligini kanitlamamiz lazim, ki bunu da bir 6énceki 6érnekte kanitlamistik. (|
Uygulama olarak bir 0 < k € N alalim.

an=1"+2" 4. 40t

ve
yn =
olsun. Yukarda kanitlanana gore,
lim 1kJerJr.“Jrﬂk—lim n* -
n—o0 nktl T m—co bl — (p — DAL T k41

olur (bkz. Aligtirma 5.26).

Bir dizinin sonsuza gitmesi icin, artan olmasi gerekmez, 6rnegin,

1,0,2,1,3,2,4,3,5,4,6,5,...

(terimleri ikiser ikiser gruplarsaniz dizinin nasil devam ettigini anlarsiniz) dizisi
artan degildir ama sonsuza gider. Ote yandan agagidaki sonug¢ dogrudur:

3 Analizde pek sik kullanilan L’Hospital kuralin1 bilene bu énerme ilging gelecektir.
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Teorem 7.5. Artan bir dizi ya yakinsaktrr ya da sonsuza gider.

Kamit: Dizi sinirliysa, o zaman limitinin oldugunu biliyoruz. Eger sinirsizsa,
o zaman belli bir NV gbstergecinden sonra verilmis herhangi bir A sayisin agar.
Ama dizi artan oldugundan, o géstergecten sonra A sayisim siirekli agar. [

Benzer bicimde “eksi sonsuza gitme”yi de tanimlayabiliriz.

Tanim. (z,), bir dizi olsun. Hangi A sayisi verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, < A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (z,,), dizisinin eksi son-
suza (ya da —oo’a) gittigi sdylenir ve bu,

lim z, = —
n—oo
olarak yazilir.
Teorem 7.6. lim,_,o 2, = 00 < limy, o0 —2, = —00.
Kamt: Kolaydir ve okura birakilmistir. O

Altbdliimiin baginda ele aldigimiz

dizisi gok 6nemlidir, ¢linkii bu dizi sonsuza gider ama sonlu bir sayiya gitmesine
- tabiri caizdir! - ramak kalmigtir, yani sonsuza gok yavag gider. Ornegin eger
s> 1 ise,

dizisi yakinsaktir, limiti sonlu bir sayidir, s, 1’e ne kadar yakin olursa olsun,
s = 1,0001 olsa bile, yeter ki 1’den biiyiik olsun...

Bunu ilerde, gercel sayilarda iis almay:1 tanimladigimizda kanitlayacagiz.
Ama okur, simdilik, s’yi kesirli bir say1 alarak kanitlamaya caligabilir. Giizel
ve yararl bir aligtirmadir.

Alistirmalar

7.38. Su egitlikleri kanitlayin:

. 2 . n2 -1 . 1-— 7L2
lim (n° —n) =oc0, lim =o00, lim = —00
n—o00 n—o00 n n—oo 34+ N

7.39. Sonsuza iraksayan iki dizinin toplaminin da sonsuza gittigini kanitlaym.
7.40. Sonsuza wraksayan iki dizinin ¢arpiminin da sonsuza gittigini kanitlayin.
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7.41. Terimleri

olan dizi hangi terimden sonra azalmaya baglar? (Bkz. Ornek 5.2 ve 16.9)

7.42. limy 0o T, = 00 ise ve r > 0 ise, lim,, oo rz, = 0o esitligini kanitlayin.

7.43. A, onluk tabanda yazildiginda icinde 0 rakaminin belirdigi pozitif dogal sayilar kiimesi
olsun. }° 1/n = oo esitligini kanitlayin.

7.44. p(X) = axX* + --- + a1 X + ao bir polinom olsun. a; > 0 olsun. lim, . p(n) = co
egitligini kanitlayin.

7.45. p(X) = ax X* + -+ + a1 X + ao bir polinom olsun. a; > 0 olsun.

necA

a(X) =b X 4+ + 01X +bo

da bir polinom olsun ve by > 0 olsun. Ayrica k > ¢ olsun.

. p(n)
1520 q(n)

!

=0

esitligini kanitlayin.
7.46. «, bir 01-dizisiyse, fa(n), a’nin ilk n terimindeki 1 sayisi olsun. (fo(n)/n), dizisinin
wraksadig1 bir « dizisi yaratin. Verilmis bir p € [0, 1] sayis1 i¢in

lim 2™ _
n— oo n

esitligini saglayan bir « dizisinin varligini kanitlayin.

7.3 Cauchy Dizileri

Yakinsak dizinin tanimina bakilirsa, bir dizinin yakinsak oldugunu kanitla-
mak icin 6nce dizinin limitini bilmek lazim gibi bir hisse kapilabilir insan. Bu
boliimde, bir dizinin yakinsak oldugunu dizinin limitini bilmeden de kanitlaya-
bilecegimizi gorecegiz. Aslinda Boliim 7’de de yapmistik bunu. Artan ve tistten
sinirh bir dizinin limiti oldugunu limiti bilmeden kanitlamigtik, érnegin

n 1 1 1 1
i\ttt

limitinin kag¢ oldugunu bilmeden limitin varligini kanitlamisgtik.

Yakinsak bir dizi limitine gok ¢ok ¢ok yaklagtigindan, dizinin terimleri
birbirlerine gok ¢ok ¢ok yakinlagirlar. Nitekim eger € > 0 verilmigse, a sayisina
yakinsayan bir dizinin terimleri belli bir agamadan sonra a’ya €/2’den daha
yakin olurlar;
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dolayisiyla o agamadan sonra, dizinin terimleri birbirlerine, yukardaki sekilde
de gorilecegi lizere, e’dan daha yakin olurlar. Bu tiir dizilere Cauchy dizileri
denir. (Kosi diye okunur.) Matematiksel tanim soyle:

Tanim. (z,), bir dizi olsun. Eger her € > 0 icin,
|Tn — Tm| < €

esitsizliginin her n, m > N igin saglandig1 bir N gostergeci varsa, (x,, ), dizisine
Cauchy dizist denir.

Tanim, Cauchy dizilerinin terimlerinin belli bir zaman sonra birbirlerine
¢ok yakin olduklarini, daha dogrusu, Cauchy dizilerinin terimlerini birbirle-
rine istedigimiz kadar yaklagtirabilecegimizi sOyliiyor, yeter ki gostergecleri
yeterince biiyiik secelim.

Cauchy olmak da, yakinsamak gibi, dizinin kuyrugunu ilgilendiren bir dzel-
liktir. Bir dizinin bagindan istedigimiz kadar terim atalim ya da bagina is-
tedigimiz kadar terim ekleyelim, dizinin kosiligi bozulmaz.

Bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak icin once rastgele bir ¢ > 0
sayist secilir. Ardindan,

|zn — x| < €

esitsizliginin dogru olmasi i¢cin n ve m’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigi
aragtirilir. Bunun igin de |z, — x,,| terimiyle dikkatli bir bigimde -terimi fazla
biiytitmemeye caligilarak- oynanir.

Ornekler

7.47. (xn)n dizisinin Cauchy oldugunu kanitlamak igin, |zx4+1 —xx| ifadesini (ardigik terimlerin
farkim) kiiciikk yapmak yetmez, ¢iinkii |zx+1 — x| ifadesi ¢ok kiiglik olsa da |z, — zm|
cok kiiciik olmayabilir.

1 1
Tpn=1+ -+ +—
2 n

buna bir 6rnektir;
1
k+1
olur, dolaysiyla ¢ok kiigiiliir ama m kag olursa olsun, n’yi ¢ok biiyiik alarak |z, — &,
sayisim diledigimiz kadar biiylitebiliriz, 6rnegin 1’den biyik yapabiliriz. (Bkz. Bélim
7.2.)
7.48. Ote yandan eger her k icgin

[Tk — Tpta| =

1
|:L‘k — $k+1| < 27

ise o zaman (x, ), dizisi Cauchy olur. Nitekim n > m olsun.

Tm — Tn = (a:'m - xm+1) + (xm+1 - xm+2) +--+ (xnfl - -Tn)
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oldugundan,

|mm - mn| S |xm _xm+1| + |xm+1 - xm+2‘ +--- |xn—1 — In

1 1 1
Som t 2m+1 +‘“+2nﬁ
! 1+ - + = T+ o
2m 2 22 2n7m71
1 1-1/2"™ 1 _ 1
=— = 1—1/2"™ —
om 1/2 2m71( / ) < 2m71
olur. Demek ki verilmis bir € i¢cin N’yi N > 1/e olacak bi¢imde secersek, her n > m > N
icin,
1 1 1
olur.

7.49. Her n > 0 i¢in a, € {0,1,2,3,...,8,9} olsun, yani a, bir rakam olsun. ao da herhangi
bir dogal say1 olsun.
@ = a0+ 57 + 905 T F g
tanimini yapalim. Daha ekonomik bir yazilimla:

n
Tn = Z a; 1071..
i=1

(zn)n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlayalim. € > 0 herhangi bir pozitif gercel
say1 olsun.
[T — Tm| < €

esitsizliginin yeterince biiylik n ve m gostergecleri i¢in dogru oldugunu kanitlayacagiz.
Sanki bu dedigimiz dogruymus gibi davranip, bu esitsizligin dogru olmasi i¢in n ve m’nin
ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulalim. n > m varsayimini yapabiliriz c¢linkii

[T — Tm| = [Tm — Tnl-

Simdi |z, — ©m| ifadesiyle oynayalim:
n m n
> a0 =Y a107 = | > a107
i=1 i=1 i=m+1
n n n
Z a;107F < Z 9.-107=9. Z 107°

|0 — Zm]

i=m+1 i=m+1 i=m-+1
n n—m-—1
=9.107™! Z 107+ —g.107™ ! Z 1077
i=m-+1 Jj=
n—m-—1 1
1 1 — 5o
=9.107™* — =9.10mt_don=m
1
; 107 1- %
I _ 1 ~
=9-107" +:10m<1— )gm’"
> 10n—m

ﬁ(;iincii satirda son esitlikte 7 = ¢ —m — 1 degisikligini yaptik. Dordiincii satirda Onsav
3.14’te kanitlanan esitligi ¢ = 1/10 icin kullandik.
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Yukardaki hesaptaki egitsizliklerin her biri son derece ekonomiktir: Ikinci satirdaki esit-
sizlik zorunlu bir esitsizliktir, ¢iinkii a;’lerin her biri bal gibi de 9 olabilirler. Son satir-
daki esitsizlik de zorunlu, ¢linkii m sabit kalip n ¢ok biiytidiigiinde (sonsuza gittiginde),
1—1/10""™ sayis1 1’e kadar dayanir.

Bu hesaptan, 10~™’yi ¢’dan kii¢iik yapmamiz gerektigini anliyoruz.

0<107' <1
oldugundan, Teorem 6.1’e gore,
lim 100™ =0
m—+00
olur. Dolayisiyla Oyle bir NV vardir ki, her m > N igin, 107 < € olur. O

Algtirma 7.50. 0 < ¢ < 1 olsun. (an)n dizisinin terimleri n > 1 igin |ant1 — an| < c”
esitsizligini saglasin. O zaman (an)n dizisi bir Cauchy dizisidir. Ipucu: Ornek 48.

Goritldiigi gibi bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak her zaman
kolay olmayabilir. Ama ¢ogu zaman bir dizinin limiti bilinemeyeceginden, bi-
linebilse de bulmak kolay olmayabileceginden, Cauchy dizisi kavrami ¢ok ya-
rarhidir.

Ik paragrafta her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu soyledik ve
bunun edebi bir kanitini verdik. Bunu matematiksel olarak kanitlayalim:

Teorem 7.7. Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Kamit: (z,), yakinsak bir dizi olsun. ¢ > 0, herhangi bir pozitif gergel say1
olsun. Dizinin limitine a diyelim. Demek ki, 6yle bir N dogal sayis1 vardir ki,
her n > N igin,

|zy, —a| < €/2

olur. Dolayisiyla, n,m > N igin,

€ €
|xn—xm|:|(xn—a)+(a—xm)|§|:z:n—a|+|a—a:m|<§+§:e.

Kanit tamamlanmigtir. O
Sonug 7.8. (ap), bir dizi olsun.

Sp =ap+ a1+ -+ an
olsun. Eger (sp)n dizisi yakinsaksa (an), dizisi 0’a yakinsar.

Kanit: € > 0 herhangi bir gergel say1 olsun. (s, ), dizisi yakinsak oldugundan,
bir Cauchy dizisidir, dolayisiyla, her n,m > N icin,

|Sm, — sn| < €
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esitsizliginin saglandigi bir N vardir. Boyle bir N’yi sabitleyelim. Eger n >
N + 1 ise, yukardaki m yerine n — 1 alarak,

[Sn — Sn—1| < €

buluruz. Ama s, — s,—1 = a, oldugundan, bu da |a,| < € demek olur ve
boylece aradigimiz sonug kanitlanir.

Ikinci Daha Basit Kanit: an = Sp — Sp—1 oldugundan ve lim, ,o Sp =
limy,,— o0 Sn—1 0ldugundan, sonu¢ hemen cikar. O

Sonug 7.9. Eger (an), dizisi 0’a yakinsamayorsa, terimleri
Sp=ao+ a1+ +an
olarak tanvmlanan (s,)y, dizisi yakinsak degildir. (]

Yukardaki sonuglarin tersi dogru degildir, yani bir (a,), dizisi 0’a yakin-
sayabilir ama terimleri,

Sp=ap+ay+---+ap

olarak tanimlanan (s, ), dizisi yakinsamayabilir. Ornegin, n > 1 igin,

B 1
Cn+1

an
alirsak (ap), dizisi 0’a yakinsar ama terimleri

. 1 1 1
+ 5 + 3 + -t o
olan dizi bildigimiz gibi sonsuza gider (Bélim 7.2), yakinsamaz.

Bir Cauchy dizisinin terimleri birbirlerine gok yakin oldugundan, bir Ca-
uchy dizisinin sinirh olmasi gagirtict olmamali. Nitekim 6yledir, Cauchy dizileri
sinirlidir. Bunu simdi kanitlayacagiz.

Birkac sayfa sonra, Teorem 8.5’te her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu
kanitlayacagiz, bundan da her Cauchy dizisinin sinirli oldugu ¢ikar, ama bu
bir kanit sayilmaz ¢linkii zaten her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu kanit-
lamak igin agagidaki bu olguya gereksinecegiz.

Teorem 7.10. Her Cauchy dizisi sinirlidar.

Kanit: (x,), bir Cauchy dizisi olsun. Tanimdaki €'u, 6rnegin, 1 segelim. De-
mek ki, 6yle bir NV gbstergeci vardir ki, her n,m > N igin,

|zy — 2| < 1
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olur. Demek ki, her n > N icin,
|xn —zni1] < 1
olur; bir bagka deyisle,
TNyl — 1 <ap <ang1+1

olur. Simdi

b = max{xo, 1, ..., TN, TN4+1 + 1}
ve

a = min{zg, 1, ..., TN, TN41 — 1}
olsun. O zaman, her n icin, a < z,, < b olur. O
Alistirmalar

7.51. Eger (zn), bir Cauchy dizisiyse (|2 |)n dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlaym.
7.52. Eger (22), bir Cauchy dizisiyse (|n|). dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlayin.
7.53. Monoton ve siirhl bir dizinin Cauchy oldugunu kanitlayin.

7.54. 1ki Cauchy dizisinin toplammin, farkinin ya da ¢arpimmin da Cauchy oldugunu kanit-
layin.

7.55. Eger (zn)n bir Cauchy dizisiyse ve p(X) bir polinomsa, (p(z,))» dizisinin de Cauchy
oldugunu kanitlayin.

7.56. (zn)n bir Cauchy dizisi ve a € R olsun. Eger {n € N: 2, < a} ve {n € N: z, > a}
kiimeleri sonsuzsa, o zaman (z), dizisinin a’ya yakinsadigim kanmtlayin.

7.57. Eger (zn)n bir Cauchy dizisiyse ve 0’a yakisamiyorsa, her n > N igin, |z,| > 0
egitsizliginin saglandigi1 bir N dogal sayisi ve bir 6 > 0 oldugunu kamtlayin.

7.58. Eger (zn)n Cauchy dizisi 0’a yakinsamiyorsa ve her terimi 0’dan degisikse, her n icin,
|zn| > 01 esitsizliginin dogru oldugu pozitif bir §; sayisinin varhgimi kanitlaym.

7.59. Eger (zn)n ve (yn)n birer Cauchy dizisiyse, her n icin y, # 0 ise ve (yn)n dizisi 0’a
yakinsamiyorsa, (Zn/yn)n dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlayin.

7.60. Diziler kiimesi iizerine su iligkiyi tanimlayalim:

(Zn)n = (Yn)n < (Tn — Yn)n Cauchy dizisidir.
Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayn.
7.61. Diziler kiimesi lizerine su iligkiyi tanimlayalim:

(Zn)n = (Yn)n < lim (2, —yn) =0.

n—oo

Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlaymn.

7.62. (zn)n bir dizi olsun. Sabit bir r € (0,1) ve her n icin, [z,11| < rlzn| olsun. (357 i)
dizisinin Cauchy oldugunu kanitlayn.



