5. Yakmsak Dizilerle Siralama
ve Islemler

5.1 Yakinsak Diziler ve Siralama

Bu béliimde, gergel sayilarin siralamasiyla dizilerin limitleri arasindaki iligkiyi
kisaca irdeleyecegiz. Bu iligkinin 6zii agagidaki teoremde gizlidir.

Teorem 5.1 (Sandvig Teoremi). (zp)n, (Yn)n ve (zn)n tc dizi olsun.

Tn S Yn < Zn

esitsizlikleri belli bir gdostergecten sonra dogruysa ve (xn)n ve (zn)n dizileri
ayne saywa yakinsworlarsa, (yn)n dizisi de yakinsaktur ve diger dizilerle ayma
saywa yakimsar.

Kanit: (z,), ve (z,), dizileri a’ya yakinsasinlar. (y,), dizisinin de a’ya ya-
kinsadigini kanitlayacagiz, yani € > 0, herhangi bir pozitif sayiysa,

lyn —a| < €

esitsizliginin her n > N icin dogru oldugu bir N sayisi bulacagiz. € > 0 verilmig
olsun.

lyn —al <€

esitsizliginin dogru olmasi igin n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz.
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Bunun i¢in |y, —a| ifadesiyle oynayacagiz. Teoremin 6nermesindeki esitsizlikler
M’den biiyiik gostergegler igin dogru olsun. Hesaplarda kolaylik olmasi icin
n > M alalim. Bu kisitlama yetmez ama bu sayede, hi¢ olmazsa,

lyn — al =la — zp + Tn — Yn| < la — zn| + |20 — Yn|
=la—xn| + (Yn — zn) < |la — x| + (20 — 7p)

<la—xu| + |2n — a| + |a — zn| = 2]a — xy| + |21 — @
esitsizligini elde ederiz. Demek ki en sondaki
2|la — xp| + |2n — a

ifadesini e’dan kiiglik yapmak yeterli. (z,), dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle
bir N; vardir ki, her n > N; igin

|zn, —a| = |a—xn| < €/3
olur. Ayni nedenden, &yle bir Ny vardir ki, her n > N igin
la — zn| < €/3
olur. N = max{M, N1, Nao} olsun. Eger n > N ise,
|yn — a| =2|a — xn| + |2n —a] <2¢/3+¢/3=¢

elde ederiz ve kanit boylece tamamlanir. O

Sandvi¢ Teoremi’nin Ikinci Kamti: Bir € > 0 verilmis olsun. a, (z,), ve
(zn)n dizilerinin limiti olsun. O zaman biiyiik n’ler i¢in, hem a — € < x,, hem
de z, < a+ € olur. (Neden?) Demek ki belki biraz daha biiyiik n’ler igin

a—€e< Ty <yYnh<zp<a-+te

olur. Bu biiyiik n’ler icin a — € < y, < a + €, yani |y, — a| < € olur. O

Ornekler

5.1. limp_eo n!/n™ = 0 esitligini kanatlayin.
Kanit: Ornek 3.30’a gore,
2"n!

nn

< 3.

Demek ki n > 4 igin,
n! 3 3
0<—< —<—.
- nn on — n2
(Neden?) En sagdaki terim 0’a yakinsadigindan, Sandvig Teoremi’ne gore istenen limit
0 olmak zorundadir. Merakli okur bu 6rnegi tek basina, Ornek 3.30’u kullanmadan

yapmaya caligmalidir.
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5.2. Asagqidaki esitligi kanitlayin:

Kanit: Gene Sandvi¢ Teoremi’ni kullanacagiz. Ama Ornek 3.3 de yardim edecek. Once
Ig=l _I~1 1
= — > - =
n Z i n Z n o n
i=1 =1

esisizligini gozlemleyelim. Sonra da Ornek 3.3’te yeterince biiyiik n sayilar icin elde
edilen

esitsizligini gorelim. Demek ki,

11§11
no-n 1 n
=1
Birinci ve sonuncu diziler 0’a gittiginden, ortadaki terim de 0’a gider. O
Alstirmalar
5.3. Terimleri L
n n+n

+ gt
n

olan dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.

5.4. Terimleri 1 1
n+1 Tt n+n

olan dizinin 1 ile 2 arasinda deger aldigini ve arttigini kanitlayn.

1

=+

n
Onsav 5.2. i. (zn)n dizisinin a’ya yakinsamase icin, (—xy, ), dizisinin —a’ya
yakimsamasty gerek ve yeter kosuldur.

_le —a 0 a ch}l
I

—HHHHte— fHiHH

ii. (zp)n dizisinin 0’a yakinsamase igin, (|x,|)y dizisinin 0’a yakinsamas: gerek
ve yeter kosuldur.

iii. (z)n, 0’a yakinsayan bir diziyse ve yeterince biyik n gdstergecleri igin
(yani belli bir M gdstergecinden sonra) |yn| < |xn| ise, (yn)n dizisi de 0’a
yakinsar.

iv. (xn)n dizisi a’ya yakinsworsa, (|x,|), dizisi |a|'ya yakinsar.
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Kamt: i. Onermenin sadece bir yéniinii kamtlamak yeterli elbette. (), dizisi
a’ya yakinsasin ve € > 0 olsun. N, her n > N igin,

|zn, —a| <€
esitsizligini saglatan gostergec olsun. O zaman her n > N igin,
| —zp —(—a)|=|—xn+a| =z, —a| <€

olur ve kanitimiz tamamlanir.

ii. —|zp| <z, < |z,| oldugundan, yukardakinden (a = 0 alin) ve Sandvig
Teoremi’nden, (|z,|), dizisi 0’a yakinsiyorsa, (z,)n dizisinin de 0’a yakinsadig:
anlagilir. Simdi (x,), dizisinin 0’a yakinsadigin1 varsayalim. € > 0 olsun. NV,
her n > N igin,

|zn| = |zn — 0] <€

egitsizligini saglatan gostergec olsun. O zaman her n > N igin,
Hxn\ — 0‘ = ‘|mn|| = |zp| <€

olur ve kanitimiz tamamlanir.

iii. Yeterince biiytik n’ler i¢in 0 < |y,| < |z,| oldugundan ve sabit 0 di-
zisi 0’a yakinsadigindan, Sandvi¢ Teoremi'nden (y, ), dizisinin 0’a yakinsadig1
cikar.

iv. € > 0 olsun. Yeterince biiyiik n gostergecleri icin,

“:Z‘nl — |a|] <e€
esitsizligini gostermeliyiz. Onsav 1.1.ix’a gore,
||zn] = lal| < |2n — qf

oldugundan ve sagdaki |z, — a| terimi yeterince biiyiikk n gdstergegleri igin
€’dan kiigiik oldugundan, kanitimiz tamamlanmigtir. O

Ote yandan (iv)’iin tersi yanhstir. Ornegin, z, = (—=1)" ise (|&,|)n dizisi
1’e yakinsar ama (z,), dizisi hicbir sayiya yakinsamaz.

Simdi de yakinsak bir dizinin terimlerinin sinirsiz bir bigimde artip azala-
mayacagini kanitlayalim.

Teorem 5.3. Yakinsak bir dizi sinarladar, yani eger (xy,), dizisi yakinsaksa, o
zaman oyle bir B vardwr ki, her n i¢in |z,| < B olur.

Kamt: Kamtin anafikri ¢ok basit: Eger bir dizi a’ya yakinsiyorsa, bu dizinin
terimleri a’dan siirekli uzaklagamazlar...
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Bir a sayisina yakinsayan bir (z,), dizisi ele alalim. Yakinsamanin tani-
minda eu 1’e egit alalim. 1, 0’dan biiylik bir say1 oldugundan buna hakkimiz
var. O zaman dizinin terimleri belli bir N géstergecinden sonra (a — 1, a + 1)
araligina diger, yani her n > N igin, x, € (a — 1, a + 1) olur.

Geriye sonlu sayida xg, 1, ...,y terimi kalir. Bunlar da sinirhi bir araliga
sigarlar elbette. Daha bigimsel olalim ve

A=min {zg, x1,...,2N, a} — 1,

B =max {xo, z1,...,2zN, a} + 1

tanimlarini yapalim. O zaman her x,, terimi (A, B) araligina diiser. Demek
ki dizi sinirhidir. ]

Demek ki siirh olmayan bir dizi wraksak olmak zorundadir. Ornegin,
0,1,2,3,4,...

dogal say1 dizisi waksaktir. Ote yandan, her smirh dizi yakinsak degildir.
Ornegin,
1, -1,1,-1,1, —1,...

diye devam eden dizi sinirhidir ama yakinsak degildir.

Alistirmalar

5.5. Smirh diziler kiimesinin toplama, ¢cikarma ve ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.

5.6. (Tn)n, higbir terimi 0 olmayan bir dizi olsun. (1/z,)y, dizisi illa simirh olmak zorunda
midir?

5.7. (Zn)n, hicbir terimi 0 olmayan bir dizi olsun. (1/y), dizisinin simirh olmas: igin,
her n igin, 0 < § < |xn| esitsizliging saglayan bir § > 0 varder

kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.
5.8. (zn)n dizisi simirhiysa ve (yn)n dizisi 0’a yakinsiyorsa, (2nyn)n dizisinin de 0’a yakinsa-
digini kanitlayn.

5.9. (zn)n dizisi siirhysa ve (yn)n dizisi yakinsaksa, (znyn)n dizisi de yakinsak olmak zo-
runda midir?

5.2 Yakinsak Dizilerle i§lemler

Bu boliimde yakinsak dizilerle toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme iglemleri
arasindaki iligkiyi gorecegiz.

Teorem 5.4. Iki yakinsak dizinin toplama, farks, carpema, (mimkin oldu-
gunda) kesirli bir kuvveti ve birbirine bélimi de yakinsaktur ve dizilerin limiti
tahmin edilen sayder. Daha net bir ifadeyle, (zy,)n ve (Yn)n iki yakinsak diziyse
ve ¢ € Q ise (n + Yn)n, (Tn — Yn)n, (Tnyn)n dizileri de yakinsaktur ve
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ii. limy 00 (xn — Yn) = liMy 00 Ty — limp 00 Y1,

iii. hmn—mo(mnyn) = (hmn—>oo mn)(hmnﬁoo yn);

esitlikleri gecerlidir. (iii) in sonucu olarak her r € R igin, (ray,), dizisi de
yakinsaktir ve

iv. limy, o0 7@, = 7 (limy 00 ) olur.

v. Ayrica eder (yn)n dizisinin her terimi 0’dan farklhysa ve limy, o0 yn # 0
ise, 0 zaman (Tn/Yn)n dizisi de yakinsaktir ve

Ty limp o0 T
n—o0 Yy hmn—)oo Yn

olur.
vi. Ayrica 7, ve (limy, 00 T1)? saylars tansmibe oldugunda (z3), dizisi yakin-
saktir ve

q
lim xf = (hm :L‘n>
n—oo n—oo
olur.

Kamit: Bu teoremin kanit1 biraz uzun siirecek, sayfa 93’de bitecek. Pek teore-
min zorlugundan kaynaklanmayacak bu uzunluk, biz de o6zellikle uzun uzun
anlatarak, engelleri isaret ederek, zorluklara parmak basarak, ayrintilara gi-
rerek kanitlayacagiz. Teoremi kanitlarken kanitlayacagimiz onsavlar da kendi
baglarina énemli olacaklar.

Teorem 5.4.1°in Kamiti: Once,

lim (z, + yn) = lim z, + lim y,
n—00 n—00 n—00

esitligini kanitlayalm. (x,), ve (yn)n iki yakinsak dizi olsun. Bu dizilerin
sirasiyla a ve b sayilarina yakinsadiklarini varsayalim.

(zn+yn)=a+b

lim
n—oo

esitligini kanitlayacagiz.
Kanitimiz her zamanki gibi baglayacak: ¢ > 0, herhangi bir say1 olsun.

(xn + yn)n

dizisinin a + b sayisina yakinsadigini gostermek istedigimize gore, Oyle bir N
sayisi bulmaliyiz ki, her n > N icin,

|(zn +yn) — (a+b)| <€
olsun. Eger n’yi yeterince biiyiik segersek,

|z, — al ve |y, — b
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sayilarini istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitla-
mak istedigimiz yukardaki esitsizlige bir bicimde

|z, — al ve |y, — b

sayilarini sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullana-
bilelim.
Tekrar:
(X +yn) — (a+b)| <€

esitsizliginin saglanmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik segilmesi gerektigini bu-
lacagiz. Her zaman oldugu gibi sol taraftaki ifadeyle oynayacagiz. O ifadeden
birazcik daha biytik bir ifade bulacagiz. Buldugumuz bu biytik ifadeyi,
1. Varsayimlarimizi kullanacagimiz bicimde ve
2. n’yi yeterince biiylik segerek diledigimiz kadar kiigiiltecegimizden emin ola-
cagimiz bicimde degigtirecegiz.

Baslayalim: Ucgen esitsizliginden

((@n +yn) = (@ +b) = |(2n — @) + (yn = 0)| < [2n — al + [yn — ]
elde ederiz. Simdi, |(@, + yn) — (a + b)| ifadesi yerine,
|2 — a| + |yn — b
ifadesini €’dan kiiciik yapmaya caligabiliriz. Eger,
|z, — al ve |yn, — 0]

ifadelerinin her biri €/2’den kiiciik olursa, toplamlar1 €’dan kiiciik olur. Bunu
yapmasini biliyoruz, ¢linkii ,’nin limiti a ve y,’nin limiti b...
., 'nin limiti a oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N7 igin,
€
|zn, —al < 3
olur. Ayni nedenden, Gyle bir No dogal sayisi vardir ki, her n > Ny igin,
lyn — b] < €/2

olur. Biz her iki egitsizligin birden dogru olmasini istedigimizden, n’yi hem
Np’den hem de Ny’den biiyiik almaliyiz. Dolayisiyla, eger N = max{Ny, No}
ise, n > N oldugunda, n, hem N;’den hem de Ns’den biiyiik olur ve yukardaki
iki egitsizligin ikisi birden dogru olur.
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Teorem 5.4.ii’'nin Kamt1: Onsav 5.2.i'den ve yukardakinden cikar. Ama
yukardaki kanit yontemini toplama yerine ¢ikarma iglemine de uygulayabiliriz:
(n)n, (Yn)n, @ ve b yukardaki gibi olsunlar. € > 0, herhangi bir say1 olsun.
(2n)n dizisinin limiti a oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > Nj igin,

€
|z, —al < 3
olur. Ayni nedenden, &yle bir Ny vardir ki, her n > Ns igin,
€
|yn - b‘ < 5

olur. §imdi N = max{Nj, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ns oldugundan,

[(@n = yn) = (@ = b)[ = |(zn — @) + (b= yn)| < [2n — al +[b— yal

€ €
:‘In_a’+|yn_b|§§+§:6

olur. Ikinci esitligin de kamti tamamlanmistir.

Teorem 5.4.iii’tin Kanita: U(;iincii esitligin kaniti ne yazik ki yukardakiler
kadar dogrudan g¢ikmiyor. Biz gene de tiim iyimserligimizi takinip yukardaki
gibi dogrudan bir kanita girigelim.

(n)n, (Yn)n, @ ve b yukardaki gibi olsunlar. (z,y, ), dizisinin ab sayisina
yakinsadigini gostermek istedigimize gore, herhangi bir € > 0 sayist segildigin-
de, Oyle bir N sayist bulmaliyiz ki, her n > N igin,

|xnyn — ab| < €

olsun. Bir bagka deyisle, |z, y,—ab| < € esitsizliginin gecerli olmasi i¢in n’nin ne
kadar biiyiik olmasi gerektigini bulmaya calisacagiz. Eger n’yi yeterince biiyiik
secersek, |z, — a| ve |y, — b| sayilarim istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi
biliyoruz. Dolayisiyla, kanitlamak istedigimiz yukardaki

|Znyn — ab| < €

esitsizligine bir bigimde |z, — a| ve |y, — b| sayilarii sokusturabilmeliyiz, bu
sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullanabilelim. Her zamanki gibi sol
taraftaki |x,y, — ab| ifadesiyle oynamaliy1z. Bu ifadeyi hafifge biiyiiterek, igin
i¢ine |z, — a| ve |y, — b| ifadelerini sokmaliy1z. Bunu yapmak igin matematikte
sik sik kullanilan bir hile vardir. igte o hile

|$nyn - ab| = ‘Inyn —xpb+ 2,0 — ab\
< |ZnYn — Tnb| + |T1b — ab)
= ‘anyn - bl + ’.Tn — CLHb|
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Simdi en sagdaki |z, ||y, — b] + |z, — a||b] toplamini €’dan kii¢iikk yapmaliyiz.
Ama bu miimkiin miidir? Her iki

|||y — 0] ve [xn — al 0]

terimini de €/2’den kiiciik yapabilirsek, o zaman bunlarin toplamlar: da

sayisindan kiiciik olur ve kanitimizi bagariyla tamamlamig oluruz.

Once gorece kolay olan |z, — a||b| terimini (n’yi yeterince biiyiik yaparak)
€/2’den kiiglik yapalim. Bunun igin, |z, — a| terimini ¢/2|b|’den kiiglik yapmak
yeterli. Ama dikkat, eger |b] = 0 ise, |b|’ye bolemeyiz... Hi¢ 6nemli degil! Bu
sorunun ¢oziimii gayet basit:

|20 — alb] < |zn — al(1 4 [b])

oldugundan, |z, — a| terimini

€

2(1 + o)

sayisindan kiicik yapmak yeterli! Bunu yapabilir miyiz? Evet! Bu say1 0’dan
biiyiik oldugundan, 6yle bir Ny sayis1 vardir ki, her n > Nj igin,

€
Ty — 0] < ———=
o=l S S )
esitsizligi dogrudur.
Simdi, |zp||yn — b terimini de €/2’den kiiglik yapmaya galigmaliyiz.

’yn - b|

terimini istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu yetmez. Ciin-
kii bu terimin yanina yapigmisg bir de |z,| terimi var. Eger |z,| ¢ok biiyiirse,
o zaman bu terimi, kii¢iildiigiint bildigimiz |y, — b| terimiyle carptigimizda,
carpimin ¢ok kiiciileceginden pek emin olamayiz. Ornegin, |yn — b terimi 1/n
gibi kiiciilebilir ama |x,| terimi n gibi artabilir. O zaman da ¢arpimlar: olan
|Zn||yn — b| terimi n blytlikken 1 civarinda dolanir durur ve higbir zaman €/2
kadar kiiglilemez. (€'un kiiglik bir say1 oldugunu bir kez daha animsayin.)

Neyse ki boyle bir sorunla kargilagmayiz, clinkii yakinsak bir dizi oldugun-
dan, (x,)n dizisi sinirhdir (Teorem 5.3) ve her |z, | belli bir B > 0 sayisindan
kiiciktir. Demek ki,

|Zn [y — b < Blyn — b
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esitsizligi gecerlidir. §imdi en sagdaki B|y, —b| ifadesini ¢/2’dan kiiglik yapmak
yeterlidir. Bly,, — b| ifadesini €¢/2’den kiigiik yapmak icin ise, |y, — b| ifadesini

€

2B
sayisindan kiigiik yapmak yeterlidir. (Bunu bagarabiliriz dostum!)
Ne de olsa bu say1 pozitiftir ve |y, — b| sayisi yeterince biiyiik n’ler igin bu
sayinin altina iner: Oyle bir Ny sayis1 vardir ki, her n > N igin,
€

—-b

esitsizligi dogrudur. Demek ki,

€

[@nllyn = bl < Blyn —b| < By =

DN

esitsizligi gegerlidir.
Simdi N = max{Nj, No} olsun. Eger n > N ise, hem n > Nj hem de
n > Ns oldugundan,

|Znyn — ab| = |Tpyn — Tnb + b — ab| < |Tnyn — xpb| + |znb — ab]
= [@n||yn — 0| + &n — al[b| < Blyn —b| + |zn — al|b]
< Blyn — 0| + |&n — al(1 + [b])
(1+p) ==+

=€

[NCRNe
N

2B 2(1+ (b))
olur. (iii)’tin kanit1 bitmistir.
Teorem 5.4.iv’iin Kaniti: Bir 6nceki maddede y,, = r almak yeterli.

Teorem 5.4.v’in Kaniti: Eger agagidaki teoremi kanitlayabilirsek, o zaman
(iii) ten (v) gikar.

Teorem 5.4’lin kanitina devam etmeden 6nce gu sonuca ihtiyacimiz var:

Teorem 5.5. Eger (zy,), yakinsak dizisinin her terimi 0’dan farklysa ve dizi
0’a yakinsamayorsa, o zaman (1/xy), dizisi de yakinsaktir ve

1 1

olur. Ayrica eder (), dizisi 0’a yakinswyorsa (1/xy,)y dizisi wraksaktr.

Teorem 5.5°i kanitlamadan Once de iki Onsava ihtiyacimiz var. Her iki
onsavin da kendi bagina 6nemi vardir.
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Onsav 5.6. (zn)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b’ye yakinsasinlar. Eger belli
bir gdstergecten sonra hep x, > y, esitsizligi saglanwyorsa, o zaman a > b
olur.

Kamt: z, = x, —y, tanimini yaparak, kanitlanmig olan Teorem 5.4.ii’ye gore,

“Eger (zn)n dizisi c’ye yakinswyorsa ve belli bir gistergecten sonra hep z, > 0
esitsizligi saglaniyorsa, o zaman ¢ > 0 olur”

onermesini kanitlamanin yeterli oldugunu goriiriiz. Tam tersine, ¢’nin negatif
oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ = —|c|. Simdi, n > Ny igin, z, > 0 olsun.
Varsayima gore boyle bir Ng vardir. Ayrica n > Ny igin,

c
|Zn - C| < u
2
olsun. (z, ), dizisi ¢’ye yakinsadigindan boyle bir N; vardir; bunu gérmek icin,
yakinsamanin taniminda € = |c|/2 > 0 almak yeterli. Demek ki,

Dolayisiyla z, < ¢+ |c|/2. Simdi n, hem Ny’dan hem de N;’den biiyiik bir

gostergeg olsun. O zaman,

]

c c
zn§c+2——|c|+|2|——|2|<0,
geligki. O

Onsav 5.7. i. Eger (xn)n yakinsak dizisi 0’a yakinsamayorsa, dyle bir N do-
gal sayst ve 6 > 0 vardwr ki, her n > N icin, |x,| > 0 olur. Demek ki boyle
bir dizinin ancak sonlu sayida terimi 0’a esit olabilir.

ii. Eger (zy), dizisi yakinsaksa ama 0’a yakinsamayorsa ve her terimi 0’dan
farklwysa, dyle bir 6 > 0 vardwr ki, her n icin, |x,| > 0 olur.

Kanit: Onsav 5.2.ii’ye gére, (), yerine (|, |), dizisini alip , > 0 esitsizli-
gini varsayabiliriz. (z,), dizisi a’ya yakinsasin.

Onsav 5.6'ya gore a > 0 olmali. Demek ki a > 0. Eger € = § alirsak, her
n > N icin,
a
|zy, —al < 3
esitsizligini, yani
L cp—a<t
2 " 2
esitsizliklerini saglayan bir N’nin oldugunu goriiriiz. Demek ki, n > N igin,
a
a— - <axn

2
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esitsizligi saglanir. Simdi
a
0=—
2

alirsak, birinci kismi kanitlamig oluruz. Ikinci kisma gecelim. Yukardaki § ye-

rine,
5 min {120l [l el @
2 2 2 2

alalim. Varsayimdan dolay1 6 > 0 olur. Ve a, N ve d’nin tanimlarindan dolayz,
her n i¢in, |z,| > 0 olur. O

Teorem 5.5’in Kanmit1: a # 0 sayisi (), dizisinin limiti olsun. 1/a sayisinin
(1/2y)y dizisinin limiti oldugunu gosterecegiz. Her zaman oldugu gibi herhangi
bir € > 0 sayis1 almakla ige baglayalim. Oyle bir N bulmak istiyoruz ki, her
n > N icin,

1 1

Tn a

<€

olsun. |1/z, — 1/al ifadesiyle oynayarak, bu ifadenin e’dan kiiciik olmas: igin
n’nin ne kadar bliylik olmasi gerektigini bulacagiz. Oynamaya baglayalim:

1 1

Tn Q

la — x|

 allzal

Sagdaki ifadenin payim diledigimiz kadar kiiciik yapabiliriz, ¢linkii (zy,), dizisi
a’ya yakinsiyor, burada bir sorun yok. Paydadaki a da sabit bir sayi, bu da
sorun yaratmaz. Ama =z, sorun yaratabilir, ¢iinkii eger x, ok kiigiiliirse, o
zaman ifade ¢ok biiyiiyebilir ve ifadenin e’dan kii¢iik oldugunu kanitlayamayiz.
Teoremin dogru olmasi icin |z, |’ler belli bir pozitif sayidan kii¢iik olmamali.
Bu dogrudur ve (z,)y dizisinin limitinin 0 olmamasindan kaynaklanir ve bu
yukardaki 6nsavda kanitlanmistir: Onsav 5.7°ye gore, dyle bir § > 0 var ki, her
nigin, |z,| > 0 olur. Simdi yukardaki hesab: bir adim daha devam ettirebiliriz:
1 1

_ |a_xn‘ ’a_xn‘

@n al  lallzgl |a|o

En sagdaki ifadenin e’dan kiiglik olmasi i¢in n’nin ne kadar biliylik olmasi
gerektigini bulalim. Bu ifadenin ¢’dan kiiciitk olmas icin, |a — x,|, €|a|do’dan
kiiciikk olmali ve €|a|d0 > 0 oldugundan bunu yapabiliriz: N, her n > N igin,

la — x| < €lald
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. Simdi N’den biiyiik her n i¢in,
1 1
Tn o Q
olur. O

Teorem 5.4.v’in kanit1 da boylece tamamlanmig oldu.

_ la — x|  |a— x|  €lald _
|al|n] |ald |alo

€
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Teorem 5.4.vi'nin Kaniti: (v)’inci kissmdan dolay1 teoremi ¢ > 0 igin
kanitlamak yeterli. Eger ¢ € N ise sonucumuz (iii) tincii kisimdan tiimevarimla
kolaylikla cikar.

Once sorunun (), dizisinin yakisakhgini kanitlamak oldugunu gostere-
lim. Nitekim eger bu dizi yakinsaksa, pozitif a ve b dogal sayilar igin ¢ = a/b

yazarsak,
. q b . a . a
(hm a:n) = lim zj, = (hm mn>
Tr—00 T—00 T—00

esitliginden istedigimiz kanitlanir.

& = limy 00 2y, olsun. Once z = 0 varsayimini yapalim. € > 0 olsun. Oyle
bir N bulalim ki, her n > N icin |z,| < €'/7 olsun; bu durumda |z%| = |2,|9 < €
olur. Dolayisiyla (z7), dizisi de 0’a yakinsar.

Simdi de dizinin 0’a yakinsamadigini varsayalim. u, v € N ve v # 0 i¢in
g = u/v olsun. Once v = 1 alalm. O zaman, 1/v < 1 oldugundan, Sonug
3.20’ye gore, ,

(zlz) Y — 1< %"_1
olur. Ama (z~'z,), dizisi 1’e yakinsadigindan, yukardaki e§1thg1n sag ta-
rafindaki ifadeyi istedigimiz kadar kiigiik yapabiliriz. Demek ki ((x~ n)l/ I,

yani (z~1/ vpl/ "), dizisi de 1’e yakinsar, yani (:1:71,/ "V dizisi /¢ sayisina ya-
kinsar. Buradan da (:UZ/ ") dizisinin z%/? sayisia yakinsadig gikar. O

Teorem 5.4’11, “limit alma islemi toplamaya, ¢ikarmaya, carpmaya, bolmeye
ve kesirli iis almaya saygi duyuyor” ya da “limit alma iglemi toplamaya,
¢ikarmaya, carpmaya ve bolmeye dagiliyor” ya da ya da “limit alma iglemi
toplamayla, ¢ikarmayla, carpmayla, bolmeyle be iis almayla uyumlu” gibi ifa-
delerle ifade edebiliriz.

Ornekler
5.10. an = (—1)" ve by, = (=1)""(1 4 1/n) olsun. (an)n ve (by), dizileri waksaktir ama
(an + bn)n, (@nbn)n ve (an/bn)n dizileri yakinsaktir.
5.11. 1ki basit érnek:
lim i: lim <§l): lim § lim l:§ lim l:§><0: .

n—oo N n— 00 3 n n— 00 3 n—oo M 3 n—oo M,

lim (5——4— ) 5.

5.12. lim, o0 (\/n2 +n— n) limitini bulun.
Co6ztm: Limiti alinacak ifadenin “eglenigi” denen geyle garpip bélelim:

() (P Ean) _ (e
N R Vi

n
_\/n2+n+n \/1+1/n+1 2'

ve
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Aligtirmalar

5.13. ao ve a1 verilmis olsun ve n > 1 igin an4+1 = uan + van—1 olsun. Eger (an), dizisinin
limiti varsa ve 0’dan farkliysa, u ve v sayilar1 hakkinda ne séyleyebilirsiniz?

5.14. lim, oo (\/ n2 4+ 3n — n) limitini bulun.

Simdi bir polinomu bir dizide degerlendirip, bu degerlerin limitine bakalim.
Simdi, limit alma iglemiyle bir diziyi bir polinomda degerlendirme iglemlerinin
yer degigtirebildiklerini gorecegiz, bir bagka deyigle bir dizinin limitini alip
degerlendirmekle, diziyi degerlendirip limitini almak ayni sonucu verir:

Teorem 5.8 (Polinomlarla Yakinsaklik). (ay), dizisi a’ya yakinsasin. p(X) de
herhangi bir polinom olsun. O zaman, (p(an))n dizisi p(a) sayisina yakinsar.
Eger q(X) herhangi bir baska polinomsa, q(a) # 0 ise ve her n icin q(a,) #

0 2se, 0 zaman
(p(an))
Q(an) n

dizisi p(a)/q(a) saypsina yakinsar.

Kanit: Bu da Teorem 5.4’in dogrudan bir sonucudur. O

Asgagidaki alistirmalarin bircogu ¢ok kolay degildir ve ¢6ziimii de her zaman
dogal gelmeyebilir. (Yani tek basginiza yapamazsaniz moraliniz bozulmasin!)
Ancak limit kavraminin iyice oturmasi icin her birini ayr1 ayr1 denemekte ve
sonra ¢oziime bakmakta yarar var.

Ornekler

5.15. Asagidaki limiti bulun:
. 3n*—4dn+5
lim —————.
n—oo 477/2 — bn =+ 1

Coziim: Pay1 ve payday1 n? sayisina bolerek ve yukarda kanitlanan teoremi a, = 1 /n
dizisine uygulayarak,

. 3n*—4n+5 . 3—4/n+5/n° 3
lim ——— = lm ———F— =—
n—oo 4n2 — 5n 4+ 1 n— 00 475/n+1/n2 4

buluruz. O

5.16. Asagidaki limiti bulun:
. <n(n +2) n® )
lim - .

n—»00 n+1 n?+1

Coziim: Limiti alinacak ifadenin paydalarini egitleyip elde ettigimize bakalim:

n(n + 2) n’ nan+2)(n’+1)—n’(n+1) n® +n? 4+ 2n

n+l n2+1 (n+1)(n%+1) T (n+ D)2 +1)

Taraflar1 n’e bélersek limitin 1 oldugunu goriiriiz.



5.2. Yakinsak Dizilerle islemler 95

5.17. 0 < q < p ki kesirli sayr olsun.

lim n’ —n =1
n—oo (n+ 1)P — (n 4 1)9 a
egitligini kanstlayin.
Kanit: Basit bir hesap:
nP — nd B nP=q_1
m+1)?P—(n+1)2  (n+1)?/n2 —(1+1/n)e
nP~1 -1
T (n4+ 1P 9(n+1)4/n? — (1 +1/n)e
1 1 1+1
1—1/nP"1

L+ 1/n)r=a(1+ 1/n)7 — (1 + 1/n)7/nr—a

Bu konuda Ornek 3.2’%¢ de bakabilirsiniz. Dizi 1’ “alttan yakinsar” .
5.18. Asagidaki limiti bulun:

lim #-"—L—F + n
nsoo \n24+1  n2+2 n2+n/’

Cozim: Paydadaki n2+2 sayilar yerine énce n? + 1, sonra da n? 4+ n koyalim, bakalim
bir seyler cikacak mi. Once n? + 1 koyalim:

n . n . n
i i 1 , 1 n(n+1)
< = - .
Zn2+i—zn2+1 n2+1i§::IZ n2+1 2

i=1 =1

Demek ki Sandvi¢ Teoremi’ne gore,
. 1
Jm ) n s

Simdi de n? + n koyalim:

i i 1 . 1 nn+1)
> = = _—
Dzl Wi T 2

i=1 1= i=

Gene Sandvi¢ Teoremi’ne gore,

N | =

lim > "n >
Boylece limitin 1/2 oldugu gikar. a
5.19. Asagidaki limiti bulun:

) n 7 ]
dm 22
=1 j=1
Co6ziim: Oldukca kolay ama belki biraz uzunca bir hesap:

SN =i = e g = g

i=1 j=1 i=1 j=1

1 N5 =, 1 [(nr+D)@2n+1)  n(n+1)
o (B v B - (PR 200)

ve gerisi Teorem 5.8’den kolaylikla ¢ikar. (Sonug 1/6 gikar.) a
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5.20. limy 00 an = £ ise
. ao+t -t an—1
lim ————— =/
n—oo n
egitligini kantlayin.

Kanit: b, = a,, — £ tanimim yaparak, lim, . b, = 0 ise

bt F e
hmi

n—oo n

=0

esitligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. Eger M < n ise,

bo+ -+ +bp1 :b0+"'+bM—1 +b]\/l+"'+bn71

n n n
egitliginden
bo+ -+ +bp1 < lbo + - - 4 bar—1] n [bar| + -+ 4 [bn—1]
n - n n

egitsizligi cikar. Simdi € > 0 olsun. lim, o b, = 0 oldugundan M’yi,
1> M = |bi| <¢/2

onermesi dogru olacak bigimde segebiliriz. Demek ki n > M igin,

|bar| + -+ [bn—1] < (n— M)e/2 <€
n n -2
olur. M’yi boylece sectikten sonra, P sayisini

|bo+ - 4+ bar—1] €
P <2

olacak bicimde secelim. N = max{M, P} olsun. O zaman her n > N igin,

bo+ -+ b1
n

< [bo + -+ + bar—1| n [oar| + -+ + |br—1| <

=+
n n 2

=€

[\

olur ve bu da istedigimizi kanitlar. O
5.21. limp, oo (1 +n +n?)Y™ = 1 egitligini kanstlayn.
Kamt: Elbette (1+n +n?)Y/™ > 1. Demek ki bir r,, > 0 sayis1 icin

A+n+nH)"=1+r,

yazabiliriz. lim,, e 7, = 0 egitligini géstermemiz lazim. n > 3 olsun. Her iki tarafin da
n’inci kuvvetini alarak ve binom teoremini kullanarak,

-1 —1)(n—2 .
R e R

1+n+n?= (I1+7r)"=14+nr, +
ve dolayisiyla

linint>1yMn=-Dn-2) 5

3! "
elde ederiz. Buradan da ( 2)
6(n+n
0 3 B S L
<Tn < n(n —1)(n —2)

bulunur. Bundan ve bu béliimde yapilanlardan lim,, . 7> = 0 cikar. Teorem 5.4.vi’dan
dolay1 lim,,_,oc 7» = 0 bulunur ve bu da istedigimizi kanitlar.
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5.22. Asagidaki limiti bulun:

. =Kk 3k41
dm Y e

Cozium: Bir zeka piriltisi gerekiyor:

n n n

k2 +3k+1 k2 +3k+1 k2 +3k+1
Z :Z( Z(

k2l Akt 2)(k+ DR 4 (k2 + 3k + 2)k!
_i(k%:&km)q_i 11
7k:1 (k2 + 3k + 2)k! 71¢=1 ko (B+2)!
IR S S
2l (41! (n+2)!
ve sonug 1/1!+1/2! = 3/2 gikar. O

5.23. Asagidaki limiti bulun:

o) (-2 0 29 ()

Co6zium: Limiti bulunmas: gereken ifade,
- 2
1—— .
(i)

Parantezlerin herbirini hesaplamaktan baska care yok sanki:

2 G+2)i—-1)
1— — = — .
i(i+1) i(i+1)
Bu parantezleri ¢ = 2’den ¢ = n+ 1’e kadar carpinca bircok sadelestirmeler olur ve geriye

1 n+2

X
3 n

kalir. Bunun limiti de 1/3 olur. O

Alistirmalar
5.24. Asagidaki limitleri bulun:

3 1/3 1/3 1/3
lim <M> im Y™ m ™ fim " n

n—oo 3n—5 ’ n—)oon+1 n—)oon—‘,—]_ nl—>ngo’n/2/3—|—1’ nh—>n<;lon1/3+1

5.25. Asagidaki limitleri kanitlayin:

lim (\/n2 +1 —n) =0, lim (\/n2 —|—n—n) = %
n—o0 n—o0
(Ipucu: Eslenikleriyle carpip boliin.)
5.26. k € N icin
li n* 1
e, (n—1)k+1 7 k41

esitligini kanitlayin. (ipucu: Binom agilimi.)
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5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.

5.34.

5.35.

5. Yakinsak Dizilerle Siralama ve islemler

Sandvic Teoremi’ni kullanarak

n
1
lim E T ——
n— oo P v/n2 —+ 1

limitini bulun. (Bkz. Ornek 5.18.)

Genel terimi
1 2 3 n
In—2+4+8+~~~+2n
olan dizi 2’ye yakinsar. Hesap makinanmzi ya da Excel’i kullanarak buna ikna olun.
Bu agsamada bunu kanitlamaniz imkénsiz olabilir ama denemenin kimseye bir zarari
olmaz, hatta boylece gelecek sayfalarda yapacaklarimizin degerini anlamis olursunuz.

Bkz. Ornek 14.39.
Asagidaki limiti bulun (bkz. Ornek 5.22):

=Kk 6k*+11k+5
dm > ETa)

Asagidaki limiti bulun (bkz. Ornek 5.19):

n i jQ
Jim >

i=1 j=1

Eger (z,)n yakinsak ama 0’a yakinsamayan bir diziyse, belli bir zaman sonra, dizinin
ya hep pozitif ya da hep negatif olacagini kanitlayin.

(zn)n, yakinsak bir diziyse ve belli bir gostergecten sonra a < x, ise, lim,— oo Tn > @
egitsizligini kanitlayin.
Eger (xn)n dizisi yakinsaksa ama 0’a yakinsamiyorsa,

. T
lim t =1
n—>00 Tn41

esitligini kanitlayin.

Sinirh diziler kiimesinin toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
Terimleri 0’dan farkli olan sinirhi diziler kiimesinin bélme altinda kapali olmadigim
kanitlaym. (z,), sirl ve terimleri 0’dan farkli bir diziyse, ne zaman (1/x,), dizisi
siirhdir?

Eger (xn)n ve (yn)n iki diziyse ve lim(z, — yn) = ¢, yani £, — y» — £ oluyorsa, bunu
T — Yn +4
olarak gosterelim. Eger lim x,, /y, = ¢ ise bunu
Tn ~ Lyn

olarak gosterelim. Bu tanimlarin gecerli olmast icin (z,)n ve (yn)n dizilerinin illa yakin-
sak olmalar1 gerekmedigine dikkatinizi ¢ekelim.

a. Tn = 1/n ve yn = (—1)"/n olsun. £, — y» oldugunu (yani tanimdaki ¢ = 0) ama
higbir ¢ icin x,, ~ £y, olmadigini gésterin.

b. ©, = 2n ve y, = n olsun. xz, ~ 2y, oldugunu ama hicbir ¢ i¢in z, — y, + ¢
olmadigini kanitlayin.

c. a € Rolsun. z, = 1/n ve y, = a/n olsun. Yukardaki iliskilerden hangisi ya da
hangileri dogrudur?
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5.36.

5.37.

99

dozn=1/nvey, =1/ n? olsun. Yukardaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
e. Tn = 1/n’ ve y, = 1/n olsun. Yukardaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
f. Eger bir ¢ i¢in x,, — yn + £ icgin oluyorsa bunu x, = y, olarak gosterelim. Bu iligki

diziler iizerine bir denklik iligkisi midir?

g. Eger bir £ i¢in x,, ~ fy, i¢in oluyorsa bunu z,, =~ y, olarak gosterelim. Bu iligki diziler

iizerine bir denklik iligkisi midir?

Eger yeterince biiyiik n ve n’den bagimsiz bir K i¢in |x,| < Ky», oluyorsa,
zn = O(yn)

yazilir. Eger lim z,, /y, = 0 ise

Zrn = 0(Yn)
yazilir. Bunlara “biiylik O” ve “kii¢iik 0o” ad1 verilir.
a. Tn = 3n, yn, = n olsun. Yukardaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
b. n =n, yn = n? olsun. Yukardaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
c. n =12, yn = n olsun. Yukardaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?

B n®>+2n+3
" 3n—1
olsun.
a. rn — n/3 + 7/9 iligkisini kanitlaym (bkz. Aligtirma 5.35).
b. z, ~ n/3 oldugunu gosterin (bkz. Ahstirma 5.35).
c. n = O(n) oldugunu gosterin (bkz. Aligtirma 5.36).
d. x,, = o(n?) oldugunu gosterin (bkz. Alistirma 5.36).






6. Yakinsak Dizi Ornekleri I

En 6nemli dizilerden biri olan geometrik dizilerden baglayalim. (™), bigiminde
yazilan bir diziye geometrik dizi denir:

Geometrik dizilerin yakinsakligina karar vermek oldukca kolaydir:

Teorem 6.1. r bir gercel saywysa ("), dizisi ancak r € (—1,1] iken yakinsak
olabilir.

r =1 ise limit 1 dir.

r € (—1,1) ise limit 0 dur.

r ¢ [—1,1] ise dizi sunarsizder, dolayiswyla wraksar.

Kanmit: Once —1 < r < 1 olsun; lim,_yeo 7™ = 0 esitligini gorecegiz. Eger
r = 0 ise kanitlayacak fazla bir sey kalmiyor, bundan boyle r’nin 0 olmadigin

varsayalim. € > 0 olsun. s = —1 + 1/|r| olsun. Tabii ki s > 0 ve
=1
r| = :
1+s

N dogal sayisi,
1
— < Ne
S

esitsizligini saglasin (Arsimet Ozelligi). Simdi, her n > N igin, Onsav 3.15%
gore,

1 \" 1 1 1 1
mool=rr = ([ —— ) = < <—<-—<e
| = Irl (1+s> (1+s)™ " 14+ns ns Ns ‘

limy, 00 ™ = 0 esitligi kanitlanmigtir.

Simdi r'nin 1°den biiyiik oldugunu varsayalm. s = r —1 > 0 olsun. O
zaman Onsav 3.15’e gore

r"=(14s)">1+ns

ve Argimet 6zelliginden dolay1 (™), dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak
olamaz (bkz. Teorem 5.3).
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Eger r < —1 ise, n = 2m cift oldugunda, v = 2™ = (r2)™ sayilar1 bir
onceki paragrafa gore tstten siurh degildirler. Dolaysiyla (r"),, dizisi simrh
degildir ve yakinsak olamaz. O

Simdi de geometrik dizinin terimlerini toplayarak elde ettigimiz,
S0 = 17
st =14nr
s = 141 +72
s3 = 1+r+7r247r,

Sno=1+r+r2 44

dizisine bakalim. Bu dizinin limiti analizde temel niteliktedir.
Teorem 6.2. r bir gercel sayt ve
Sp=14r+r2 43 4. "

olsun. (sp)n dizisi ancak ve ancak r € (—1,1) iken yakinsak olabilir ve bu

durumda limit )

1—r

olur.

Kamt: Onsav 3.14te, eger r # 1 ise,
1 —pntl
i g
esitligini kanitlamigtik. Dolayisiyla eger r» € (—1,1) ise sonug Teorem 6.1 ve
5.4’ten cikar:

1— 7m—&—l
lim s, = lim = = .
n—00 n—oo 1 —r 1—r 1—r

1 — limy_yo ¥ 11 1

Eger r > 1 ise,
sp=1l4r4+r2 44 4 >n+1
oldugundan, dizi sinirh degildir ve iraksar (bkz. Teorem 5.3).
Eger r < —1 ise, n c¢ift sayisi igin,
B 1 _Tn—i—l B 14 |7“|"+1 |7“|"+1 |7“|"

— — > .
R — 1+ || ol 2

bulunur. Dolayisiyla dizi smirsizdir (Onsav 3.15) ve limiti olamaz.
Eger r = —1 ise, (8n), dizisi 1,0,1,0,1,0,... diye devam eder ve higbir
saylya yakinsayamaz. O
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Asgagida verecegimiz ornekler énemlidir. Her birini 6énce kendiniz kanitla-
may1 denemelisiniz. Okudugunuzda size ¢ok kolay gelebilecek kanitlar1 bula-
mamaniz moralinizi bozmasin. Gercekten de birgogu uzun siiren caligmalardan
stizlilmiis zeka trtinleridir.

Ornekler

6.1. Her r € R i¢in, lim, 00 7" /n! = 0.
Kamt: Onsav 5.2.ii’ye gore, r yerine |r| alarak r > 0 varsayimini yapabiliriz. z, =
r™/n! > 0 olsun. € > 0, herhangi bir gercel say1 olsun. L, r’den biiyiik herhangi bir
dogal say1 olsun. Her k£ dogal sayisi igin,

k
r
<
93L+k_fUL(L+1>

esitsizligini k iizerine tiimevarimla kanitlayalm. k& = 0 ise esitlik s6zkonusu. Simdi
esitsizligi k igin varsayip k + 1 icin kanitlayalim:

?"L+k+1 B ,r,L+k r

.
L+k+1)  (L+kL+k+1l L ikr1

k k k+1
<zxr r r <z _r L::EL r
- L+1) L+k+1— L+1) L+1 L+1 ’

Esitsizligi kanitladik. Ama 0 < r/(L+1) < 1 ve Teorem 6.1’e gore yukardaki esitsizligin
en sagindaki terimin k£ sonsuza giderken limiti 0’dir. Demek ki 6yle bir K vardir ki, her

k > K icin,
e
L+1 T

egitsizligi gecerlidir. Simdi N = K + L olsun. Her n > N icin,

TL+k+1 = (

k=n—-L>K

tanimiyla,
r k €
Ty =Tp4k < xL(m) < wLE =€
elde ederiz. Istedigimizi kanitladik ama pek kolay olmadi. Limit bulmak her zaman kolay
degildir, hatta bazen cok ¢ok zor olabilir.
Okur, hakli olarak yukardaki kaniti nasil diigindiigiimiizii sorabilir. Kanit1 nasil yapti-
gimiz1 agiklamaya caligalim.

Tn+1 ile x, arasinda c¢ok basit bir iligki var:

n+1 n

r . ror r

n+1)! Thntilnl ntilm

Tn+l = (

Bunu bir adim daha gétiiriirsek,

r r

Int2 = nt2n+1"

LA
1:
n+ 2 e

elde ederiz. Ama buradan da,

x - T Tn < " Zx
T ¥ 2nt+1 " n+1 "
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elde ederiz. Bu asamada,

k
r
< n
Tn+k S <n+1) X

egitsizligini tahmin edip kanitlamak zor degil. Eger n’yi yeterince biiyiik secersek,

r
n+1

sayist 1’den kiigiik olur ve Teorem 6.1’e gore esitsizligin sag tarafi k& biiylidiikce kiigiiliir.
Bizim istedigimiz de buydu zaten. Gerisi, okurun ustalagmasi gerektigi teknik ayrinti.

Benzer Bir Kamit Daha: z,11/z, = r/(n+ 1) < r/n. Ama lim, ,oc7/n = 0
oldugundan, dyle bir N vardir ki, n > N icin r/n < 1/2 olur. Demek ki her n > N igin,

X TN+2 TNI3 X 1 n-N-1
0 S L + +3 ... n < —
TN4+1  TN+41 TN42 Tn—1 2

olur. Sonug simdi Sandvi¢ Teoremi’nden cikar.
Bir Uyaru: (n"/n!), dizisi bir zaman sonra her sayiy1 asar, yani limiti yoktur. Bkz.
Aligtirma 10.12 ya da Ornek 5.1.

Her r € (—1,1) igin,

1 n
lim (r + 7> =0.
n—oo n
Eger |r| > 1 ise dizi wraksar.
Kanit: Once r € (—1,1) varsaymmini yapalim. Onsav 5.2.ii ve

esitsizliginden dolay1, genelligi bozmadan, r € [0,1) varsayimini yapabiliriz. s € (r,1)
olsun. N dogal sayisi, 1/N < s — r esitsizligini saglasm. O zaman, her n > N icin,

1 1
r+ﬁ§r+ﬁ<'r+(s—r):s

1 n
0§<r+7) < s"
n

olur. Sag taraf, Teorem 6.1’e¢ gore 0’a yakinsadigindan Sandvi¢ Teoremi istedigimizi

verir.
(3
r+ —
n

Eger |r| > 1 ise,
olur ve Teorem 6.1’e gore dizimiz siirsizdir, dolayisiyla iraksaktir.

ve

> [rl"

|r| = 1 Durumu: Dizinin » = —1 i¢in raksadigini Ornek 10.7°de, r = 1 icin (admma e
denilen bir sayiya) yakinsadigini Teorem 10.1’de gorecegiz.

Eger a > 0 ise limy 00 a'’/™ =1 olur.

Kanit: a = 1 ise sorun yok. Gerekirse a yerine 1/a alirsak, a > 1 varsayimin yapabiliriz.
Zn = a*’™ — 1 olsun. O zaman

a=14+z,)"=14nxn+- > nz,

ve 0 < zn, < a/n. Buradan da lim,— o n = 0 ve dolayisiyla limy, o a/" =1 cikar.
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6.4. Eger limy,— oo T, = 0 ise ve a > 0 ise lim, 00 a** =1 olur.
Kanit: € > 0 verilmis olsun. Bir 6nceki drnege gore, bir m dogal sayist icin a*/™ ve
a~ '™ sayilar (1—¢€,14¢) arahiginda olurlar. Ayrica yeterince biiyiik n sayilari, diyelim
N’den biiyiik n sayilar icin —1/m < x,, < 1/m olur. Buradan a®" sayisinin a~ V™ ile
a'/™ arasinda oldugu, yani (1 — €1+ ¢) arahginda oldugu cikar ve bu da istedigimizi
kanitlar. O

6.5. |r] <1 iselimp—oo nr™ =0 olur.

/m

Kanit: r # 0 varsayimin yapabiliriz. 1/|r| = 1+ s olsun. s > 0 olur elbette. n > 2 igin,

—1
(1+5)" :1+n5+%52+...
egitliginden
1+9s)" 1  n nn-1) n(n —1)
52 s + s + 2 + > 2
ve buradan da,
n 2

n_ < =
| 1+ s)” < (n—1)s> = ns?

gikar. (Son esitsizlik n > 2 kogulundan ¢ikar.) Simdi e verilmis olsun.

N = max{2, %}
€s

olsun. Eger n > N ise, yukardaki hesaptan, |nr"| < e ¢ikar. O
Eger r = 100/101 ise, (nr™), dizisi 100’inci terime kadar artar, nerdeyse 37 olur ve
daha sonra azalarak 0’a yakinsamaya baglar, yani bu dizi 0’a yakinsar ama sonlara dogru
yakinsar! Bu dediklerimizin dogrulugu érnegin excel ile kontrol edilebilir. |
6.6. |r| <1 veqe Q=" ise limy 00 n%" =0 olur.
Kanit: ¢ = 0 ise sorun yok. Bundan béyle ¢ > 0 olsun. s = r'/? olsun. O zaman,
lim,, 00 n%s%" = 0 esitligini géstermek durumundayiz ki bu da Teorem 5.4.vi’ya gore,
limy, 00 ns™ = 0 esitligini gostermek demektir. Bunu da yukarda, bir 6nceki 6rnekte

gostermigtik. O
6.7. lim,_eon/™ =1.
Kanit: z, =n'/" — 1 olsun. O zaman, n > 2 icin,
—1 —1
n=1+z,)" = 1+nxn+%mi+--- > n(n2 )xi
olur. Demek ki
CL‘EL < j
ve
Tn < 2
? n—1
Dolayisiyla, limy,, oo £, = 0 ve lim,_, o nt/m =1. O
6.8. Terimleri, n > 2 igin,
= 1 1 1 1 1
xnzzi(n—i) T - " 2m— Ty T T
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esitliginden dolayi,
bl 2(p 1,
"Tn 2 3 n—1
olur. Ornek 3.3’ye gore

1 1 1
14 = =i —— .
+2+3+ +n_1<\/ﬁ

Demek ki, her n > 2 i¢in
2

7

saglanir. Buradan da limz, = 0 elde edilir’. O

2
0<2, < =yn=
n

z € R olsun ve
[z] + [22] + - - - + [na]
n2

ITn =

olsun. lim, 00 Tn = /2 egitligini kanstlayin.
Kamit: Her r € Ricin [r] <7 < [r] + 1 oldugundan, r — 1 < [r] < r olur. Buradan

(z-D4+Q2z—-1D+-+nx—-1) <[z]+[22]+ -+ [nz] <x+22+ -+ nz

ve dolayisiyla

wx—rm ] + [22] + - + [na] < wx
olur. Her tarafi n?’ye bolersek, Sandvic Teoremi'nden istedigimiz cikar. |

[Lineer cebir bilenlere.] ag =1, a1 =0 ve

n F Gnt1
2

olsun. limn oo an limiti var madur ve varsa kactir? (Not: Lineer cebir kullanmayan bir
¢oziim igin sayfa 146’deki Aligtirma 12’ye bakin.)

an+t2 =

Coziim: Her n € N igin
ve
olsun. O zaman

ve her n € N i¢gin

olur. Buradan da her n € N igin

Az = zn,
cikar.
A™ matrisini hesaplayalim. Bunu yapmak icin 6nce A matrisini capraz matris haline so-
kalim. (Eger bu miimkiin degilse Jordan kanonik bicime sokmak gerekir.) Bunu yapmak
icin de matrisin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulalim:

det(A—xIdg):det(l_/z 1/21_96): 2_g—%:(:v—1) <x+%)

! Birinci basimda bu sonucun Gérkem Ozkaya tarafindan bulunmus c¢ok giizel ama oldukga
uzun bir kanit1 vardi. ITham Aliyev yukardaki kisa kaniti sundu.
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oldugundan, 6zdegerler 1 ve —1/2dir. (iki degisik 6zdeger oldugundan, A matrisi bir
bagka tabanda capraz matris olarak yazilir.) Eger bu 6zdegerlere sirasiyla A1 ve A2
dersek, bunlara tekabiil eden v; # 0 6zvektorleri bulahm. ¢ = 1, 2 igin

Al}i = /\iv,-
denklemini ¢ozersek,
(1 (2
V1 = 1 ve vy = 1
vektorlerinin A1 = 1 ve Ao = —1/2 6zdegerlerine tekabiil eden 6zvektorlerden olduklarim

buluruz.
Simdi P, e; ve ez kanonik tabanlar1 v1 ve va vektérlerine gétiiren déniigimiin matrisi

olsun:
1 2
(0 2)

. 1(-1 -2
Po= 3(—1 1)'

4 (1 0
PAP *(0 _1/2)

olmal. Tki ii¢ dakikadan fazla siirmemesi gereken hesaplar yapilinca bir hata yapmadi-
gimiz ve egitligin gergekten dogru oldugu kolaylikla goriiliir. Buradan,

we (e 2) ) ()

(1 0 o L1 —(=1/2" 2= (=1/2)" !
—P(o(q/Q)n)P = 3<f1+(f1/2)” 727(71/2)">

P’nin tersini bulmak zor degil:

Simdi

bulunur. Dolayisiyla,

(L) 0

olur. Demek ki lim,_,o an, = 1/3.

Not: Yukardaki a,, ifadesi bilindikten sonra ayni esitlik tiimevarimla kanitlanabilir! Ama
sadece bilindikten sonra... Tiimevarimla kanit yontemi ¢ok giiglii olmasina kargin, bu
yontemi kullanabilmek icin kanitlanacak formiiliin ya da teoremin énceden bilinmesi
gerekir! O
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Aligtirmalar

6.11. (zn)n, bir dizi olsun. Sabit bir r € (0,1) sayis1 ve her n gostergeci i¢in

|Znt1| < |2l

olsun.
lim z,, =0
n—o0
esitligini kanitlayin.
6.12. Genel terimi
n+4
3n2+2

olan dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu ve limitinin 0 oldugunu kanitlayn.
6.13. Terimleri pozitif ve azalan olan ama limitin 0 olmadig: bir dizi bulun.
6.14. Terimleri

n—1 1
J“’n = 7 5 N
; i(n? —1)
olan dizi yakinsak midir?
6.15. Terimleri

olan dizi yakinsak midir?

6.16.

lim n
n— oo

esitligini kamtlaym. (Ipucu: n'/™ > nl/"z.)
6.17. [Lineer cebir bilenlere.] fo =0, fi =1 ve
fn+2 = fn + fn+1

olsun (Fibonacci dizisi). Ornek 6.10°daki gibi yola cikarak fi00’i bulun.
6.18. ao, a1 > 0 ve her n € N igin

Gn+2 = (anan+1)1/2
olsun.
lim a, = (aoai)*’?
n— oo
esitligini kanitlayin. Ipucu: an = ag™ai™ olsun. uy’ler arasinda bir iligki bularak ve

Ornek 6.10’u kullanarak lim,,—, o %y, limitini bulun. Aym seyi v, i¢in yapin.
6.19. [Sierpinski Uggeni] Asagidaki birinci iicgenin alam 1'dir.

Sekildeki gibi, her seferinde iicgenden siyah tlicgenler cikariliyor ve bu boyle sonsuza
kadar devam ediyor. n’inci iicggende kalan beyaz alani hesaplayin. Bu alanlarin n sonsuza
giderken limitini bulun.

6.20. [Koch Kartanesi] Agagidaki gsekildeki gibi, bir egkenar {iggenin kenarlarina, tiggenin
ticte biri kadar olan ii¢ licgeni tasiyoruz ve benzer iglemi elde edilen sekilde tekrar ediyo-
ruz. Baslangi¢ iiggeninin kenar1 1 br ise, siireci sonsuza dek devam ettirdigimizde, elde
edilen seklin dig gevresi ne olur? Peki ya {icgenin alani 1 br ise olugsan geklin alani ne
olur?
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6.21. [Sierpinski Halis1] Asagidaki sekil yukardakiler gibi bir kareden o karenin dokuzda biri
kareler cikartilarak ve siireg siirekli sonsuza dek tekrarlanarak elde ediliyor. Sonsuzda
elde edilen seklin (siyah kismin) alanin hesaplayin.

6.22. [Kaos] k sabit bir say1, z1 = 0,8 ve zn41 = k(1 —w%) olsun. £k = 2,2 ve k = 24
icin ilk dizinin 50 degerini 6rnegin Excel’de hesaplayin. Iki dizi arasindaki farki goriiyor
musunuz? Ayn seyi bagka k degerleri i¢in yapip ne olup bittigini anlamaya caligin.



