4. Yakinsak (Gercel Sayi
Dizileri

4.1 Dizi

Ta en bagindan, dizinin tanimindan baglayalim. X herhangi bir kiime olsun.
X’ten sirayla elemanlar secelim:

Zo, L1, T2, T3y -

Iste dizi boyle bir seydir. Buna X-dizisi denir. Ornegin,

bir Q-dizisidir, ve ayn1 zamanda bir R-dizisidir elbette.

m, w2, w3,
ise bir R-dizisidir. (Her ne kadar 7 diye bir sayinin varligini tanimlamamigsak
da, boyle bir gergel sayinin varligi okurun kulagina kadar gelmigtir... Dileyen
7 yerine herhangi bir bagka gergel say1 da alabilir.)

Bu boliimde sadece gercel say1 dizilerini konu edecegimizden R-dizisi yerine
kisaca dizt diyecegiz.

Daha matematiksel olalim. Matematiksel olarak bir dizi (yani bir R-dizisi),
dogal sayilar kiimesi N’den gergel sayilar kiimesi R’ye giden bir z fonksiyonu-
dur. Eger n € N ise, 2’in n’de aldig1 x(n) degeri yerine z,, yazilir. Ayrica, =
fonksiyonu degerleriyle belirlendiginden, z yerine (x,), yazilr:

x = (Tp)n-
Ornegin yukardaki 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ... dizisi, eger tahmin edildigi gibi

devam ediyorsa,
n+1
n+2/,
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olarak yazilir. z,’ye x dizisinin n’inct terimi adi verilir. n’ye de x,’nin

gostergeci ya da endisi denir. (Bu son tanimin su tuhafligi var: z,, = x,, ise

2y’ nin gostergeci n midir yoksa m midir? Dolayisiyla bu bir tanim olamaz, bu

tanmim lafin gelisi ve muallakta kalinmadigindan emin olundugunda kullanilir.)
Bazi dizilerin taniminda yapay bir tanim sorunu olabilir. Orneg“;in,

1

" a9

dizisi n = 0 ve 2 gostergegleri i¢cin sorun yagar. Bu durumda dizinin 3 ve daha
biiyiik gostergecler icin tanimlandig1 varsayilabiliriz, ya da bu dizi yerine,

1

" G @D

dizisini alabiliriz. Nitekim,

(), (Ermsn)

Bu yontemle sonlu sayida gostergecte tanimsiz olan dizilerin her géstergecte
taniml olduklarini varsayabiliriz.

Bir dizi aslinda bir fonksiyon oldugundan, dizinin grafigini de ¢izebiliriz.
Asagida bir 6rnek verdik.

x(n)

3/4
2/3

172

AN

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n . .
X, = — dizisinin grafigi
n+1 sratig

Her terimi sabit bir a sayisi olan diziye sabit a dizisi ad1 verilir. Bu diziyi
s(a) olarak gosterecegiz. Demek ki s(a) dizisi,

a, a, a, a, G, Q,. ..

diye baslar ve aynen boyle devam eder. Sabit 0 dizisi ve sabit 1 dizisi énemli
sabit dizilerdendir. Kimi zaman bir dizi hemen degil ama zamanla sabitle-
sebilir, ornegin,

b,c, b a,a,aq,a,a,aq,...

dizisi zamanla -dordiincii adimda- sabitlegen bir dizidir.
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Dizilerden olugsan kiimeyi & ile gosterelim. & kiimesi iistiine toplama,
c¢ikarma ve garpma gibi standart iglemleri goyle -en dogal bicimde, fonksi-
yonlarin toplamini, farkini, carpimini tamimladigimiz gibi- tanimlayabiliriz:

(J)n)n + (yn)n = (xn + yn)na
(‘/L‘ﬂ)n - (yn)n = (‘/L‘n - yn)na

Bunlara sirasiyla terim terim toplama, cikarma ve ¢arpma denir, ¢linki di-
zileri toplamak, ¢ikarmak ve carpmak igin ayni iglemi dizilerin terimleriyle
yapiyoruz. Eger her n icin y, # 0 ise bir diziyi (y,), dizisine “terim terim”
bolebiliriz:

5(0) sabit dizisi toplamanin, s(1) sabit dizisi de carpmanin etkisiz elemanlaridir
elbette. s(0) ve s(1) yerine 0y ve 14 de yazilabilir.
Eger z = (z)n € Z ise

—x =09 —x=(—2y)n

tanimini yapabiliriz.

Alstirmalar

4.1. Bir dizi tiimevarimla tanimlanabilir. érnegin eger xo sayisl verilmigse
Tni1 =1— a7},
formiilii bir dizi tanimlar. Eger xo = 0 alirsak,
0,1,0,1,0,...

dizisini elde ederiz. o = 1/2 alarak bu dizinin ilk birka¢ terimini bulun. Dizinin terim-
lerinin giderek ya 0’a ya da 1’e yakin olduklarini gézlemleyin.

4.2. o =2 ve Tpp1 = \/ﬂ olsun. Ustiinde karekok diigmesi olan bir hesap makinasi kulla-
narak (z,)n dizisinin ilk 20 terimini hesaplayn. Ne gézlemliyorsunuz? Simdi aym seyi
xo = 0,5 icin yapin. zo icin farkli degerlerle aym iglemi yaptigimiz zaman ne goézlemli-
yorsunuz?

4.3. Excel gibi bir yazilim kullanarak yukardaki dizinin ilk yiiz terimini cesitli o degerleri
icin bulmaya caligin. Ozellikle zo = 1,61803 ve xo = 1,61805 icin dizinin davranigini
gozlemleyin.

44. xpi1 = —x2 + 3z, + 1 olsun. zo = 1 icin diziyi bulun. Excel gibi bir yazilim kullanarak
ayn1 soruyu xo = 0,5 i¢in yanitlamaya caligin. Dizinin terimlerinin 0,198, 0,1555, 3,247
gibi sayilarin civarinda dolanip durduklarini gézlemleyin.

45, Tpt1 = 6 — 1/z, olsun. zo’1 elbette 0’a esit alamayiz, yoksa x:1 tanimlanmaz. Ama
1/6’ya da esit alamayiz, yoksa z2 tanimlanmaz. o = 6/35 olabilir mi? Bundan biyle
zo = 1 olsun. Her n > 1 igin x,’nin tanimlandigini ve z,, > 5 egitsizligini kanitlayin;
ayrica T, < 6 esitsizligini kanitlayin. Excel gibi bir yazilimla dizinin ilk birkag terimini
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hesaplayin. Ne goézlemliyorsunuz? z = 6 — 1/ denkleminin ¢ozlimiiyle dizinin aldig:
degerleri karsilagtirin. Gene zo = 1 ve n > 1 igin,
[Enss = ] < o fon — 2na|
esitsizligini kanitlayin.
4.6. Bazen bir diziyi tiimevarimla tanimlamak icin ilk iki terimi bilmek gerekebilir. Ornegin
meshur Fibonacct dizist xpi2 = Tp + Tnt1 ve xo = 1 = 1 egitlikleriyle tanimlanir.
Yn = Tnt1/Tyn olsun. yny1 = 1/yn +1 ve yo = 1 esitliklerini gézlemleyin. (Y )» dizisinin
ilk birkag terimini (6rnegin excel’le) hesaplayin ve bu terimlerle y> —y — 1 = 0 denklemi-
nin pozitif kéki arasindaki iligkiyi gozlemleyin. Her n icin 1 < y,4+1 < 2 esitsizliklerini
kanitlaymn. |yn4+1 — yn| sayilar: arasinda bir 6nceki aligtirmadaki gibi bir esitsizlik bulun.
4.7. s> 0ve xo > 0sayilar verilmis olsun. Her n > 0icin 2,41 = /s + &, tanimim yapalm.
Her z,,’nin bu formiille gergekten tanimlandiginmi kanitlayin.

Tn41 §:vn(:):bi—xn >s
onermesini kanitlayin. Bunu kullanarak
Tn+1 S Tn <& Tn42 S Tn+1

onermesini kanitlayin.

1++v1+4s
=
olsun. o —a—s > 0 esitsizligini gozlemleyerek, her n icin , < a esitsizligini kanitlayin.
(Bkz. Ornek 7.14.)
4.8. ap > 0 bir kesirli say1 olsun. Her n € N icin an41 = a® tanimim yaparak, cesitli
€ (0,2) kesirli sayilar: i¢in (an). dizisinin biiyiik n’ler i¢in davramsini bulun. (Bir
hesap makinasi ya da excel kullanin.)

a = max {a:o,

4.2 Yakinsak Diziler

Kesirli say1 dizileri bir sayiya giderek daha ¢ok yaklagabilirler. (")rneé;in girigte
verdigimiz

1 2345

23 4°5 6
ornegindeki dizi giderek daha gok 1’e yaklagir, yaklagmaktan da 6te (¢iinki dizi
2’ye de yaklagir) 1’in burnunun dibine girer.

3/44/5 1

0 1223 ,{/ 2

Ote yandan 1, 1/2,1/3,1/4, 1/5,... kesirli say1 dizisi giderek daha fazla
0’1n burnunun dibine girer, 0’a yaslanir nerdeyse. Buna matematikte yakin-
samak denir.

Tanim. (z,,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her € > 0 sayisi i¢in,
(%) n>N=|z,—al<e

onermesini saglayan bir N dogal sayisi varsa, o zaman, (z,,), dizisi (n sonsuza
giderken) “a’ya yakinsar” ya da “a, (x,), dizisinin limiétidir” denir.
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Bir sayiya yakinsayan dizilere yakinsak denir. Yakinsak olmayan dizilere
de 2raksak denir.

Orneklere gecmeden 6nce bu 6nemli tanim tizerine biraz kafa yoralim. Bu
tanimi 6ziimsemek cok onemlidir.

Okur, tanimin, sezgileriyle algiladigi “yakinsama”nin anlamini matema-
tiksel olarak verdigine ikna olmalidir, dolayisiyla agagida yazilanlar: laf ebeligi
olarak nitelemeyip dikkatle okumalidir.

Tanimin Tartigsmasi. |z, —a| < € esitsizligiyle, x,, € (a—¢, a+¢€) 6nermesi
birbirine denktir, nitekim Onsav 1.1.vi’ya gore,

|z —a|<ee —e<z,—a<esca—€e<z,<atesx, €(a—€ate)

denklikleri gecerlidir. Demek ki tanima goére, (x, ), dizisinin a’ya yakinsamasi
icin, her € > 0 sayis1 icin 6yle bir N dogal sayisi olmali ki, N’den biiyiik her n
gostergeci icin,
Ty € (a—€,a+¢€)

olsun. Yani (x,), dizisi belli bir gostergecten sonra (a — €,a + €) araligina
diigmeli. Dolayisiyla bir dizinin limiti olmasinda ilk birkag terimin, 6rnegin ilk
1 milyar terimin ne oldugu hi¢ ama hi¢ onemli degildir, énemli olan dizinin
son kisminin, yani

ilk terimlerin nerede olduklari hi¢ 6nemli degil

A/“,‘S e \\««

° )
Xo X1 XN+1 XN+2 XN+3 X3 Xy

N

ama belli bir N gostergecinden sonra
(ya da belli bir zamandan sonra),
terimler @’nin en fazla € uzakhginda olmalilar.

“kuyrugu”nun genel davranigidir. Sonug olarak, dizinin ilk terimleri yakinsa-
may1 etkilemez. Ornegin,

1 2
23
dizisi 1’e yakinsiyorsa -ki yakinsiyor,

4 5
B g
aha sonra kanitlayacagiz bunu- o zaman,
9, 199, 3543, —, 2, §, é, §,
2°"3'4°'5° 6
dizisi de 1’e yakinsar. Nitekim verilmig bir € > 0 igin birinci dizide N yeterliyse,
ayni € icin ikinci dizide N + 3 yeterlidir. Bunun gibi
34579
456810
dizisi de 1’e yakinsar. Kanitini ilerde verecegimiz su daha genel sonug gecerlidir
(bkz. sayfa 78).

—_ R w
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Teorem 4.1. Yakwinsak bir dizinin sonlu sayrda terimini degistirirsek ya da
yakinsak bir diziye sonlu sayida terim eklersek ya da yakinsak bir diziden sonlu
sayrda terim cikarirsak gene yakinsak bir dizi elde ederiz ve bu islemlerle dizi-
nin limiti degismez; bir baska deyisle, iki dizinin kuyruklar, aynwysa, yani belli
A ve B dogal sayilary ve her n > A ig¢in,

Tn = Yn+B

ise, 0 zaman, (Tp)n ve (yYn)n dizilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir
ve bu durumda her iki dizi de aym sayya yakinsarlar.

— e
N

Biitiin bu dizilerin limitleri aynidir

Eger belli bir €9 > 0 i¢in (*) énermesini dogrulayan bir N say1st bulmussak,
bu ep’dan biiyiik €’lar igin de (*) 6énermesi aynm1 N ile dogrudur. Ornegin,

€0 = 0,001
icin NV = 10.000 yetiyorsa, €p’dan daha biiyilik olan
€ = 0,003

icin de N = 10.000 yeter. Dolayisiyla 6nermeyi asil kiiclik €’lar i¢cin dogrulamak
gerekir. Yani buradaki e gok kiigiik (ama gene de pozitif) bir say1 olarak algi-
lanmalidir.

Tanmimdaki IV sayisi, €’a gore degigir: € kiiciildiikge N’yi daha biiyiik almak
zorunda kalabiliriz. € ne kadar kiiglikse, x,, terimlerinin (a — €, a + €) araligina
diigmesi zorlagir ve gecikebilir. Ornegin, ey = 0,001 icin N = 10.000 yetiyorsa,
€1 = 0,00001 igin artik N = 10.000 yetmeyebilir, N’yi daha biiyiik, ornegin
100.000 almak gerekebilir. Kisaca soylemek gerekirse, N, €’a gore degisir.

N’nin €’a bagimli oldugunu gorsel olarak gostermek igin, kimileyin N yerine
N, yazilir.

Elbette, eger bir € igin, (*) 6nermesini saglayan bir N, dogal sayisi bu-
lunmusgsa, bu N, sayisindan biiytik N’ler de (*) énermesini saglarlar.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yakinsamasi i¢in, amag, verilmig her € > 0 igin (*)
Onermesini saglayan en kiicik N dogal sayisini bulmak degildir. Boyle bir
en kiiciik N dogal sayisi vardir elbette ama c¢ogunlukla bulmas: ya da ifade
etmesi ¢ok zordur (ve gereksizdir). Amag, sadece (*) 6nermesini saglayan bir
N’nin oldugunu bulmaktir. Bu 6nemli. Bir dizinin bir sayiya yakinsadigini
kanitlamak ashinda bu yiizden zordur. € verildiginde, (*) 6nermesini dogrulayan



4.3. Limitin Biricikligi 71

tek bir N dogal sayisi olsaydi (riiyada meselal), eminim kamtlar gok daha kolay
olurdu. Ama maalesef N’yi segmekte bayagi bir 6zgiirligiimiiz var. T§te bu
ozgiirliktiir cogu zaman yaraticilik gerektiren, analizi zorlagtiran ve heyecanli
kilan.

Onemli bir nokta daha: Tanimda n > N yerine n > N ve |z, —a| < €
yerine |z, —a| < € veya |z, —a| < €/2 de yazabilirdik, kavram degigsmezdi. Bu,
belki kii¢lik bir ayrintidir, ama okurun neden béyle oldugunu anlamasinda gok
yarar vardir. Gerekirse saatlerini versin bu ince noktaya, deger ¢ilinkd.

Bircok yakinsama ornegi verecegiz birazdan. Ama sgimdi bir yakinsama
kanitina nasil baglanacagini gorelim.

Diyelim (z,,), say1 dizisinin a’ya yakinsadigini géstermek istiyorsunuz. De-
mek ki her € > 0 icin bir gsey kanitlamaniz gerekiyor. O zaman hemen rastgele
bir € > 0 say1s1 se¢in. Yani kanitiniz,

€ > 0, herhangi bir pozitif sayr olsun

sozleriyle baglamalidir. Kanitin bu birinci tiimcesi yanlig olamaz. Simdi, her
n > N dogal sayisi igin,

|zn, —a| <€
egitsizliginin saglandig bir N dogal sayis1 bulmaya ¢aligacaksimz. N’yi kafadan
atarak hemen bulmaya galigmayin, genellikle bagaramazsiniz.

|z —al <€

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin en az kag olmasi gerektigini bulmak icin
|z, — a| ifadesiyle oynamalisiniz. Orneklerle her sey daha acik olacak.

4.3 Limitin Biricikligi

Ik sonucumuz, bir dizinin limiti - eger varsa - biricik oldugunu sdyleyecek;
yani bir dizi iki farkli sayiya yakinsayamaz.

Onsav 4.2. Bir dizi en fazla bir saywa yakinsayabilir. Yani bir dizinin en
fazla bir limiti olabilir.

Kanit: Hem a hem de b sayilarina yakinsayan bir (z,,), dizisi ele alahm. a = b
esitligini kanitlayacagiz. Bunun i¢in, eger a # b ise, (z,), dizisinin hem a’ya
hem de b’ye ayni1 zamanda cok ¢ok yakin olamayacagini kullanacagiz elbette.
Agagidaki gekil kanitimizi resmediyor.
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n> Ny i¢in x ’ler bu aralikta
j\ ‘n/>{\‘12 i¢in x,ler bu aralikta
(. Yy

v AT
-€ a T b b+e

a+e=b-¢

Ve can alict soru: 7 > max{N;, N,} igin x, nerede?

Yukardaki resimden izleyelim. a # b esitsizligini varsayalim. € = |a — b|/2
olsun. (x,), dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N;
dogal say1s1 igin,

|zn, —a| <€

esitsizligi dogrudur. Aymi nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > Ny dogal
say1sl icin,
|zn, —b| <€

esitsizligi dogrudur. Simdi n hem Nj’den hem de Ny’den biiyiik herhangi bir
dogal sayisi olsun. Su hesabi yapalim:

la— bl =|(a— @) + (@0 — b)| < la— 4] + |&n — O
—|a =@l + |b— 20| < e+ = 2¢ = [a— b,

yani |a — b| < |a — b|]. Bu da bariz bir celigkidir, bir say1 kendinden kiigiik
olamaz! O

Bu 6nsav sayesinde, eger bir (x,), dizisi yakinsaksa, dizinin yakinsadig
saylyl
lim =z,
n—oo
olarak gosterme hakkini kazaniriz. Bu sayiya (x, ), dizisinin limiti adi verilir.
Eger bir (z,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

lim z, =ayadax, —a
n—oo

yazilir. Ince ama gerekli bir ayrinti: Buradaki oo simgesinin tek bagina anlami
yoktur. Burada anlami olan ve bir anlam verilen,

lim 2, = a

n—oo
ifadesinin timidiir ve bu, “n sonsuza giderken (z, ), dizisinin limiti vardir ve
bu limit o’dir” ya da “n sonsuza giderken (z,), dizisi a’ya yakinsar/gider”
diye okunur.
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4.4 Ornekler

Tlerde 6rneklerimizi gogaltacagiz. Simdilik en kolay ornekten baglayalim.

Onsav 4.3. Sabit a dizisi a 'ya yakinsar. Daha genel olarak, zamanla sabitlesen
bir dizi zamanla sabitlestigi sayya yakinsar.

Kanit: (z,,), dizisi zamanla sabitlegen bir dizi olsun. Yani belli bir géstergeg-
ten sonra, diyelim M gostergecinden sonra dizi hep a olsun: Eger n > M ise
x, = a. Bu dizinin a’ya yakinsadigini gosterecegiz. Rastgele bir € > 0 sayisi
secelim. Simdi, her n > N dogal sayisi icin,

|zn —al <€

esgitsizliginin saglandigi bir N dogal sayisi bulmaya calisacagiz. Ama N’yi M
almak yeterli. Nitekim, eger n > M olursa,

|zn —a|=la—a|=0<ce¢

olur. O

Onsav 4.4. lim,_ o0 1/n=0.

Kanit: Herhangi bir € > 0 gercel say1s1 alalim. Oyle bir N dogal sayis: bulmak
istiyoruz ki, her n > N igin |1/n—0| < € olsun, yani 1/n < e olsun, yani 1/e < n
olsun, yani, [1/€] +1 < n olsun. Burada [z]|, #’in tamkismidir (bkz. Teorem
2.8’den Onceki paragraf). Eger

N=1[1/¢e+1

alirsak istedigimiz olur. Ne olur ne olmaz diye kontrol edelim. n > N olsun. O
zamarn,

1 < 1 1 < 1
— == < — =
n N [1/+17 1/e
Kanitimiz bitmistir. O
Alstirmalar
4.9. Asagidaki egitlikleri kanitlayn:
limy oo S5 =0, iMoo 25 =0, limpo0 747 = 0.

4.10. limp o0 n = a ile limp o0 (zn — @) = 0 Onermelerinin esdegerligini kanitlayin.

4.11. Her n ig¢in z,, > 0 olsun. Eger lim,,_,cc x, limiti varsa,

) 2 (s 1/2
lim z,/° = ( lim z,
n—o0 n—o0

esitligini kanitlayin.
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Yakinsakligin verdigimiz tanimina bakilirsa, bir dizinin yakinsak oldugunu
bilmek ve hatta kanitlamak icin dizinin limitini bilmek gerekiyor. Tlerde dizi-
nin limitini bilmeden de dizinin yakinsak oldugunu kanitlamanin yéntemlerini
bulacagiz.

Orneklerimize birkag satir ara vererek araya 6nemli bir kavram ve sonug
sokusturalim:

Arsimet Cisimleri. R sirali bir cisim olsun. Her 0 < € € R icin, Ne > 1 esit-
sizligini saglayan bir N dogal sayist varsa' R’ye Arsimet cismi adi verilir.

Teorem 4.5. R bir Arsimet cismidir.

Kanmit: Kamt, Onsav 4.4’tin kamtinda gizlidir. Ayrica Teorem 2.7 olarak da
kanitlanmigtir. (I

Ornekler

4.12. Onsav 4.3’{in kamtmn nerdeyse aynisi,
n—oco N
esitligini de kanitlar: Bir € > 0 icin, aynen kanmittaki N’yi segelim:
1 _1 1

< =<e€
n? n N

IN

olur. Benzer gekilde lim,,_,o 1/2n = 0 esitligi de kanitlanir. Ayrintilari okura birakiyo-
ruz. Benzer gekilde lim,_, 1/n! = 0 olur.

4.13. Biraz daha karmagik bir limit alistirmas olarak,

im "% _o
n—socon?+n—>5
esitligini gosterelim. Egitligin dogrulugunu kanitlamadan once, esitligin neden olmasi
gerektigini anlayalim.
n—3
n?2+n-—>5
ifadesinin payr n — 3’e esit. Ama n ¢ok biiylik oldugunda, sondaki —3’lin esamesi bile
okunmaz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne ¢ikar ki!.. Bu yiizden n — 3 yerine n
yazabiliriz. Paydaya bakalim simdi. Payda, n?+n—5’e esit. Ama n ¢ok biiyiik oldugunda,
n?, n’den o kadar biiyiiktiir ki, n — 5 onun yaninda cok kiiciik kalir. Dolayisiyla, n cok
biiyiik oldugunda n? +n — 5 yerine n? alabiliriz. Béylece paya n, paydaya n? yazarsak,
n—-3 _n 1

n2+n—-5 n®2 n
elde ederiz. Bir excel tablosu yaparak bu iki ifadenin biiyiik n’ler i¢in birbirine ne kadar
yakin olduklarini gorebilirsiniz.

Yukarda yaptigimiz tam bir matematiksel kanit degil, simdilik. Ama daha sonra (Bolim
6’da) bu akil yiiritmeyi matematiksel bir kanit haline doniistiirecegiz.

'Her n dogal sayis1 ve her r € R icin nr € R eleman1 n iizerine tiimevarimla sGyle
tanimlanir: Or = 0 ve her n € N icin (n+ 1)r = nr +r.
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4.14.

Limitin 0 oldugunu s6yle de tahmin edebilirdik. Ifadenin her terimini n%’ye bolelim.

n—3 _ 1/n—3/n°
n2+n—-5 1+41/n—5/n2

elde ederiz. n cok biiyiik oldugunda, 1/n, 3/n® ve 5/n” terimleri o kadar kiiciik sayilardir
ki (bunu biraz 6nce kamtlamigtik), bu sayilar yerine 0 yazarsak fazla hata yapmis ol-
may1z! Boylece,

n—-3  1/n=3/m* _ 0-0

- ~ =0
n?+n-5 14+1/n—5/m2 1+0-0

elde ederiz.
Bu da simdilik pek matematiksel degil. (Ilerde olacak ama.) Esitligini tanima bagvurarak
kanitlayalim:
. n—3
nlgrgon2+n75 =0
Her zamanki gibi pozitif bir € > 0 sayis1 secerek baghyoruz. Oyle bir N bulacagiz ki, her
n > N igin,

n—3
n2+n-5
olacak. Yani yukardaki esitsizligin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi ge-
rektigini bulacagiz. Soldaki ifadeyle oynayacagiz. Soldaki ifadeyi biiylitecegiz ama bunu
yaparken n’yi biytterek yeni ifadeyi diledigimiz kadar kiigiiltebilecegimize emin olaca-
g1z. Hesaplara basliyoruz. Once n’yi 3’ten biiyiik alirsak hem pay hem de payda pozitif
olur ve mutlak deger isaretinden kurtuluruz:

— 0| <e

n—3 n—3
LS| S L
n?+n-—>5 n?2+n-—>5
Eger paydaki n — 3 yerine n yazarsak daha biiyiik bir ifade buluruz elbet:

n—3 < n
n24+n—-5 n24+n->5

Simdi sagdaki ifadenin €’dan kiiciik olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmas: gerektigini
bulacagiz. Sagdaki ifadeyi biiylitmeye devam ediyoruz, ama ¢ok az biiyiitecegiz.
Eger n’yi 5’ten biiyiik alirsak, paydada da bulunan n — 5 pozitif olur ve o n — 51 silersek
payda kiiciileceginden ifade biiyiir:
n
n2+n—>5 < n2’

En sagdaki ifade 1/n’ye esit. Demek ki n'yi, 1/n sayis1 e’dan kiigiik olacak bigimde
secmek yeterli. Bunun da Arsimet Ozelligi sayesinde miimkiin oldugunu biliyoruz. Simdi
bir satirlik kanitimiz1 yazabiliriz:

€ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. N > 5 sayis1 1 < Ne esitsizligini saglasin. Simdi,
her n > N icin,

n—3 < n < 1 < 1 <
— =—< =<e
n?24+n—-5 n?24+n-5 n2 n N
Kanitimiz tamamlanmistir. O

r € Rve g € Q”° iki sabit say1 olsun. lim,,_, . 7/n? = 0 esitligini gosterelim. € > 0 olsun.
Yeterince biiyiik n’ler icin |r/n? — 0| < ¢ esitsizliginin, yani n > (|r|/€)'/? esitsizliginin
dogru oldugunu gostermek istiyoruz. N’yi (|r|/ 6)1/ 9 sayisindan biiyiik herhangi bir dogal
say1 alirsak, bu N’den biiyilik her n dogal sayisi i¢in |r/n? — 0| < € olur. a
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4.15. (an)n ve (bn)n ki dizi olsun. Su varsayemlar: yapalim:
a. Yeterince buyiik n gostergecleri i¢in a, < by,
b. (bn)n dizisi 1’e yakinsar.
c. Her a < 1 i¢in dyle bir N vardir ki, her n > N i¢in a < an.
Bu durumda (an)n dizisinin 1’e yakinsadigine kanstlaywn.
Kanit: ¢ > 0 olsun.
(a) varsayimina gore, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N i¢in a, < by, olur.
(b) varsayimina gore Gyle bir Ny vardir ki, her n > Ny i¢in b, < 1+ €/2 olur.
(c) varsayimina gore Gyle bir N3 vardir ki, her n > N3 icin 1 — ¢/2 < ay, olur.
Simdi N = max{N1, N2, N3} olsun. Her n > N igin

€ €
1—§<an§bn<1—s-5

ve dolayisiyla 1 — a, < € olur. O
416. A C R ve x € R olsun. Her € > 0 i¢in |x — a| < ¢ esitsizligini saglayan bir a € A
oldugunu varsayalim. O zaman x’e yakinsayan bir A-dizisinin varlgime kanitlayn.
Kanit: Her n > 0 igin, |z — an| < %H esitsizligini saglayan bir a, € A secelim. (an)n
dizisinin x’e yakinsadiginin kanitini okura birakiyoruz.
4.17. A, B C R olsun. B’nin her elemanimin bir A-dizisinin limiti oldugunu varsayalim.
Yakinsak her B-dizisinin limitinin bir A-dizisinin limiti oldugunu kanatlayin.
Kanit: (b,), yakinsak bir B-dizisi olsun. Her n > 0 i¢in b,’ye yakinsayan bir A-dizisi
vardir. Demek ki

1
b —an| < =
n
esitligini saglayan bir a, € A vardir. (an)n dizisinin lim,_, . b, sayisina yakinsadigini
kanitlamay1 okura birakiyoruz. |
Alistirmalar

4.18. Asagidaki egitlikleri limitin tanimina bagvurarak kanitlayin.

im =1 g S lim St 3
n—oo Ty, liMpoo T  n—oo 2(n+1)2 7 n—oo 2(n+1)2 2’
g S —4nt5 1 =150’ —dn45 5 . 344.5" 4
n—o00 3(2n+1)2 T4 S 2(3”—5)2 T 6’ n5e2-—3-57t1 157

4.19. A C R olsun. (an)n ve (bn)n ayni noktaya yakinsayan iki dizi olsun. Su varsayimlari
yapalim: her n i¢in a, € A ve b,, A’nin bir tstsiniri. lim,_, a, = sup A esitligini
kanitlayin.

Iraksak iki dizi 6rnegi verelim.

Ornekler
4.20. x, = (—=1)" olsun. (x,)n dizisi soyle baslar:
1, -1,1,-1,1, -1, 1,...

ve boyle devam eder. Bu dizinin limiti yoktur, ¢iinkii a ne olursa olsun, € sayisini 1’e
esit alirsak, her n icin,

va |T2n —a|l > e yada |[xont1 —a] > €

olur (bkz. agagidaki sekil); demek ki dizinin limiti a olamaz.
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-1 a 1
| Py | |
T hd T T
-
>1
4.21. Yakinsamayan bir bagka dizi 6rnegi:
0,1,2,3,4,5,...

diye baglayan ve y, = n kuraliyla tanimlanan dizidir, ¢iinkii a ne olursa olsun, ¢ = 1 ise,
her n > [a] + 2 icin, |yn — a| > € olur (bkz. asagidaki sekil) ve dizi herhangi bir sayiya

yakinsayamaz.
[a] a Jal+1 la] +2 n
-
>1

Yakinsakligin tanimi iizerinde biraz daha duralim ¢linkii yakinsakligin ve
benzer kavramlarin tanimini anlayip 6ziimsemek matematik egitiminin agagi
yukar1 {icte birini tegkil eder.

Limitin tanimini g6yle degigtirebiliriz:

Tanim. (z,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her m > 0 dogal say1s1 i¢in,

1
(k) n>N = |z, —al < —
m

onermesini saglayan bir N dogal sayisi varsa, o zaman, (), dizisi (n sonsuza
giderken) “a’ya yakinsar” ya da “a, (z,), dizisinin limitidir” denir.

Bu tanimla eskisinden farkli bir kavram elde edilmez. Birinci tanimla (),
dizisinin limiti a ise, ¢ = 1/m alarak, bu ikinci tammla da (), dizisinin
limitinin a oldugunu goériiriiz. Simdi, (z,), dizisinin limitinin bu ikinci tanima
gbre a oldugunu varsayalim. € > 0 herhangi bir say1 olsun. m dogal sayisi, me >
1 esitsizligini saglasin (Argimet Ozelligi, Teorem 2.7 ) ve N’yi (**) 6nermesi m
igin dogru olacak gekilde secelim. O zaman, her n > N igin,

1
Az, —al < — <€
m

olur. Daha genel bir sonu¢ agagidaki Aligtirma 4.25’te bulunabilir.

Ornek 4.22. Ejer A C R iistten simrhysa ve a = sup A ise, terimleri A’da olan ve a’ya
yakinsayan bir dizi varder. Dilersek bu diziyi artan (yans bizim terminolojimizle azalmayan)
secebiliriz.
Kanit: Her m > 0 dogal sayis1 icin, a — 1/m < a oldugundan, a — 1/m sayis1 A'nin tstsiniri
degildir. Demek ki A’da a — 1/m < am < a esitsizliklerini saglayan bir a,, noktas: vardir.
Demek ki |am —a|l = a—am < 1/m ve her n > m icin |a, —a| < 1/n < 1/m olur. Yukardaki
yakisaklik tanimindaki (**) formiilinde N = m almak yeterli.

Simdi de dizinin artan (yani azalmayan) olarak secilebilecegini gosterelim. Eger a € A
ise sabit a dizisi igimizi goriir. Bundan bdyle a ¢ A varsayimimi yapalim. a;’i yukardaki
paragrafta oldugu gibi sectikten sonra amy1 € A terimini m iizerine tiimevarimla,

a—min{l/m,a — am} < am+1
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egitsizligi dogru olacak bicimde secelim. O zaman,
am =a—(a—am) <a—min{l/m,a —am} < Gm+1
olur. a
Son olarak Teorem 4.1°i kanitlayalim.

Teorem 4.1’in Kaniti: (z,,),, ve (yn)n kuyruklar: ayni olan iki dizi olsun. Bu
iki diziden ilk birkac terimi atarak her ikisini de ayni (z,), dizisine déntigtiire-
biliriz. Demek ki (z,), dizisinden ilk birkag terimi attigimizda elde edilen
(zn)n dizisinin yakinsakliginin ve yakinsaksa limitinin degismedigini gosterme-
miz gerekiyor. Belli bir A dogal sayisi igin 2z, = @, 4 olsun. a, (z,), dizisinin
limiti olsun. Bir € > 0 sayis1 alahm. N sayisi, her n > N igin, |z, — a] < €
esitsizligini saglayacak bicimde secilmis olsun. O zaman, n > N icin, n+A > N
oldugundan,
|zn — a| = |Tpta —a] <e

olur. Benzer yontemle, yakinsak bir (z,), dizisinin bagina terimler ekleye-
rek elde edilen (), dizisinin de yakinsak oldugunu ve limitin degigmedigini
kanitlayabiliriz. O

Verilen tanima gore, bir dizinin yakinsak oldugunu kanitlamak i¢in dizinin
limitini bilmek gerekir. Ilerde dizinin limitini bilmeden de dizinin yakinsak
oldugunu kanitlamanin yontemlerini bulacagiz.

Alstirmalar
4.23. A C R sonlu bir kiime olsun. Her n € N igin, z,, € A olsun. (z,), dizisinin yakinsak
olmasi icin dizinin zamanla sabitlegsmesi gerektigini kanitlaym.

4.24. Her n € N i¢in, x, € Z olsun. (x,)» dizisinin yakmsak olmasi i¢in dizinin zamanla
sabitlegsmesi gerektigini kanitlayn.

4.25. (en)n, 0’a yakinsayan bir dizi olsun. (z,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her m > 0 dogal
sayisl icin,
n>N= |z, —a| <em
Onermesini saglayan bir N dogal say1s1 varsa, o zaman (), dizisinin a’ya yakinsadigini
kanitlayin.
4.26. (xn)n dizisi yakinsaksa ve a € R ise (axn»)n dizisinin de yakinsak oldugunu ve

lim az, =a lim z,
n— oo n—o0

egitligini kanitlayin.

4.27. (zn)n, 0’a yakinsayan bir diziyse ve her n gostergeci icin |y, | < |zn] ise, (yn)n dizisinin
de 0’a yakinsadigini kanitlayin.

4.28. Eger (z,)n yakinsak bir diziyse, (|zn|)» dizisinin de yakinsak oldugunu ve

lim |x,| = ‘ lim x,
n— oo n—oo

esitligini kanitlayin. Bunun tersi dogru mudur?

4.29. Eger x = (zn)n, 0’a yakinsayan bir diziyse, (|zn|)» dizisinin de 0’a yakinsadigin gosterin.
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4.30.

4.31.

4.32.

4.33.
4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.
4.41.

4.42.

(2n)n, yakinsak bir dizi olsun ve her n gostergeci icin a < z, olsun. a < limy—ye0 Tn
esitsizligini kanitlayin. Her n icin a < z,, esitsizligine ragmen a = lim,_, o * esitliginin
olabilecegini gosterin.

(zn)n ve (Yn)n, ayni saylya yakmsayan iki dizi olsun. 22, = Zn Ve Z2n4+1 = Yn olsun.
(2n)n dizisinin de ayni sayiya yakinsadigimi kanitlayin.

(zn)n ve (Yn)n, iki farkli sayiya yakinsayan iki dizi olsun. {z, : n € N} N {y, : n € N}
kesisiminin sonlu oldugunu kanitlayin.

limp 00, = 0 S limy o0 |25 | = 0 egdegerligini kanitlayimn.

(zn)n yakinsak bir dizi ve

Tn—1 eger n tekse

Un = { Tni1 eger m ciftse
olsun. (yn), dizisinin de yakinsak bir dizi oldugunu ve her iki dizinin de limitinin ayni
oldugunu kanitlayin.
(zn)n yakimsak bir dizi olsun. f : N — N, artan bir fonksiyon olsun. y, = xy) ol-
sun. (yn)n dizisinin de yakinsak oldugunu ve her iki dizinin de limitinin ayni oldugunu
kanitlayimn. (Bir sonraki aligtirma bundan daha da genel bir sonucu kanitlamamz isti-
yor.)
(2n)n yakinsak bir dizi olsun. f : N — N, her n € N igin, £~ (n) kiimesinin sonlu oldugu
bir fonksiyon olsun. yn = () olsun. (y»), dizisinin de yakimsak oldugunu ve her iki
dizinin de limitinin ayni oldugunu kanitlayin.
Artan ve istten simirh bir dizinin en kiigiik iistsimirina yakimsadigimi kanitlayin. Yani
(2n)n dizisi, sabit bir b i¢in her n i¢in , < xn41 < b esitsizliklerini sagliyorsa ve

s =sup{z, : n € N}

ise, limy, o0 T, = $ esitligini kanitlayin.
(In)n kiigiilen, yani her n € N igin I, O I41 icindeligini saglayan kapali araliklar dizisi
olsun. N, I, kesisiminin bogkiime olamayacagin1 gosterin.
Algtirma 4.38’nin Q i¢in yanhs oldugunu kanitlayimn. (Tanim geregi, Q'niin bir araliginin
ug noktalar: da Q’de olmalidir.)
Alstirma 4.38'nin (a, b] tiriinden yar: kapali araliklar i¢in yanls oldugunu kanitlayin.
Eger x, > 0 ise ve lim,,_, x, varsa, o zaman,
lim Jc,l/Q = ( lim J:n) vz
n—o0 n— o0
esitligini kanitlayin.
ao, bo > 0 ve a > 0 olsun.
a a
. ve b1 = E

olsun. (@), dizisinin 22 + £ — a = 0 denkleminin pozitif kokiine, (bn)rn dizisinin de
negatif kokiine yakinsadigini kanitlayin.

an41 =

Kisa Tarih Notu. MO Finci yiizyilda Elea’li filozof Zenon (M.O. 490-430) bir mesafeyi
sonsuz defa 2’ye bélerek limit kavramin - adin1 vermeden - ilk kez dile getirmistir diyebiliriz.
Demokrit (MO 460-370) seylerin sonsuza kadar bdliinemeyecegini diisiinerek atom kavramini
ortaya atmugtir. Argimet (MO 287-212) dizilerle ve limit kavramiyla bir paraboliin igerdigi
alan1 hesaplamis ve 7 sayisinin o ve ilerki caglarda rekor sayilabilecek yaklasik degerlerini
bulmugtur. Bugilinki limit kavramini Bolzano (1816’da) ve Cauchy (1821’de) birbirinden
bagimsiz olarak bulmuslardir. Aymi kavrami Bolzano’nun da buldugu cok daha sonradan
anlasilmigtir.



