3. Kesirli Usler ve Kokler

Bundan boyle N, Z ve Q say1 kiimeleri lizerine tanimlanmig toplama ve ¢arpma
gibi basit aritmetiksel iglemleri ve bu iglemlerle ilgili basit olgulari -kanitlama-
mig olsak da- bildigimizi varsayacagiz. Ornegin asal sayilardan hi¢ sozetme-
dik ama her dogal sayinin tek bir bicimde asallarin ¢arpimi olarak yazildigini
bildigimizi varsayacagiz. Ote yandan iis almanin tanimini ve 6zellikleri agagida
verecegiz.

3.1 Kesirli Us Alma ve Kok Bulma

Eger x bir gercel say1 ve n bir dogal sayiysa, x’in n’inci iissii ad1 verilen x"
gercel sayisini n lizerine tlimevarimla tanimlayacagiz. Once n = 0 gikkindan
basglayalim!:

2 =1.
Eger 2" tanimlanmigsa, "' sayisin1 2”2 olarak tanimlayalim:
"t =gy

Tanimin hemen ardindan tahmin edilen ve liseden beri bilinen esitlikleri ka-
nitlayalim:

Teorem 3.1. Her z,y € R ve her n, m € N igin,
0.1" =1, 2! =2 ven > 0 igin 0" = 0.

i ™t = gMgn,

il. (zy)" = 2"y

iii. ()" = 2™
iv.0<novel<ax<yiisez" <y™

Kanit: Onermelerin her biri n {izerine tiimevarimla kanitlanir. Digerlerini
okura aligtirma olarak birakarak ornek olarak (i)’i kanitlayalim:

n =0 icin: 2™0 = 2™ = 2™1 = 2™,

!Bazilar1, genellikle analizciler, 0° ifadesini tanimsiz kabul eder. Cebirde ve aritmetikte
0°=1 tanimini yapmak igimize gelir. En azindan ders notlarinin baglarinda 0° = 1 tanmmim
yapalim. Ilerde limit konusuna geldigimizde 0° ifadesini tammsiz kabul etme hakkim sakli
tutalim.
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Simdi, 2™t = z™mg" esitligini varsayip, @™t = gmgntl egitliging
kanitlayalim:

gt FD) — gl _ gmdng — (pmpt)g — 2™ (2"x) = 2Ma" .

Teorem 3.1’in kanit1 tamamlanmigtir. ]

Her degismeli halkada gecerli olan (z + y)™ ifadesinin binom agilimini oku-
run bildigini varsayiyoruz. Zaten bunu [N2]’de de gérmiistiik.

Eger z # 0 ve n < 0 ise, 2™ terimini g6yle tanimlariz: 2™ = 1/2z7™. Son
maddesindeki “ufak” bir oynamayla Teorem 3.1 tamsayilar i¢in de gegerlidir:

Teorem 3.2. Her z,y € R\ {0} ve her n,m € Z icin,
0. 27" =1/a".

i gmtn = gMmg",

il. (zy)" = 2"y

iii. (™)™ = 2™,

iv.n<0Oovel<z<yisex™ >y".
Kanit: Tanimdan ve Teorem 3.1°den cikar. Okura birakiyoruz. ([
Sonug 3.3. n€ Z\ {0}, z, y > 0 ve 2" = y" ise 0 zaman x =y olur.

Kanit: Teorem 3.1.vi ve Teorem 3.2.vi’dan cikar. O

Buraya kadar yaptiklarimiz oldukga kolaydi. Daha zor konu ve sonuglara
dogru yelken agalim. Pozitif gergel sayilarin kéklerini bulalim, yani a > 0 bir
gergel sayiysa ve n # 0 bir tamsayiysa, X" = a denklemini gercel sayilarda
¢ozebilecegimizi gorelim. Bu ¢éziimiin pozitif gergel sayilarda biricik oldugunu
kanitlayabilirsek, al/™ gercgel sayisin bu biricik pozitif ¢éziim olarak tanimla-
yabiliriz.

Teorem 3.4. a > 0 bir gercel saywysa ve n # 0 bir tamsayysa, X™ = a
denkleminin pozitif gercel saylarda bir ve bir tek ¢ézuimi vardr.

Kanit: Sonug 3.3, ¢6ziimiin (eger varsa) biricikligini s6yliiyor. Coziimiin var-
ligin1 kanitlayalim. Eger a = 0 ya da 1 ise her gey bariz. Bundan boyle a > 0
ve a # 1 varsayimlarini yapalim.

Coztimiin varhgini pozitif n tamsayilar i¢in kamtlamak yeterli. Nitekim,
eger n > 0 icin x > 0 gergel sayis1t X" = a denkleminin bir ¢oziimiiyse, o
zaman 1/x pozitif gercel sayist X " = a denkleminin bir ¢dztimudiir.

n = 1 i¢in x = a bir ¢oziim oldugundan, n’yi 1’den de biiyiik alabiliriz.
Bundan bdyle n > 1 olsun.

Teoremi, 1’den biiyiik a gergel sayilari i¢in kanitlamak da yeterlidir. Ni-
tekim, eger 0 < b < 1 ise, 1/b > 1 olur ve x > 0 gergel sayis1 X™ = 1/b
denkleminin bir ¢ozlimiiyse, o zaman 1/x pozitif gergel sayis1 X™ = b denkle-
minin bir ¢éziimiidiir.
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n > 1 bir tamsay1 ve a > 1 bir gergel say1 olsun. X™ = a denklemi ¢6zmek
icin,
z>0vex" <a
esitsizliklerini saglayan gercel sayilar kiimesinin tstten sinirli oldugunu ka-
nitlayip, kiimenin (SUP) aksiyomuna gore var oldugunu bildigimiz en kiigiik
tstsinirini alacagiz. Kanitlayacagimiz lizere, bu en kiiciik tstsimir X" = a
denkleminin ¢6ziimi olacak.

sup{x 20 :x" <a}

{xZO:x”\Sa} /

0 x ) x"y" a

Planimizi uygulayalim. n > 1 bir tamsay1 ve a > 1 bir gercel say1 olsun.
A={zx>0:2"<a}

olsun. 0,1 € A oldugundan A bogkiime degildir. Ayrica A, a tarafindan lstten
siirhidir, ¢iinkii 1 < a. Demek ki (SUP) aksiyomuna goére, A'nin bir en kiigiik
istsinirt vardir. Bu en kiigiik tistsinira s adini verelim. Elbette s > 1. Simdi
s" = a esitligi iki adimda (agagidaki Sav 1 ve 2) kanitlayalim. Once bir énsav.

Onsav 3.5. n > 1 bir dodal sayr olsun. a ve x ki pozitif gercel sayr olsun.
Eger ™ < a ise, (x + €)" < a esitsizliginin saglandige bir € > 0 gercel sayist
vardar.

Kanit: (x + €)™ terimiyle oynayarak, bu terimin a’dan kiiciikegit olmasi igin
e’un ne kadar kiiciikk (ama pozitif) olmasi gerektigini gorecegiz. € sayisini, eger
varsa, her zaman 1’den kiiciik, hatta 1/2’den kiiglikesit segebiliriz, ¢linkii eger
bir € > 1/2 igin (x + €)™ < a esitsizligi dogruysa, o zaman € = 1/2 igin de ayn1
esitsizlik dogrudur. Hesaplara baglayalim:

(x+€)" = (T)x"leJr'--Jr (?)x”i6i+---+e”

<a"+ (T)x”‘le+---+ (n)x"_ie—l—---—l—e

_x"+e<<7f>:c”‘1+---+ (?)m”‘i+---+1> =z" +¢B.

Burada, B sayist,

B_(T)x”_1+...+<T.L>$”_i_|_..._|_1
2
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olarak alinmigtir. Demek ki (z+€)"™ < a esitsizliginin saglanmasi igin ™ +€eB <
a esitsizliginin saglanmasi yeterlidir. Dolayisiyla €’'un ne kadar kiigiik olmasi

gerektigi de bellidir:
€ = min 1 ﬂ
B 2" B [’

€’u boyle secerek istedigimiz (z + €)" < a esitsizligini kamtlariz. Onsavimiz
kanitlanmigtir. 0

Simdi Teorem 3.4’tin kanitina devam edebiliriz. s’yi animsayin: s = sup(A).

Sav 1. s™ > a.

Sav 1’in Kaniti: Tam tersine, s" < a esitsizligini varsayalim. Onsav 3.5%
gore yeterince kiiglik bir € > 0 sayisi i¢in, (s+ €)™ < a esitsizligi saglanir. Ama
o zaman da s’den biiylik olan s + € sayis1 A’da olur ve bu da s’nin en kiigiik
istsinir olmasiyla geligir. Sav 1 kanitlanmigtir. (I

Bu savdan, s # 1 c¢ikar. Demek ki s > 1. Bu, birazdan énem kazanacak.

Sav 2. s" < a.
Sav 2’nin Kamiti: Tam tersine, s > a esgitsizligini varsayalim. O zaman
(1/s)™ < 1/a olur. Onsav 3.5’ gore, belli bir € > 0 igin,

olur. Buradan

olur. Ama

oldugundan, bir x € A i¢in

olur. Boylece,

(7)<
a< <z <a
1+ se

elde ederiz, ki bu bir geligkidir. O

Sav 1 ve 2’den s™ = a esitligi ¢ikar.
Teorem 3.4 tamamen kanitlanmigtir. O

Sonug 3.6. Eger n # 0 bir tamsaywysa, f(x) = z" kuralwyla tansmlanan f
fonksiyonu R>Y kiimesinin bir eslesmesidir. Eder n > 0 ise f sirekli artar.
Eger n < 0 ise f sturekli azaler.
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YA y:x—z y=x_3y=x3 5

Kanit: f’nin eglesme oldugunu Teorem 3.4 soyliiyor. f’nin artan ya da azalan
olmasi Teorem 3.1.iv ve Teorem 3.2.iv’ten belli. O

a > 0 gercel sayis1 ve n # 0 tamsayisi i¢cin, X™ = a denkleminin biricik
pozitif ¢coziimil a'/" olarak yazihr. Demek ki, a > 0 icin,

1/n

(a*™" = a ve a'/™ > 0.

Bir basgka deyisle,

1/n

z=a'"=z"=avex>0.

Kimileyin @'/ yerine {/a yazilir. Ayrica ¥a yerine \/a ya da \/a yazlr.
Son olarak, ¢ € Q ve a € R>? icin a? sayisini tanimlayalim. m,n € Z
tamsayilari igin ¢ = m/n olarak yazip,

al = (am)l/n
tanim denemesini yapalim. Yani, a? sayisi igin,
r=adl<z"=ad"vex >0

tanimini 6nerelim.
Bunun gercekten bir tanim olmasi igin, 6rnegin,

al3/6 — 25/10 _ 30/12.

yani
(a15)1/6 _ (a25)1/10 _ (a30)1/12

olmali; daha genel olarak, m, m’, n, n’ € Z tamsayilari igin, m/n = m’/n’
oldugunda
(am)l/n _ (am/)l/n’

olmali, yoksa a? sayisinin tanimi ¢’ye goére degil, ¢ = m/n esitligini saglayan
m ve n tamsayilara gére degisebilir. Bir sonraki 6nsav, (a™)"/" sayisinm m
ve n’ye gore degil, m/n’ye gore degistigini gosterecek.
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Onsav 3.7. m, m/, n, ' tamsaylars icin m/n = m//n’ ise her a > 0 igin
(@)1 = (am/)l/"/ olur.

1/n

Kanit: Varsayima gore mn/ = m/n. Simdi z = ()" ve y = (a™)V/" olsun.

Demek ki 2™ = a™ ve y" = o™ . Dolayisiyla,

Sonug 3.3’ten y = x cikar. O

Boylece artik z > 0 icin /™ = (a:”)l/ ™ tanimini yapabiliriz.

Gozden kacabilecek bir sey daha kontrol edilmeli, n € N ve a € R>? icin,
a™nin eski tamimiyla, yukarda tanmimlanan a™'* sayisi birbirine esit olmali, yani
n’yi tamsay1 olarak da gorsek, n/1 olarak kesirli say1 olarak da gorsek, a™’nin
her iki tanimi da ayni sonucu vermeli. Nitekim 6yle: a™/! sayisinin yukardaki
tanimina gore,

r=d'ez' =d"ver>0

n/1

olmali ve bu da “z = /! < 2z = ¢ demektir, yani a™/1 = a".

Teorem 3.8. Her x, y € R>? ve p, ¢ € Q igin,
0.17=1,2°=1, 2! ==,

i P9 = 2Pz ve x7P = 1/2P.

ii. (xy)? = aPyP.

iii. (2P)? = 2P
iv.0<povex <y ise xP < yP.
v.0>puvex <y ise xP > yP.

vi.p<quel <xisexP <zl

vil. p< quvex <1 isex? <P,

Kanmit: Her sey tanimdan ve Teorem 3.1, Teorem 3.2 ve Sonug 3.3’ten oldukca
kolay bir bicimde gikar. ([

Alistirma 3.1. n # 0 ve m tamsayilar ve a > 0 icin, a™/™ = (a'/™)™ esitligini kanitlaym.

Eger a < 0 ise, X? = a denkleminin gercel sayilarda coéziimii yoktur
¢linkii gercel sayilarda kareler negatif olamazlar (bkz. Bélim 2, U maddesi).
Ayni nedenden eger a < 0 ve n bir ¢ift tamsayiysa, X" = a denkleminin de
gergel sayilarda ¢ozliimii olamaz. Ote yandan, gimdi kanitlayacagimiz {izere,
eger n bir tek dogal sayiysa, a hangi gercel say1 olursa olsun, X™ = a denkle-
minin gercel sayilarda bir ve bir tek ¢oziimi vardir.

Teorem 3.9. i. Eger n bir tek dogal sayiysa, her a € R icin X™ = a denklemi-
nin gercel saylarda bir ve bir tek ¢ézimi vardwr. Bir baska deyisle f(x) = ™
kuralwyla tanimlanan fonksiyon R’nin (artan) bir eslesmesidir.
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ii. Eger a # 0 ise aym sey n tek tamsayilar: igin de gegerlidir. Yani f(x) = z™
kuralwla tanimlanan fonksiyon R\ {0} kimesinin bir eslesmesidir.

iii. Eger a > 0 ise ve n bir ¢ift tamsayysa X™ = a denkleminin gercel sayilarda
iki ¢ozumu varder. Eder x bir cozimse, —x diger ¢ozumdir.

Kanit: i. Eger a > 0 ise, bu aynen Teorem 3.4. a < 0 durumu,

" =as (—2)" =—a
rin1 okura birakiyoruz. O

Bu f(z) = 2™ fonksiyonlarinin el yordamiyla ¢izilen grafigi meraklisi igin
agagida ayri ayr1 gosterilmistir. (Matematikgiler grafikleri her zaman el yor-
damiyla gizerler...)

Teorem 3.9.ii’ye gore, eger n > 0 tek bir tamsayiysa, sadece a > 0 icin
degil, her a € R icin a*/" sayisim X" = a denkleminin biricik ¢éziimii olarak
tanimlayabiliriz. Ama o zaman tehlikelere maruz kaliriz, 6rnegin:

1= (_1)1/3 _ (_1)2/6 _ ((_1)2)1/6 16 _q

Bu yiizden negatif tamsayilarin kokii alinmaz, alinirsa da hesaplarda dikkatli
olunur.

Kesirli olmayan gercel sayilara irrasyonel ya da kesirli olmayan gergel
sayular adi verilir. Ornegin /2 kesirli bir say1 degildir. Daha genel bir olgu
dogrudur.

Onsav 3.10. k > 0 bir tamsay ve a € N olsun. Eder a bir dogal sayinin
k’inci giici degilse a*/* kesirli bir sayi olamaz.
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Kamt: Tam tersine, a!/* sayisinin kesirli oldugunu varsayalim ve n, m > 0
tamsayilar: icin,

1/k

a’® =n/m

yazalim. Gerekirse sadelestirerek, n ve m tamsayilarinin birbirine asal olduk-
larini varsayabiliriz. Yukardaki esitligin her iki tarafinin da k’inci giiclinii ala-
rak,

a=nF/m",

yani

amk = nk

elde ederiz. Bu egitlikten, m’yi bolen her asalin n’yi de bélmek zorunda oldugu
¢ikar. n ve m birbirine asal olduklarindan, m = 1 ¢ikar. (I

Teorem 3.11. Irrasyonel sayilar R’de yojundurlar, yani herhangi iki dedisik
gercel sayr arasinda irrasyonel bir sayr vardar.

Kanit: a < b iki gergel say1 olsun. Teorem 2.13’¢ gore, a\/2 < q < by/2
esitsizliklerini saglayan bir ¢ kesirli sayis1 vardir. Simdi ¢/4/2 irrasyonel bir
sayidir (yoksa /2 rasyonel, yani kesirli olurdu) ve a ve b arasindadir. O

Ornekler

3.2. 0 < g < p iki kesirli say1 olsun. Her n > 1 dogal sayis1 i¢in

np_nq

CES T CEST

esitsizligini kanitlayin.
Kanit: n? —n? < (n+1)? — (n 4 1)7 esitsizligini kanitlamaliy1z. Bu esitsizlik

ninP T -1 < (n+ DU (n+1)P"%1-1)

ve

1 q
-1« (nl— ) (n+1)P7-1)
egitsizliklerine denktir. Bu son egitligi kanitlayalim:

n+1

q
1< (n+ 1) 7-1< ( ) ((n+1)P77 —1).
Istedigimiz kanitlanmstir. O
3.3. Yeterince biytk n dogal sayilary icin 7, 1/i < +/n esitsizligini kanitlayin.
Kanit: Aklimiza ilk gelen yontem tiimevarim olmali. Esitsizlik n = 1 i¢in dogru ama
n = 2 icin yanhs. Hatta n = 3,4,5,6 icin de yanlis. Ama n = 7 i¢in dogru. n = 7’den
baglayarak tiimevarimla kanitlamaya caligalim. n > 7 olsun ve egitsizligin n icin dogru
oldugunu varsayip n + 1 icin kamtlayalim.

n+1 n
1 1 1 1
- — - <
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oldugundan,
1
Vit —— <vatl
n+1

esitsizligini kanitlamak yeterli. Bu esitsizlikle

1
<vVn+1l—+n
n+1
esitsizligi ve
1
——F <n+1
NS
esitsizligi esdeger. Ama
1
————=Vn+1+vn
vn+1—+n
oldugundan, bu son esitsizligi kanitlamak icin
Vi+l+yvn<n+l

esitsizligini kanitlamak yeterli. Ote yandan,
Vi+l+vn<vVn+l+vn+1=2vVn+1
esitsizliginden dolay1, bu en son esitsizligi kanitlamak igin

2vn+1<n+1

yani
2<vn+1

esitsizligini kanitlamak yeterli, ki n > 3 dogal sayilar: i¢cin bunu elbette biliyoruz. |

3.2 Baz Basit Sonuclar

Tlerde karsilagsacagimiz baz basit sonuclar1 bu altboliimde toparliyoruz. Okur,
ruh haline gore, ya bu sonuglar: kanitlarina bakmadan tek bagina kanitlamaya
caligmalidir ya da tam tersine, simdilik atlayip gerektiginde geri dénmeli-
dir. Matematige yeni baglayanlara (ruh hallerinden bagimsiz olarak) birinci
secenegi Oneririz.

Onsav 3.12. Her k dogal sayse igin 105 > k olur.
Kanmit: £ lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. k = 0 igin,
k=0<1=10"= 10"
Bir de k£ =1 i¢in kanitlayalim:
k=1<10=10" = 10*.

Simdi k > 1 olsun ve 10% > Fk esitsizliginin gecerli oldugunu varsayalim. Elbette
10¥ > k + 1 olur. Hesap vakti geldi:

10Ft1 = 10 x 10 > 10F > k + 1.

(Son esitsizlik, kanitin baginda teoremi neden k = 0 ve k = 1 igin kanitladigi-
miz1 gostermektedir.) O
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Sonuc 3.13. Her ¢ > 0 gercel sayist icin oyle bir N dogal sayist varder ki,
her n > N dogal sayst i¢in, 107" < € olur.

Kamit: N, 1/e’dan biiylik bir dogal say1 olsun (Arsimet (“)zelliéi). O zaman,

10V > N > 1/e

yani
107N <

olur. Dolayisiyla her n > N icin,

107" <107 < e
olur. O
Onsav 3.14. Her k dogal sayist ve her r £ 1 gercel sayist igin,

k_l—T‘k+1

Lpr4r?4. 4k =
1—-7r

Kanit: S=1+r+ 724 --- 4+ 7F olsun. Bu sayy1 r ile carpalim:
rS=r(l4+r+r24- ) =r4r?po bt
Simdi S’yi ve rS’nin bu ifadelerini altalta yazalim:

S=1+r+ri4 4ok
rS=r4rfrd o prhth

ve birbirinden g¢ikaralim. r, 72, ..., 7" ifadeleri sadelesir ve geriye sadece 1 ve
rh+1 kalir:

S—rS=1-r"1
yani

(1-7)S=1—rM
bulunur. Buradan da S bulunur. O
Alstirmalar

3.4. Onsav 3.141 k iizerine tiimevarimla kanitlayin.

3.5. 2" > n? egitsizligi hangi n dogal sayilar: icin dogrudur?
3.6. 3" > n? egitsizligi hangi n dogal sayilar icin dogrudur?
3.7. 2" > n? esitsizligi hangi n dogal sayilar icin dogrudur?
3.8. 3" > n? egitsizligi hangi n dogal sayilar: icin dogrudur?
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3.3 Bernoulli-vari Esitsizlikler

Sonuglarimizi ti¢ boliime ayiracagiz.

Birinci Boliim. Bu altboliimde, ilerde sik sik bagvuracagimiz meshur (Jacob)
Bernoulli esitsizligini ve bu egitsizligin tlirevlerini kanitlayacagiz.

Onsav 3.15 (Bernoulli). Eger s > 0 ise, her n dogal sayst igin, (1 + s)" >
1+ ns olur.

Kanit: Binom acgilimindan dogrudan gikar:

n

(1+s)”—1+ns+<2

)32+---+s”21+ns.

Onsav kanitlanmigtir. (I

Bundan daha genel bir sonug dogru:
Onsav 3.16 (Bernoulli). Eger s > —1 ise, her n dogal sayst igin
(1+s)">14+mns
olur.

Kanait: n iizerine tlimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise, kanitlayacagimiz
esitsizlik, 1 > 1 esgitsizligine doniigiiyor ki bunun dogru oldugu belli.

Simdi egitsizligin n igin dogru oldugunu varsayip n + 1 icin kanitlayalim.
1+ s > 0 oldugundan,

(145)" " = (14+5)"(1+5) > (1+ns)(1+s) = 1+(n+1)s+ns’> > 1+(n+1)s.
Savimiz kanitlanmigtir. O
Onsav 3.17. Ejer r < 1 ise, her n dogal sayist icin, (1 — )" > 1—nr olur.

Kamt: Onsav 3.16’da s = —r almak yeterli. O

Birazdan yukardaki sonucu dogal sayilardan kesirli sayilara genellegtirece-
giz (Sonug 3.22).

Onsav 3.18. Her p > 1 kesirli sayst ve x > 0 gercel sayist icin
IL+pr<(1+a)?

esitsizligi gecerlidir.
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Kanit: a > b > 0 dogal sayilar i¢in p = a/b olsun. Demek ki
1—1-% < (1+z)2/?

yani

(H%)b <(1+z)e

esitsizligini kanitlamaliyiz. Her iki tarafi da agarsak, kanmitlamak istedigimizin,

()5 <50

1=0 =0

esitsizligi oldugunu goriiriiz. Sag tarafta her biri pozitif olan daha g¢ok terim
oldugundan, her ¢ =0,1,...,b igin,

(0= ()

esitligini kanitlamak yeterli. Bu esgitsizlik ¢ = 0 icin dogru. Simdi esgitsizligin
i i¢gin dogru oldugunu varsayip (tiimevarim varsayimi), esitsizligi ¢ + 1 icin
kanitlayalim. Timevarim varsayimini kullanarak,

( b >ai+1_<b>b—iaia_<b>aib—ia<<a>b—ia

14+1) bitl 1)i+1b0b 1 )bi+1b  \bJi+10
< a )i—i—lb—z’a( a >b—z’a<< a )
i+1/a—i1+1d t+1/a—1b = \i+1

esitsizligini elde ederiz. (En sondaki esitsizlikte a > b varsayimin kullandik.)
Onsav kanitlanmigtir. O

Ikinci Boliim?2. Bu boliimde yukarda kanitladigimiz 3.15-3.18 numarali so-
nuclar1 ¢cok daha sik bir bicimde bir defa daha kamtlayacagiz ama ayrica ki-
tabin en sonundaki ekte (sayfa 356’te) « € R iken a” sayisini tanimlamamizda
gok yararli olacak olan Sonu¢ 3.20’yi kanitlayacagiz. (Daha 6nce a® sayisini
sadece x € Q iken tanimlamigtik.) Dileyen okur bu boliimii okuduktan sonra
dogrudan kitabin sonundaki eke gidip € R iken a” sayisinin tanimini gorebi-
lir. Dileyen okur ise iis almay1 tanimlamak icin ikinci cildi bekleyebilir; nitekim
ikinci ciltte iis almay1 ¢ok daha genel bir teorem kanitlayarak tanimlayacagiz.

Onsav 3.19. Ejer z > 0 ven € N ise (n+1)z" — 1 < na" olur ve esitlik
sadece x = 1 i¢cin mumkindir. O

2Bu ikinci béliimdeki sonuclar ve zarif kamtlar: icin Yusuf Unlii’ye miitesekkiriz.
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Kanmit: Oldukga kolay bir hesap:

n—1
(n+1)z" —nz™™ —1=—nz"(xz—1)+ (2" —1)=(z—1) [ —na™ + Zw’)
=0

n—1 n—1
=(@-1)> @ -2")=—(-1)) 2@ -1
i=0 1=0
n—1 n—i—1
:—(x—l)QZ zt Z:Z}J <0
i=0 §j=0
Onsav kanitlanmstir. (Il

Sonug 3.20. Eger 1 #x > 0 ve 0 < p < q iki kesirli sayysa
-1 279-1
<

p q

olur.

Kanit: Onermeyi 6nce p ve ¢ dogal sayilar icin kamtlayalim. ¢ = p + 1 icin
kanitlamak yeterli. Ama bu da Onsav 3.19’dan hemen cikar:
Simdi p ve q iki kesirli say1 olsun. p ve ¢'nlin paydalarini esitleyerek, n < m
ve r dogal sayilar1 i¢in, p = n/r, ¢ = m/r yazabiliriz. y = 2" alarak,
n m
yrol gyl
n m

esitsizligini kamitlamamiz gerektigini goriiriiz, ki bunu da bir 6nceki paragrafta
kanitlamigtik. O

Sonug 3.21 (Bernoulli). 0 < p kesirli bir sayr ve —1 < x gercel bir sayr olsun.
Eger 1 <pisel+px < (1+x)P olur. Eger p <1 ise 1+ px > (1+x)P olur.
Kanit: a =1+ 2z > 0 olsun. Eger 1 < p ise Sonug 3.20’den,

a? -1 (1+z)P-1

r=a—1< =
p p

bulunur ve bu da istedigimizi verir. Eger p < 1 ise, gene Sonug 3.20’den,
1+z)P—-1 a”—1

) —
bulunur ve bu da istedigimizi verir. O

<a—-1==x

Daha once oldukga ilkel yontemlerle ve giplak elle kanitlanmig olan 3.15,
3.16, 3.17 ve 3.18 numarali sonuclarimiz yukardaki énsavdan hemen cikar?.
Kanitlar1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Simdi Onsav 3.17’yi genellestirebiliriz:

3Onsav 3.19’u ve bu ¢ok sik sonuclarmi isaret eden Yusuf Unlii’ye ¢ok tesekkiir ederim.
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Onsav 3.22. Her p > 1 kesirli sayist ve her 0 < x < 1 gercel sayst icin
l—pr<(1—=x)P
egitsizligi gecerlidir.
Kanit: a =1 — z olsun. Sonug 3.20’ye gore

-1 (1-zP-1
b b

—zrz=a—1=

olur ve sonu¢ bundan cikar?. ([

Uciincii B6liitm. Bu boliimdeki iki sonug, ilerde, Bsliim 10°da exp fonksiyo-
nunu tanimladigimizda gerekecek.

Onsav 3.23. Her n > 0 igin, 2 < (1 +1/n)" < 3 olur.

Kanit: Onsav 3.16'da s = 1/n alirsak, 2 < (1 + 1/n)" esitsizligini buluruz.
Diger esitsizlik daha zor. Dikkatli bir hesap yapmak gerekiyor. Yapalim. n =1
ve n = 2 i¢in kolay. n > 3 igin:

YT "

i=1

n .
Znn—l n—t1+11
:1+ — . e —

—n o on n 7!
n . n
1 1—1\ 1 1
_1+§;[1-<1—n>---<1— - >ﬂ}<1+§;i!
1= 1=

n n—1
1 1 1—1/2n 1
<1 — <1 —=14+—"—<14-—=3. O
+;2@—1 +jz_%23 YT t1m

. n+1
Onsav 3.24. n >0 ve z > 0 igin, (1+2)" < (1 + ﬁ) .

Kanit: Onsav 3.18% gore,

n+1

1 e
142242 T (2
n n n+l n+1

olur. O

4Bu kitabin ilk basiminda bu énsavin Gérkem Ozkaya tarafindan bulunan son derece
yaratici ve olaganiistli giizellikte ama iki sayfa uzunlugunda bir kamitini vermistik. Yukarda
verdigimiz ve ilk basimda bulunmayan bu sade ve zarif kanit Yusuf Unlii'niin. Gérkem Oz
kaya’nin kanmitini tiziilerek kaldirmak zorundayim.
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Alstirma 3.9. 0 < k,n € N olsun.

n kn
() =(+m)
n kn

esitsizligini kanitlayin ve bu esitsizlikten hareketle

(o) =[03) T

esitsizligini kanitlayin.

3.4 Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi I

Bu ve bundan sonraki altboliim bu kitapta ¢ok esasli bir bicimde kullanilma-
yacagindan, ilk okumada, kanitlanan sonuglar —goyle bir bakildiktan sonra—
atlanabilir. Ote yandan, ¢ok basit yontemlerle son derece gagirtict ve giiclii so-
nuclar kanitlayacagimizi da séyleyelim®.

a ve b sayillarinin aritmetik ortalamass,

a-+b
2

olarak tanimlanir; geometrik ortalamas: da,
Vab

olarak. Negatif sayilarin geometrik ortalamasi alinmaz, sayilarin 0’dan biiyti-
kesit olmalar: istenir.
Bu iki ortalama arasinda meghur bir esitsizlik vardir:

Teorem 3.25. Her a, b > 0 ic¢in,

(AG) \/%g“;b

olur ve esitlik sadece a = b icin gecerlidir.

Bunu kanitlayalim.
Once su kanitin yanlig oldugunu belirtelim: “Her iki tarafin da karesini al,
paydalar: egitleyip 1 yap, sol tarafi sag tarafa gecir; boylece

0 < a® +b% — 2ab,

yani
0 < (a+b)?

5Bu ve bundan sonraki altboliim icin biiyiik 6lciide, okura da hararetle tavsiye edecegimiz
[SCY] kitabindan yararlanmilmistir.
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elde ederiz. Bu son esitsizlik de dogru oldugundan ilk egitsizligimiz de dog-
rudur.” Bu akil yliriitmenin yanls olmasinin nedeni, kanitlanacak onerme-
den hareket ederek dogru bir 6nerme elde etmenin bir kanit yontemi olama-
yacagindandir, ¢inkl yanlig bir 6énermeden yola c¢ikilarak da dogru bir énerme
elde edilebilir. Ornegin 0 = 1 esitliginden yola ¢ikalim. “0 = 1 ise, 1 = 0’dir
elbette. Bu iki esitligi altalta yazip toplayalim: 1 = 1 elde ederiz.” Bu dedik-
lerimizden 0 = 1 egitliginin dogru oldugu anlasilmaz elbette.

Ama dogru oldugunu bildigimiz bir énermeden, érnegin, 0 < (a +b)? éner-
mesinden yola cikarak vab < ‘%b onermesini (kanitta bir hata yapmadan)
elde edersek, o zaman gergekten de bu son esitsizligi kanitlamig oluruz.

Teorem 3.25’in Birinci Cebirsel Kaniti: Yukarda verdiginiz yanlig kaniti
ters gevirmek gerekir.
0 < (a—0b)?=a*+b*—2ab
oldugundan, her iki tarafa da 4ab ekleyerek
4ab < a® + b* + 2ab = (a + b)?

elde ederiz. Her iki tarafin karekokiinii alip 2’ye bolersek istedigimiz egitsizligi
elde ederiz.

Bu arada kanitin ilk satirindaki egitsizligin, ancak ve ancak a = b ise esitlik
olabilecegi gbzonline alinirsa, ikinci 6nerme de kanitlanmig olur. ([

Teorem 3.25’in Ikinci Geometrik Kamti®: Bir dikiiggende dik koseden
indirilen yiikseklik hipoteniizii, agsagidaki gekildeki gibi a ve b uzunlugunda iki
dogru parcasina bolsiin.

A
plH M c

M, BC’nin orta noktasi olsun. Dizlem geometrisinden,

|AH|? = ab
ve
AM| = By = 72
esitliklerini biliyoruz. Ayrica
|AH| < |AM|

5Bu kamit bu kitaptaki aksiyomatik yaklagimimizla hi¢ uyum saglamiyor. Bu kaniti bir
parantez olarak algilayin liitfen.
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esitsizligini de biliyoruz. Bu ti¢ olgudan (AG) esitsizligi kolayca gikar. O

(AG) esitsizliginde a yerine a?, b yerine b? yazarsak ve her iki tarafi da
2’yle carparsak,
2ab < a? + b*

elde ederiz. (Bu esitsizlik elbette (AG)’siz de kanitlanir!) Her iki tarafa a? + b
eklersek
a® 4 b? 4 2ab < 2(a® + b?),

yani
(a+b)* < 2(a® + %),

yani
2 2 | p2
, a+b <@ +b
S

buluruz. Ayrica bu son esitsizlikten (AG)’yi elde etmek de zor degildir. Demek
ki (AG) ve (AG’) esitsizlikleri birbirine denktir.

(AG) yerine (AG’) esitsizliginin daha kullamsh oldugu durumlar vardir.
Orneklerde gorecegiz.

Teorem 3.25’in ﬁgiincii Kanit1”: (AG) esitsizligine denk oldugunu bil-
digimiz (AG’) esitsizligi, asagidaki sekilden de goriildiigii iizere, f(z) = 22
fonksiyonun digbukeyliginden de ¢ikar.

flx) = x?

Bu da (AG) esitsizliginin ti¢iincii kanitini verir. O

Ornekler

3.10. Cevresi verilmis bir sabit olan tim dikdértgenler arasinda, alant en biyiik olanwn kare
oldugunu kanstlayin.

"Bu kamitta da digbiikeylik gibi heniiz tamimlamadigimiz ama ikinci ciltte tanimlayacagi-
miz geometrik bir kavram kullanacagiz. Bu kanit da bir parantez olarak algilanmali.
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3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3. Kesirli Usler ve Kokler

Kanit: Sabit cevreye p diyelim. Kenarlar a ve b olsun. Demek ki a + b = p/2 ve alan
ab’ye esit. (AG)’ye gore,

a+b\*  /p\2_p
—ab< _ (P 2P
Alan “b*< 2 > (4) 16

olur ve ancak a = b ise esitlik olur. Bundan da en biiyiik alanin ¢ = b iken meydana
ciktigl ve bu alanin p? /16 oldugu anlagilir.

ikinci Kamt: Bu kanit (AG)’yi kullanmadig1 gibi bagka bir bilgi de kullanmaz. Sabit
cevre p, kisa kenar a, biiylik kenar b olsun. Demek ki

gbveaer:B.

<
= 2

SRk

Buradan bir x > 0 sayis1 igin,

P p
= - - b==-+
a 4 I ve 1 x

cikar. Dolayisiyla
2

o= (5= (f+) =5+

olur. Bundan da ab’nin maksimum degerine x = 0 iken ulagtig1 ortaya cikar: x = 0 ve
a=b=p/4 O
Alane verilmis bir sabit olan tum dikdértgenler arasinda, cevresi en kiigtik olanwn kare
oldugunu kanitlaymn.

Kanit: Aynen yukaridaki birinci kanittaki gibi. Tekrarlamiyoruz. O
Bir dikiicgenin dik kenarlarman uzunluklariman toplamanan /2 defa hipoteniiziin uzunlu-
gunu gecemeyecegini kanatlayin.

Kanit: Dik iiggenin kenarlari a, b ve c olsun. Hipoteniisiin uzunlugu c olsun. (AG’)
esitsizligine gore,

2 2

(a+b)2_(a+b)2<a2+b2_02
& 2 )~

ve
(a+b)* < 2¢°

olur. Buradan da istenen cikar. O
x, herhangi bir pozitif sayr olsun. x + 1/x sayst en az kag olabilir? o > 0 bir gercel
sayysa,

min{r+ 1/z: 0 <z < a}
kactar?
Yanit: (AG) esitsizligini a = = ve b = 1/x icin uygularsak, x + 1/x sayisinin en az 2
olacag: gikar. 2 degeri de x = 1/, yani x = 1 i¢in elde edilir.
Demek ki o > 1 ise, ikinci sorunun yaniti1 da ayni: Minimum deger « = 1 icin elde
edilir ve minimum deger 2’dir. Simdi o < 1 varsayimini yapalim. Kolay bir hesapla
kanitlanacag lizere x + 1/x fonksiyonu (0, o] aralig iizerine azalir. Demek ki minimum
deger © = « iken elde edilir ve bu minimum deger o + 1/a’dur. d
a ve b pozitif saylar olmak tizere,

) ool

ifadesinin alabilecedi en kii¢ik degeri bulun. Eder a + b = 1 kisitlamast yapilirsa, en
kiictiik deger ne olur?
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Yanit: Eger kisitlama yoksa, yanit bir 6nceki sorudan dolay1 4+ 4 = 8 ¢ikar ve bu sonug
a = b =1 icin elde edilir. Bundan boyle a + b = 1 kisitlamasi altinda calisalim. ifade, a
ve b degiskenleri agisindan simetrik oldugundan, eger en kiigiik deger (a, b) tarafindan
aliirsa, ayni deger (b, a) tarafindan da alimir. Buradan da en kiigiik degerin, a = b, yani
a = b = 1/2 oldugunda aldig1 diisliniilebilir. (Bu durumda ifadenin degeri 25/2 olur,
8’den daha biiyiik elbette.)

Asagidaki sekilde (a,b) diizlemi iizerinde, a + b = 1 esitligini saglayan noktalar kiimesi
olan AB dogru parcasimi ve AB’ye dik olarak da sorudaki ifadenin aldig1 degerleri goster-
meye caligtik.

B(O, 1)

(a, DX,

A(1,0)

Elbette a ya da b sayilar1 0’a yaklagtikca ifade biiyiir. Sekilde minimum tam ortada,
a = b= 1/2 olarak goziikiiyor, ama bdyle olmayabilir tabii. Gergek sekil agagidaki gibi
de olabilir.

Ama herhalde birincisi daha akla yakin geliyor. Nitekim oyle de.
Birinci Coziim: (AG)’ye gore, a + b = 1 oldugunda, ab en fazla 1/4 degeri aldigindan
(o da @ = b = 1/2 oldugunda), sorudaki ifadeyi ab cinsinden ifade etmenin iyi bir fikir
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oldugu diisiintlebilir. Yanlg degil. Oyle yapalim:

o) ool

3. Kesirli Usler ve Kokler

2 1 2 1
(a +2+¥)+<b +2+b72>

a?® +b? 1—2ab
:(a2+b2)+ <W>+4:(1—2ab)+ (W)'F‘l
1—2ab
=5-2 _—
ab + (ab)?

En sondaki ifadede a ve b sadece ab olarak beliriyor. Dikkat edilirse, ab ne kadar biiyiik
olursa, en sondaki ifade o kadar kiiciik oluyor. Dolayisiyla ifade en kiiciik degerini ab’nin
en biiytik degerinde alabilir: ab = 1/4 iken. Dolayisiyla,

1\’ 1\’ 1 — 2ab 1 1-2(1)
= ~) =5- <52 =)+ —
<a—|—a> +(b+b) 2ab + PETERRS 2(4)+ (i)Q
13 1 125
=5—--+ 2 =54+8--=13—-=">"
2+% T8y 2 2

olur ve 2 degeri a = b = iken almr. O
ikinci Céziim: Fikir gene ayni: z = a + é vey=>b+ % olsun. (AG') esitsizligini = ve

y i¢in yazalim:
2

1 1
x+y:(a+a)+(b+g)=a+b+

2 2 T +y\? 1+
Lo (PEUY Ly (M
vy =22 ( 2
En sagdaki ifade en kii¢iik degerini ab en biiytlikken (1/4 iken) alir ve esitlik a = b= 1/2
iken saglanir. Sonug gene 25/2 cikar. |

Ama .
a+ 1
=14+ —.
ab * ab

Demek ki 5

3.15. a wve b pozitif saylar olmak tizere,

D

ifadesinin alabilecedi en kiiciik degeri bulun. Eger bir de ayrica a +b = 1 kisitlamase
yapilirsa, en kiicik deger me olur?
Yanit: Hi¢ kisitlama yoksa, en kiiciik deger

2x2=4

olur elbette ve bu deger de a = b = 1 iken alinir.
Bundan bdyle a + b = 1 kisitlamasi yapalim.

1 1 1 a b 1 a4+
(a+;)<b+g>fab+g+g+g—ab+%+ ab
1 1 —2ab 2
—ab—i-@—f— ab —ab-i—%—Q

esitliginden dolay1,



3.4. Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi | 51

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

ifadesinin aldig1 en kiiciik degeri bulmaliyiz. Ama bu sefer ab sayisi (0,1/4] aralifinda
degisiyor ciinkii ab < ((a +b)/2)* = 1/2% = 1/4 ve bu degere

a=b=1/2

iken ulagilir. (AG)’den dolay1,

ab+3 > 2,/ab3 =22
ab ab

ve esitlik ancak ab = 2/ab, yani ab = /2 ise dogru olur. Ama bizim ilgilendigimiz
ab degerleri en fazla 1/4 olabilirler. z 4+ 2/x fonksiyonunun (0, 1) araliginda azaldigim
kanitlamak zor degil; demek ki x + 2/x fonksiyonu (0, 1/4] araliginda minimum degeri
x = 1/4 i¢in alir ve bu minimum deger 1/4 + 8 = 33/4 olur.

Sonug olarak, a +b =1 ve a, b > 0 kisitlamas1 altinda,

1 1 2 33 25
— — = _— > — — - —
<a+a> <b+b> ab—l—ab 2> 1 2 1

olur ve minimum 25/4 degerine a = b = 1/2 iken ulagilir. O
a ve b pozitif saylar olmak tizere,

()6

ifadesinin alabilecegi en kiictik degeri bulun. Eder bir de ayrica a +b = 1 kisitlamas:
yaprlirsa, en kiicik deger ne olur?
Yanit: Ifadeyi acalim:

a+1 b+l :ab+i+222+2:4-
b a ab

Esitlik ancak ab = 1/ab ise, yani ab = 1 ise gegerlidir. Ote yandan eger a +b = 1
kisitlamasi yaparsak, ab = 1 olamaz, ab en fazla 1/4 olabilir ve bu da ancak a = b =1/2
iken olabilir.  + 1/x fonksiyonu 1’den ve 1/4’ten 6nce azalan oldugundan,

1 1 1 1 25
—J{b+—-)=ab+ +2>-+4+2=—
<a+b)(+a> a+ab+ _4+ + 1
olur ve minimum 25/4 degerine a = b = 1/2 iken ulagilir. a

Pozitif a, b ve ¢ sayilar: i¢in, (a + b)(b+ c)(c+ a) > 8abe esitsizligini kanitlaywn.
Kanit: Bu soru artik son derece basit olmali, (AG)’yi ii¢ defa uygulamak yeterli. O
Pozitif a ve b sayilars i¢in,
a+ ba?

22
ifadesinin alabilecegi en kiictik degeri bulun.
Yanit: y = 22 alirsak, a /y—+ by ifadesinin y > 0 iken alabilecegi en kiigiik degeri bulmak
yeterli. Ifadenin alabilecegi en kiiciik deger (AG)’ye gore 2(ab)1/ 2dir ve bu en kiiciik
deger y = (a/b)*/? icin alimr. Demek ki = (a/b)'/* olmal. O
a, b, ¢ > 0 igin asagrdaki esitsizligi kanitlaywin. Esitligin ancak a = b = c i¢in gerceklege-
cedini gosterin:

a+b+c

(AG3) (abe)'/? < 3
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3.20.

3.21.

3. Kesirli Usler ve Kokler

Kanit: q, b, ¢ yerine a®, b, ¢* alarak,
a3—|—b3—|—cg—3ab020

esitsizligini kanitlamanin (gerekli ve) yeterli oldugu goriiliir. ” Carpanlarina” ayirarak
soldaki ifadenin pozitif oldugunu kanitlayacagiz. Soldaki ifadede a yerine X koyarsak,

p(X) =X*+b* + ¢ — 3Xbe

polinomunu elde ederiz.
p(=b—c)=0

esitliginin dogru oldugunu kontrol etmek kolay. Demek ki
X+b+ec
polinomu p(X) polinomunu béler. Bélmeyi yapalim:
p(X)= (X +b+c)(X?> = (b+)X +b* —be+c?)
buluruz. Simdi a’da degerlendirirsek,
a® +b° + ¢ —3abc = p(a) = (a + b+ c)(a® — (b+ c)a+b> —bc+ c°)
=(a+b+c)(a®+b*+c® —ab—be—ca)

(a+b+c)((a=b+(b—c)+(c—a)?)
2

elde ederiz. Bu da istedigimizi kanitlar.

Esitligin ancak a = b = ¢ iken dogru olduguna da dikkatinizi gekeriz. O
x > 0 olmak tizere x© + 1/:[:2 ifadesinin alabilecegi minimum degeri bulun. x > 0 olmak
tizere x4 1/x ifadesinin alabilecedi en kiigiik dederi bulun.

Kanit: AG’yi uygulamak bir ise yaramiyor. AG3’ii uygulamanin bir yolu var:

1 r T sfxx 1
e T AT O 3 S
TteE TtttV T e
ve egitlik ancak x = 21/3 ise gegerli.
ikinci soru birincisiyle ayni: ilk soruda y = 1 /x almak yeterli. O

Aym cevreye sahip tcgenler arasinda, en biytk alan hangi licgen tarafindan elde edilir?
Yanit: Unlii Heron formiiliinii kullanacagiz: Bir tiggenin kenarlari a, b ve ¢ uzunlugun-
daysa ve p cevre uzunlugunun yarisiysa, o zaman alan,

A=+/plp—a)(p—b)(p—c)

olur. (AG3)’e gore,

A2
»

=(p-a)p-b)p—c < <(p_“)+(17;b)+(p—6)>

_(3p—(a+b+\* _ (3p-2\"_ p’
- 3 - 3 DY

olur ve esitlik ancak

p—a=p—b=p-c
yvani a = b = c ise gegerlidir. Demek ki en biiyiik alan1 veren ticgen egkenar iiggen olmali.
O
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3.22. ai, az, as, b1, b2, b3 > 0 altr sayr olsun.

/(a1 + bi)(az + b2)(as + bs) > arazas + Vbibabs

egitsizliging kanstlayin.
Kanit: Iki kez (AG3)’i uygulayarak asagidaki hesab1 yapalim:

(a1 +b1)(a2 + b2)(as + bs) = a1azaz + bibabz + (ar1a2b3 + arbaaz + brazas)
+(a1babs + brazbs + bibaas)

> ajasas + b1babs + 3 i/afa%a%lnbgbg +3 i/alagagb%bgbg

= (¥/arazas + V/bibabs)

3

Istedigimiz kamitlanmistir. Esitlige hangi kosullarda erisildigi sorusunu okura birakiyo-
ruz. O

3.5 Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi 11

Bir 6nceki altboltimdeki (AG) esitsizligini iki sayidan n sayiya genellegtirecegiz.
Once temel tanimlar: verelim.
ai,...,ay > 0 olsun. Bu sayilarin aritmetik ortalamass,

_aitta,

An(a) -

sayisidir. Geometrik ortalamass ise,

3=

Gn(a) = (arag - - - ay)

sayisidir. Bu iki ortalama arasinda ¢ok meshur bir egitsizlik vardir: Geometrik
ortalama aritmetik ortalamayi agamaz! n = 1 icin bariz olan ve n = 2 ve 3
icin gecen altboliimde kanitladigimiz bu esitsizligi bu altbéliimde her n dogal
say1si icin kanitlayip cesitli uygulamalarini verecegiz.

Teorem 3.26. Her ay,...,a, > 0 i¢in,
1 _a+-+a
(AGy) (a1ag---an)n < #”
olur. Ayrica esitlik sadece ve sadece a1 = ... = a, ise gecerlidir.

Birinci Kanit: Once (AGyn) esitsizligini n iizerine tiimevarimla kamtlayaca-
giz. Eger n = 0 ise kanit bariz, ne de olsa (AG1), a1 = a; diyor. Kamit1 ¢ok
kolay olan n = 1 durumunu gecen yazimizda ele almigtik. Simdi n > 1 olsun.
(AGan) esitsizligini varsayalim ve (AGgn+1) esitsizligini kanitlayalim. 27! tane
pozitif say:1 alalim:

al,...,agsn, bl,...,bgn.
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(AGan)’den dolay:

W a4+ asm
(a1az -+ - agn)*/? ST
1/2n<b1+"'+b2"

(byby -+ - bon) o

egitsizlikleri gegerlidir. Bunlar taraf tarafa garparsak,

a1+ 4 age by + -+ bon

(a1a2nb1b2n)1/2n S 2n 2n

elde ederiz. (AGq)’1 kullanarak sag tarafi bliytitelim:

2n 2n - +

2
a1+ -+ agn bl + .+ b2n - <a1+'é;|—a2n b1+'é'rj-b2n )
2 2

(@it ag b4 bon )2
o on+1 :

Son iki egitsizlikten,

2
(al...Qanl...b2n)1/2" < (al +'~-+a2;ntlb1 +"'+b2n>
buluruz. Her iki tarafin da karekokinii alirsak, istedigimiz esitsizlige ulagiriz.

Esitligin ne zaman olacagini da (tlimevarimla) anlayabiliriz. Esitsizlige
kanit boyunca, bir defa (AGz)’yi, bir defa da (AGgn)’yi kullanarak olmak
tizere tam iki kez bagvurduk. (AGgn+1)’de esitligin olmas: i¢in kanitta kul-
lanilan her iki egitsizligin de esitlik olmasi gerekir. (AGaon)’yi kullandigimizda
esitligin olmasi icin (tlimevarim varsayimina gore),

ay — ... = agn Veblz...:bgn.

esitliklerinin gecerli olmasi gerekir. (AGy)’yi kullandigimizda esitligin olmasi
igin,
a1 +---+agn  bit---+bon
2n B 2n
esitliginin gecgerli olmasi gerekir. Sonug: (AGyni1)’de esitligin gegerli olmasi
icin

CL1:...:CLQn:b1:...:an.

esitliklerinin gegerli olmasi gerektigi anlagilir.
Boylece (AGan) esitsizligini her n dogal sayisi igin kanitlamig olduk. Sim-
di eger (AG,,4+1) dogruysa, (AG,)nin de dogru oldugunu kanitlayacagiz. Bu
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da, yukardaki sonug sayesinde, (AG,,) formiliintin her n igin dogru oldugunu
kanitlayacak.

ai, 7%
sayilarini alalim.
il = a+---+ap
n
olsun.
A1y ...y0pn, Qpn+1

sayllarina (AGy+1) esitsizligini uygulayalim:

ar+ -+ an + apy
(a1ag - - - Gpansr) /" < n—l—rll e

Bu esitsizlikte a1 yerine degerini koyalim:

L e
a1+...+an nt+1 a1+...+an+m
alag - Qp———————————— <

n
n n+1

elde ederiz. Her iki tarafi da diizenleyerek,

1
a1ao -+ Q +1 1 a Q
(12 ln)n (a1+...+an)n+1§Q
nn+l n

elde ederiz. Egitsizligin sol tarafindaki en sagdaki ifadeyi esitsizligin sag ta-
rafina gecirelim:

1 1
(a1a2...an)m < (al +...+an)1—m B (al ++an)n/n+1
pee— n - w

elde ederiz. Her iki tarafin da n + 1’inci kuvvetini alirsak,

a1z -y _ (a1 + -+ a,)"

n - nn+1

buluruz. Gerisi kolay. Solda paydada bulunan n’yi solda paydada bulunan n
ile sadelegtirirsek ve her iki tarafin da n’inci kékiini alirsak, diledigimiz,

a1+ -+ an

(GIQQ “e an)l/n <
n

esitsizligini buluruz.
Esitligin ne zaman dogru olduguna bakalim. Kanit boyunca esitsizlik sa-
dece bir defa peyda oldu. O esitsizligin de esitlik olmast i¢in

a; = ... = 0ap = Qp+1

olmali. Demek ki a1 = ... = a, olmal. U
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Ikinci Kanit: n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 1 i¢in 6nerme bariz.
Simdi (AG,,)’yi varsayip (AGy+1)’1 kanitlayalim.

a1, .., Qn, Qnt1

sayilarini secelim. Bu sayilarin en biiytiglinii en sona koydugumuzu varsayalim,
yani an41 diger biitiin sayilardan biiyiikesit olsun.

ai+ -+ +ap
n

A, =

tanimini yapalim. A, 1 benzer bigimde tanimlansin. O zaman,

ar+ - +ap+anr1  nAp+appr
n+1  n+1

An+1 =

olur. an41 sayisi diger tiim a; sayilarindan biiytlikesit oldugundan, elbette
Ont1 2 Ay
olur. Demek ki bir b > 0 sayist igin,
Gpt1 = Ap +0
olur. Yukardaki egitlikten devam edecek olursak,

A 7nAn—|—an+1inAn+An+b7A b
nth n+1 - n+1 o

n—+1

esitligini buluruz. Sol ve sag taraflarin n + 1’inci kuvvetini alip (ve en son
esitsizlikte timevarim varsayimini kullanip),

n+1
1
ATl = AmLL — ATy nt An b ..
n+1 1 n+1

> At (”T 1>A2nil — AL AT = AT(A, +b)

n
= Anan—l—l > (al te an)an—i—l = at - anln+1

elde ederiz. Bu da kanitlamak istedigimiz egitsizlikti.
Esitligin dogru olmasi i¢in b = 0 ve (tlimevarim varsayimina gore),

al —ag = ... = 0an

olmali. Bu ikisinden
ap =a2 = ... = ap = Gp+1

gikar. ([
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Uciincii Kanit: a; yerine bl yazarak, kanitlamak istedigimiz esitsizligi,
nby -+ by Sb?+...+bz

sekline sokalim. n = 1 ic¢in esitlik var. Simdi egitsizligi n icin varsayip n + 1
i¢in kanitlayalim. n + 1 tane pozitif

b1,b2, ..., bp, bnt1
sayis1 secelim.
(n+1)by -+ bbpgy < OFF + - 0T b0t
esitsizligini kamtlamak istiyoruz. Iki tarafi da b:ﬂ sayisina boliip

b;
bn—i—l

C; =

tanimini yaparsak, kanitlamak istedigimiz esitsizlik,
(n+1)cp-cp <Moo gttt 41
sekline biirtiniir. Ama tiimevarim varsayimini,

VI

n
sayilarina uygularsak,
ey - cn) T/ 41 = pelmTD/m LD n ) <t et g
esitsizliginin gecerli oldugunu goriiriiz. Demek ki,
(n4+1)er-cn < nfer---c) ™M 41
esitsizligini kanitlamak yeterli.
1/n

xr = (0102 . ..Cn)

tanimini yaparak,
(n+1)z" < na™ 41

esitsizligini kamtlamamiz gerektigi anlagiir. Ama bu da Onsav 3.19°da kanit-
lanmigti. Gene ayni 6nsava gore, esitlik ancak
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ve (tlimevarim varsayimini kullanarak)

Cl —C—=...=Cp
ise, yani,
cp=c=...=¢, =1

ise, yani,

by =by=...=b, =bpp1
ise yani,

a; =az = ... = ap = Gp+1
ise gecerlidir. Teorem bir kez daha kanitlanmistir. O
Ornekler

3.23. Toplams verilmis bir t sayst olan n pozitif gercel sayrmin carpime en fazla kag olabilir?
Yanit: r1 + 72+ - + 7, =t ise, (AG,)’den dolay1

L+t ra\" t"
R (AESUE Ly
n nn
olur ve esitlik ancak 7 =72 = ... =r, =t/n ise gegerlidir. O
3.24. a1, ..., an, > 0 sayrlare verilmisse,
a a Ap— a
bt 3 + “2 4+ n—1 + -n
az as Qn ai

sayst en fazla kag olabilir?
Yanit: (AG,)’den dolay:

ai az An—1 Qn ai az An—1 An
=4 =4 + 2 >pnl—=-. - 2= ) =n
az as [¢2% ay az as an @1
olur ve esitlik ancak
ap G2 _ Qn-1 _ Gn
az as an ai
ise gecerlidir. Bu orana r dersek, esitlik ancak,
ai =raz, a2 =raz, ..., An—1 = Tn, An = a1
ise, yani
2 n—1 n
ay =raz=7ra3=...=7T an =T a1
ise, yani r =1 ve
ap = a2 = a3 = = Qn—-1 = QGn
ise gecerlidir. O

3.25. a ve b pozitif sayilar: icin,
g < 40
—n+1
egitsizligini kanitlaymn. Ne zaman esitlik olabilir?
Kanit: Esitsizlik (AGp+1)’den hemen cikar. Esitlik ancak a = b ise miimkiindiir. O
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3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

Ty = (1 + %)" Ve Zp = (1 — %)n olsun. Her 0 # n € N i¢in £, < Tpi1 v€ 2n < Znt1

egitsizliklerini kanatlaywn.
Kanit: Onceki problemde a =1 ve b =14+ 1/n alirsak,

"o l4n(1xl
n+1 1il < + ( n)zli 1
n n+1 n+1

buluruz. Her iki tarafin da n + 1’inci kuvvetini alirsak istedigimiz c¢ikar. |
Yn = (1 + %)m_l olsun. Her 0 #n € N i¢in yn41 < yn esitsizligini kanatlayn.

Kanit: Bir 6nceki probleme gore z,+1 < zp+2 oldugundan, agagidaki hesaplar istenen
sonucu verir:

(1L e\ 1 7 1 1
" ! ) " ) (L)n+1 ) (1 : >n+1_zn+1'
n+1

Istedigimiz kanitlanmstr. a

ai,...,an pozitif sayilarsa

rran (Laes )

1 an
sayisy en az kag olabilir?

Yanit: (AG,,1)’i her iki parantez icin de uygularsak yanitin n? oldugunu hemen gorii-
riz. Esitlik ancak a; = ... = a, ise mimkiindiir. O

n+1\"
|
n.<( D) )

Her n > 1 dogal sayst icin,

egitsizligini kanstlayin.
Kanmit: (AG,)’yi uygulayalim:

n (nthn \ " n
n!:1><2><-~-><n§<1+2jL +n> :< 2 ) :<n+1> .
n n 2

Istedigimiz kanitlanmstir. a

Her n > 1 dogal sayst igin,
2"n!

egitsizliging kanstlaywn.
Kanit: (AG,)’yi uygulayarak ya da bir 6nceki soruyu kullanarak

2" n! "
n <<n+1)
nm n

buluruz. Demek ki,
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esitsizligini gostermek gerekiyor. igte bu son egitsizligin kaniti:

n+1\" 1\" < (n)1 —~(n) 1
—(1+2) = — =141 —

— 1! n? —~

~ 1 2 i—1\ 1
eI [CHREESE
<2 Y Loy 1 2 S LI O
S24D G S24) 5y <24) 5 =3

=2 1=2 =1

331 z+az?+2%+ l/x6 ifadesinin x > 0 i¢cin alabilecedi en kii¢tiik degeri bulun.
Yanit: (AG4)’i uygulayalim:

1 1\ /4
x+m2+m3+—6§4(mx2x3—6> =4.
T T

Ve egitlik ancak x = 1 ise miimkiindiir.

Dikkat: Eger soru “z+2>+2/2%” ifadesinin alabilecegi en kiiciik degeri bulun” geklinde

olsaydi (AG3)’ii uygulayarak en kiiciik degeri bulamazdik, ¢iinkii z = z* = 2/2® denk-

lemlerinin ¢6ziimii yoktur. = + 22 + 2/:£3 ifadesinin alabilecegi en kiiciik degerin bu

yontemle bulunabilecegini sanmiyorum. |
3.32. 22+ 2/:c3 ifadesinin x > 0 icin alabilecegi en kictik degeri bulun.

Yanit: (AGs)’i uygulayalim:

2+2 m2+w2+w2+1+1>5 2222221 1\Y° 5

x —_— = — — — —_ —_ >5 == __ = —

3 3 3 3 x3 3T 3 3 3 323 33/5
buluruz. Esitlik ancak x2/3 = 2/2> ise, yani « = 6'/° ise miimkiindiir. a

333 x4+ 22+ 1/64x* ifadesinin x > 0 icin alabilecedi en kiigiik degeri bulun. Bu en kiigiik
degere hangi x tarafindan ulasllir?
Yanit: (AG4)’li uygulamaya calisalim:

x

RS SR NS SE SRS SISSUY €.EJE 0 T RO (N0 I R
64zt~ 2 2 64zt = 227 64zt T \4x64 -

Simdilik 1’in sadece altsinir oldugunu biliyoruz; heniiz 1’e ulasabilecegimizi bilmiyoruz.

x/2 = 2? = 1/642” denklemlerinin bir ¢6ziimii oldugundan (z = 1/2, sansimiz yaver
gitti!) 1 gercekten en kiigiik degerdir ve bu en kiigiik degere x = 1/2 ile ulagilir. a
3.34. x + 22 + 64/2° ifadesinin x > 0 igin alabilecedi en kiicik dederi bulun. Bu en kiiciik
degere hangi x tarafindan ulasilir?
Yanit: (AG4)’ti uygulamaya caligalim:
1/4
» 64 > 2® | 64 z? 2% 64 1/4
— = —_ — — > _— =4- = 3.
Ttz +x5 x+2+2+x574x 4-(16) 8
Simdilik 8’in sadece altsinir oldugunu biliyoruz; heniiz 8’e ulasabilecegimizi bilmiyoruz.

z = 2 /2 = 64/9U5 denklemlerinin bir ¢6ziimii oldugundan (z = 2, sansimiz gene yaver
gitti!) 8 gercekten en kiiglik degerdir ve bu en kiiciik degere z = 2 ile ulagilir.
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Eger hesaplara

esitligiyle baglamak yerine,

64 = x =@ 22 64
“3t3t3taots
esitligiyle baglasaydik, bagariya ulasamazdik ciinkii 2/3 = 2?/2 = 64/2° denklemlerinin
bir ¢ozlimii yoktur. Yani sansin yaver gitmesi i¢in dogru ayrigtirmayi yapmak lazim,
ama her geyden 6nce dogru ayrigtirmanin olmasi lazim. Bir sonraki soruyu ¢cézmek ¢ok
daha zor. 0
3.35. 3z 42224 1/(22'*) ifadesinin x > 0 icin alabilecedi en kiigiik dederi bulun. Bu en kiiciik
degere hangi x tarafindan ulasilir?
Yanit: (AG4)’i uygulamaya caligalim:

s 1 T 22 1 oo 2\ 1\ 1
3z 4 222 + —exErax i 4 >11 (7) <7) =5

:v—l—:cg—l——s
T

214 2 2 2x14 — 2 2 214

x/2 = x?/2 = 1/(2z'*) denklemlerinin bir ¢6ziimii oldugundan (x = 1, sans hep bizden
yanal!) 11/2 gercekten en kiigiik degerdir ve bu en kiiciik degere ulagmak igin x = 1
alinmali. O

3.36. a1, as, as, as > 0 saylare i¢in

2as + 3az + 4as\ *°
ma%agaﬁg a1 + 2a2 + 3as + 4as
10
egitsizliging kanstlayin.
Kanit: Cok kolay... O
3.37. Asagidaki esitsizligi kanatlayin:

11 1 1 9 \n(nth/2
1.i.i.i...7< .
22 733 g ntl

Kamt: (AG,(n41)/2)’yi kullanmak yeterli:

LI U S (R Y (R L.t
22 33 44 pn 2 2 3 33 n o n
< 1><1—|—2><%+3><%+~--+7‘L><% s

- 1+2+3+---+n

B n n(n+1)/2 B 9 n(n+1)/2 .
T\ n(n+1)/2 T \n+1 ‘

3.38. Asagidaki esitsizligi kanatlayin:

) n(n+1)/2
1-22~33-44.~n"§<2”+1> .

3
Kanit: (AG,,(,+1)/2)’yi kullanmak yeterli:

. S S\ Mt D/2
1.22.33.44...n”§<1+2 24334 4 ")

n(n+1)/2
n(n+1)(2n +1)/6 "2 rop 4\t
(hene) =)
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3.39. ai,...,an, toplame s olan n tane pozitif sayr olsun.

2 n

S S S
(1+a1)(1+a2)"'(1+an)S1+ﬂ+§+"'+a

egitsizliging kanstlayin.
Kamt: (AG,)’yi kullanacagiz:

(I+a)(l4+a2)---(I4+an) <

n n
148 n " (n) s
- ( * E) - Z i) ni
=0
7271: n! s =n(n—1)-(n—(i—1)) s
- | — ! - i |
—illn —i)ln* nt i
u 1 2 i—1Y)\ s WNPL
— 1- = _2) (1= o b
> (-3) 0-3) (-5 5<%5
1=0 1=0
Istedigimiz kanitlanmstir. O
Not: Bunun 6zel bir durumu olarak, a1 = ... = a, = s/n alirsak,
(1+5)n<1+5+i+~~+—n
n/ - 1 2! n!

elde ederiz.
3.40. Her 0 # n € N igin, .
V2V4Y8 - W2an <+
egitsizliging kanstlaywn.
Kanit: Sol tarafin 2™’inci kuvvetini alip (AG)’yi uygulayalim:

n 2n n n s on—li..4041
) i on—i v nTrt
) ST < (e
([e) =Hler = (e

n2m\ 2 i . .
R

2n —1 2n —1

istedigimiz kanitlanmigtir. O



