2. R’nin icindeki N, Z ve QQ

Bu boliimde R’nin i¢indeki dogal sayilar kiimesi N’yi, tamsayilar kiimesi Z’yi
ve kesirli sayilar kiimesi Q’yii kesfedip bagat ozelliklerini kanitlayacagiz. Bu
bolimii okurken, tamimlayacagimiz bu N, Z ve Q kiimeleri hakkinda sanki
higbir sey bilmiyormusg gibi davranin ama bir yandan da bu kiimelerle ¢ocuk-
lugunuzdan beri agina oldugunuzu unutmayin!

2.1 Dogal Sayilar

Gergel sayilar kiimesi R’nin, 01 igeren ve igerdigi her z sayisi i¢in = + 1
sayisini da iceren altkiimelerini ele alalim. Bu tiir altkiimelere ttimevarimsal
altkiime diyelim. Demek ki bir A C R kiimesinin tiimevarimsal olmasi i¢in
iki kosul gerekiyor:

1.0 € A,

2. Egerx e Aisex +1 € A.

R’nin kendisi elbette tiimevarimsal bir kiimedir. Negatif olmayan gercel
sayilar kiimesi RZY da bir bagka tiimevarimsal kiime 6érnegidir. Her » < 0 icin
[r,00) ve (r,00) araliklar1 tiimevarimsal kiimelerdir.

{-1}UR=? {0} U[1,00) ve {0,1,2} U(5/2, o)

kiimeleri de tiimevarimsaldir.

Biraz diigiinlince, varhgimi kanitlayacagiz N kiimesinin (eger varsa tabii!)
R’nin en kiiciik tiimevarimsal altkiimesi olmasi gerektigi anlagilir, ne de olsa ta
ilkokuldan beri “bildigimiz” iizere N kiimesi 0’1 igerir ve 1 ile toplama altinda
kapalidir ve bu iki 6zelligi saglayan N’den daha kiiclik bir kiime yoktur. Do-
layisiyla once R’nin en kiiciik tiimevarimsal altkiimesinin varligini kanitlamali-
yiz ve daha sonra N’yi bu en kiiclik tiimevarimsal kiime olarak tanimlamaliyiz.

Oldukga basit ama ¢ok parlak olan genel fikri acikladiktan sonra en kiigiik
tiimevarimsal kiimenin varligini kanitlayalim.

Iki tiimevarimsal kiimenin kesigimi de tiimevarimsaldir. Nitekim eger A
ve B iki tiimevarimsal kiimeyse, her ikisi de 0’1 igerdiginden, kesigimleri olan
AN B kimesi de 01 igerir. Ayrica, eger bir x sayis1 A N B Kkesigimindeyse, o
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zaman x hem A’da hem de B’dedir; her iki kiime de tiimevarimsal oldugundan
 + 1 de her iki kiimededir; demek ki  + 1 de kesigimdedir.

Sadece iki tiimevarimsal kiimenin degil, elemanlar: tiimevarimsal kiimeler
olan bir kiimenin elemanlarimin kesigimi de tiimevarimsaldir. Yani eger T,
timevarimsal kiimeler iceren bir kiimeyse, o zaman,

7=14

AeT

kiimesi de tiimevarimsaldir. Bunun kaniti da ayni: Her A € T igin, 0 € A
oldugundan, 0 kesisimdedir. Simdi kesigimden herhangi bir z sayisi alalim.
Her A € T igin, x € A ve A timevarimsal oldugundan, z+ 1 € A olur. Demek
ki z +1 de () o7 A kesisimindedir.

elemanlar: timevarimsal
kiimeler olan bir kiime

Simdi R’nin tiim timevarimsal altkiimelerini kesigtirelim ve kesigimin adi-
na dogal sayilar kiimesi diyelim ve bu kiimeyi N simgesiyle gosterelim.

N’nin tiimevarimsal bir kiime oldugunu gérdiik. Ttim tiimevarimsal altki-
melerin kesigimi oldugundan ve tiimevarimsal oldugundan, N, R’nin en kiigiik
timevarimsal altkiimesidir, yani N, R’nin her tiimevarimsal altkiimesinin alt-
kiimesidir. Biitiin bunlar1 6zetleyelim:

Teorem 2.1. i. 0 € N,

ii.neNisen+1eN.

iii. N, yukardaki iki 6zelligi saglayan N'nin en kiicik altkiimesidir, yani eger
A, N'nin bir altkiimesiyse ve 0 € A ise ve hern € Aicinn+1€ A ise A=N
olur.

Kanit: Ilk ikisi N'nin tiimevarimsal oldugundan cikiyor. Uciincii 6nermedeki
A kiimesi varsayima gore tiimevarimsal bir kiime. Ama N tiim tiimevarimsal
kiimelerin altkiimesi. Demek ki N C A, yani A = N. O

Yukardaki teoremin son maddesinin tiimevarimla kanit ilkesi olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. Bu konuyu [N1, N2]’de ayrintilariyla igledigimizden tistiin-
de fazla durmuyoruz. Gene de ilkeyi yazalim:
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Teorem 2.2 (Timevarim Tlkesi I). Eger (dogal ya da gercel) sayilarla ilgili
bir onerme 0 dogal sayrsy icin dogruysa ve, her n dogal sayist icin, n icin
dogru oldugunda n+ 1 icin de dogru oluyorsa, o zaman o énerme her n dogal
sayse icin dogrudur.

Beklenildigi iizere dogal sayilarda toplama ve carpma yapabiliriz. Bunu
timevarim ilkesini kullanarak kanitlayalim.

Teorem 2.3. N, toplama ve ¢carpma altinda kapalidar.

Kamt: z+ (y+1) = (z +y) + 1 ve z(y + 1) = zy + z esitlikleri kullanilarak
istenenler tiimevarimla kolaylikla kanitlanir. Ornek olarak N’nin toplama al-
tinda kapali oldugunu kanitlayalim.

A={yeN:N+yCN}

olsun. Elbette 0 € A. Simdi y € A olsun. y 4 1’in de A’da oldugunu kanitlaya-
lim. N’den herhangi bir x alalim. O zaman y, A’da oldugundan, x + y elemani
N’dedir. Bundan ve N'nin tanimindan (z +y) + 1 € N ¢ikar. Ama

r+y+1)=(z+y) +1

esitligi dogru. Demek ki x + (y + 1) € N. Her # € N i¢in, x + (y + 1) € N
onermesini kanitladik, yani y+1’in A’da oldugunu kanitladik. Demek ki A = N
ve N toplama altinda kapali. O

Yukarda kamtladiklarimizdan kolaylikla, (N, +, x, 0, 1) yapisinin Peano
aksiyomlarim sagladig ¢ikar (Peano aksiyomlar: igin bkz. [N2]).

Ahstirmalar
2.1. Her a, b > 0igin, (a+b)"™ > a™ +b" esitsizligini tiimevarimla kanitlayin. (Binom agilimi
daha kolay bir kamt verir.)

2.2. Eger s > —1 ise, her n dogal sayisi icin (1 + s)
kanitlayin.

" > 1+ ns esitsizligini tiimevarimla

2.3. Asgagidaki egitlikleri tiimevarimla kanitlayin.

1+2+---+n
124922 4.4 p2
P42d+..qnd

n(n+1)/2,
n(n+1)(2n+1)/6,
2(n+1)%/4.

3

2.4. n > 6 dogal sayis1 i¢in

1 < 8"
n! = (2n)!
esitsizligini tiimevarimla kanitlaym. (ipucu: Dogrudan da deneyebilirsiniz ama su yon-
tem de sonuca gider:

f(m) = C0

" nl8n
olsun. f(n+1)/f(n) > 1 esitsizligini n iizerinden tiimevarimla gosterebilirsiniz.)

2.5. Her n > 0 dogal sayis: icin

3=

1 1
S +n+1+"'+n+n§
n

S|

L
2n
esitsizligini kanitlayin.
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Asagidaki aligtirmalarda sadece ve sadece N ve R’nin tanimlarini ve bu tanimlardan
yola cikarak bu satira kadar kanitlanan olgular1 kullanmalisiniz.

2.6. 0’in N’nin en kiiciik elemani oldugunu kanitlayin.

2.7. Eger x € N\ {0} ise © — 1’in de dogal say1 oldugunu kanitlaymn.

2.8. Eger z € Rve 0 < z < 1 ise, z’in N'de olamayacagini kanitlayin.

29. Egerne N, x e Rven <z <n+1ise, 2'in N’de olamayacagini kanitlayn.

Asagidaki alistirmalarda z, y € N.
2.10. Eger x < y ise, x + 1 < y esitsizligini kanitlayn.
2.11. Eger x <y ise, y — z’in de N’de oldugunu kanitlayin.
2.12. Eger x < y + 1 ise, 2’in ya y’ye esit oldugunu ya da y’den kii¢iik oldugunu kanitlayin.
2.13. Eger y #0, 1 ve 0 < z ise x < zy esitsizligini kanitlayn.

Pierre de Fermat'nin “sonsuzdan inig” adin1 verdigin tiimevarim ilkesini
kanitlayalim gimdi.

Teorem 2.4. N’nin bos olmayan her altkiimesinin bir en kiiciik elemant vardar,
yani N iyisiraly bir kimedir.

Kanit: A, N'nin bir altkiimesi olsun. A’nin en kii¢iik elemani olmadigini var-
sayip A’nin bogkiime oldugunu kanitlayalim. Ama 6nce bagka bir gey kanitla-
mamiz gerekiyor:

B = {n € N : n’den kiigiik higbir say1 A’da degil }

olsun. Timevarimla B’nin N’ye egit oldugunu kanitlayalim. 0’dan kiigiik bir
dogal say1 olmadigindan (Algtirma 2.6), 0’dan kiiglik bir say1 A’da olamaz,
dolayisiyla 0 € B olmali. Simdi n € B olsun ve n + 1’'in de B’de oldugunu
kanmitlayalim. Eger n 4+ 1’den kiiclik bir say1 A’da olsaydi, o zaman bu say1
ancak n olabilirdi (Ahgtirma 2.9) ve bu n, A'nin en kiiciikk elemani olurdu.
Ama A’nin en kii¢lik eleman: olmadigini varsaydik. Bu bir geligkidir.

0 1 n n+l
*—@ o—@

)
n e B, demek ki
A’da n’den kiiciik
bir say1 yok.

Demek ki B = N.
Simdi bir  dogal sayisinin A’da oldugunu varsayalim. n = x + 1 olsun. O
zaman ¢ < n ve € A. Bundan n ¢ B ¢ikar. Ama bu imkansiz. O

Yukardaki teorem aslinda bir kanit ilkesidir: Eger dogal sayilarla ilgili
bir 6énerme her n dogal sayisi icin dogru degilse, o zaman bu Onermenin
yanlig oldugu en kiigiik dogal say1 vardir. Dolayisiyla su teorem de bdylece
kanitlanmig oldu:
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Teorem 2.5 (Timevarim Tlkesi I). Eger bir énerme, her n dogal sayust igin,
n’den kiicik dogal sayilar i¢in dogru oldujunda n icin de dogru oluyorsa, o
zaman bu onerme her n dogal sayst icin dogrudur.

Kanit: Onermenin yanhs oldugu en kiiciik dogal say1 n olsun. Demek ki
onerme n’den kiiclik dogal sayilar i¢in dogru. Ama varsayima gore, bu du-
rumda 6nerme n icin de dogru olur, celigki. O

Dogal sayilarla ilgili bildiklerimizi teyit etmeye devam edelim:

Teorem 2.6. Ustten sinarl ve bos olmayan bir dogal sayr kiimesi en kiictik
Ustsnaring icerir.

Kanit: A bir dogal say1 kiimesi ve &, A'nin en kiigiik iistsinir1 olsun.  — 1 bir
ustsinir olmadigindan,
r—1l<n<gx

egitsizliklerini saglayan bir n € A dogal sayis1 vardir. Demek ki x < n + 1
ve n’den daha blyilik bir dogal say1 A’da olamaz. Bundan da n’nin A’nin en
biiyiik elemani oldugu g¢ikar. Yani n = x. O

Teorem 2.7 (Arsgimet Ozelligi). Eger € > 0 bir gercel sayysa ve x € R ise,
0 zaman ne > x egitsizliginin saglandigs bir n € N vardur, yani (tanvm geregi)
R bir Arsimet cismidir.

Kamit: Teoremin dogru olmadigini varsayalim. Demek ki her n € N igin,
ne < z yani n < x/e. Demek ki dogal sayilar kiimesi N, z /e tarafindan tstten
sinirli. Teorem 2.6’ya gére N'nin en kiiciik tistsinirt N'dedir.

N
I —
v y+1 x/e

Bu en kiiciik tistsinir g ise, bu da y + 1 dogal sayisinin varligiyla celigir. O

Teorem 2.8 (Bolme). Her n,m € N i¢in, eger m # 0 ise,
n=mqg+rveld<r<m
onermelering saglayan bir ve bir tane (q,r) dogal sayr ikilisi vardar.

Kanit: Once ¢ ve r’nin varhigini gosterelim. Onermenin yanlg oldugunu
varsayalim, yani,

A={n € N: belli bir m > 0 dogal sayisi i¢in, n = mq + r esitligini ve
0 < r < m esitsizliklerini saglayan g ve r dogal sayilar1 yoktur}
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klimesi bog olmasin. n, A'nin en kiigiik elemani olsun ve kogullar m sayisi icin
saglanmasin. Eger n < m ise ¢ = 0 ve r = n istenen kogullari saglar. Demek ki
n > m olmali. O zaman, Aligtirma 2.11%e gore n —m bir dogal sayidir ve n’den
kiigiik oldugundan n — m ¢ A olmali. Demek ki, n — m = mgqy + r esitsizligini
saglayan ¢q; ve 0 < r < m dogal sayilar1 vardir. Ama bundan,

n=m(qp +1)+r

cikar ve ¢ = ¢ + 1 igin
n=mq-+r
elde ederiz. Demek ki 6nerme n ve m icin de dogruymus. Bu bir celigkidir.
Simdi ¢ ve r’nin biricikligini kanitlayalim.
mqg+r=mq +7r,0<r<mve0<r;<m

iligkilerini saglayan r, r1, ¢, g1 olsun. ¢ = q; ve r = r; esitliklerini kanitlaya-
cagiz. q > qq esitsizligini varsaymanin bedeli yoktur, varsayalim. O zaman,

g—q €N
ve
m>ry>r—r=m(q—q)
olur. Ama bu ancak ¢ — ¢; = 0 ise miimkiindiir. (Neden?) O

2.2 Tamsayilar ve Kesirli Sayilar

Dogal sayilarin bildigimiz diger 6zelliklerini de yukardaki gibi oldukca kolay bir
bigimde kanitlayabiliriz. Daha fazla ileri gitmeden kisaca tamsayilar kimesi
Z’ye gegelim. Z’yi,

Z =NU-N.

olarak tanimlayalim.

Teorem 2.9. Z, R’nin, 17 iceren ve ¢ikarma altinda kapale en kictk altku-

mesidir. Ayrica Z toplama, carpma ve ¢ikarma altinda kapalidir, yani Z bir
halkadar.

Kanit: Z’'nin 17 icerdigi ve ¢ikarma altinda kapali oldugu bariz.
A, R’nin 17 igeren ve gikarma altinda kapali herhangi bir altkiimesi olsun.
0=1-—1 oldugundan 0 € A. Demek ki, her a € A icin,

—a=0—qa€ A
Dolayisiyla —A C A ve her a, b € A igin,
at+tb=a—(-b)ec A-(—A)CA-ACA



2.2. Tamsayilar ve Kesirli Sayilar 29

Demek ki A toplama altinda kapali. 1’i de igerdiginden, bundan A’nin
tiimevarimsal bir kiime oldugu sonucu gikar. Sonu¢: NC Ave -NC —-AC A
ve Z = NU —N C A. Boylece birinci énerme kanitlanmig oldu.

Simdi A = Z alirsak Z’nin toplama altinda kapali oldugunu goériirtiz. Z’nin
carpma altinda da kapali oldugu bundan ve n(m + 1) = nm + m esitliginden
m lizerine tiimevarimla gikar. Ayrintilart okura birakiyoruz. U

Teorem 2.10 (Bélme). Her n,m € Z igin, ejer m # 0 ise,
n=mqg+r ve0<r<|m|
onermelering saglayan bir ve bir tane (q,r) tamsaye ikilisi varder.

Kamt: Teorem 2.8 temel alinarak kolaylikla kanitlanabilir. Ayrintilar: okura
birakiyoruz. O

Z’nin ¢ok bilinen diger 6zelliklerini burada kanitlamayacagiz. Gerektigi za-
man tanimlara bagvurularak kolaylikla kanitlanabilir.
Son olarak kesirli sayilar: tanimlayalim:

Q:{%:n,mEZvem#O}

olsun. Q'niin elemanlarina kesirli say: ya da rasyonel sayi, Q kiimesine de
kesirli sayilar kimesi denir.

Teorem 2.11. Q, toplama, carpma ve sifirdan degisik bir elemana bdlme
altinda kapalider, yani bir cisimdir. Ayrica Q, R’nin Z yi iceren en kiictik alt-
cismadir.

Kamit: Cok basit. O

Teorem 2.12 (Tamkisim). Her x € R i¢in, n < x < n + 1 esitsizliklerini
saglayan bir ve bir tane n tamsayisy vardar.

Kamt: Once z > 0 varsayimimn yapalim. A = {a € N:a < z} olsun. O
zaman 0 € A ve A, x tarafindan tistten sinirli. Teorem 2.6’ya gore A, en kiigiik
istsinirini igerir. Bu dogal sayiya n dersek,

n<zrx<n+l
olur. Biricikligi kanitlayalim: Bir de ayrica

m<zrz<m+1
olsun. Eger n < m ise, Aligtirma 2.10’a gore,

r<n+l<m<ua,
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geligki. Benzer bicimde m < n de olamaz. Demek ki n = m.
2’in negatif oldugu durumun kanmtini okura birakiyoruz. O

Teorem 2.12°de biricikligi kanitlanan n tamsayisina x’in tamkisma denir
ve bu say1 [z] olarak yazilir. [z], x’ten kiiciikesit en biiyiik tamsayidir. Demek
ki her x € R igin = — [z] € [0,1) olur ve [z] bu igindeligi saglayan biricik
tamsayidir.

Teorem 2.13. Herhangi iki degisik gercel sayr arasinda kesirli bir sayr vardar,
yani (yogunlugun tanwma geregi) Q, R’de yogundur.

Kanit: o < S iki gercel say1 olsun. Eger a < 0 < f ise 0 sayis1 a’yla 8
arasindadir. Eger a < f < 0ise 0 < —f§ < —a olur ve —f ile —« arasinda bir
q kesirli sayis1 bulmusgsak, —¢ kesirli sayisi1 a’yla 8 arasinda olur. Dolayisiyla
teoremi 0 < a < § varsayimi altinda kanitlamak yeterli.

a < g < [ egitsizligini saglayan bir ¢ kesirli sayis1 bulmak istiyoruz.
Argimet Ozelligi'nden (Teorem 2.7) dolay1, 1 < n(3 — ) esitsizligini saglayan
bir n vardir. Demek ki,

1
— < fB—a.
n
Simdi, m = [a] olsun. (Teorem 2.12 ve sonraki tanim.) Demek ki

m<a<m+1

ve
1 1
@§a<@+—§a+—§a+(5—a):5.
n n o n n
Dolayisiyla
m 1
a< —+—-<p
n o n
olur ve
m 1
q=—+-
n o n

sayis1 aranan kesirli sayidir, daha dogrusu sayilardan biridir. Eger a < ¢ < 8
esitsizliklerini saglayan bir ¢ € Q bulunmak isteniyorsa, yukarda yapilanlar: 8
yerine ’dan kiiciik olan (a + (3)/2 sayisi igin yapmak yeterlidir. O

Alstirmalar
2.14. “lx 43| < 6 = |4z — 12| < 0,04” 6nermesini dogrulayan en biiyiik 6’y1 bulun.
2.15. Merkezi 7 olan ve |v/x — 3 — 2| < 1 esitsizligini saglayan en biiyiik araligi bulun.
2.16. a < B iki gercel say1 olsun. @ < ¢ < [ mutlak esitsizliklerini saglayan kesirli bir ¢
sayisinin oldugunu kanitlaym.
2.17. n € Z, m € 2N+ 1 olsun. n = mq + r esitligini ve

n—1 n—1
o<
B) r<

esitsizliklerini saglayan bir ve bir tane (g, r) tamsay ikilisi oldugunu kanitlayin.



