1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

1.1 Gercel Sayilarin Aksiyomlari

[N2]’de, kiimeler kuraminin en basit aksiyomlarindan yola cikarak, gergel sa-
yilar kiimesi R’yi matematiksel olarak yaratmigtik. Ayrica, adina 0 (sifir) ve
1 (bir) dedigimiz iki gergel sayiya o6zel énem vermis ve R kiimesi tizerine, +
(toplama) ve x (carpma) diye adlandirdigimiz iki islemle birlikte bir de <
olarak simgeledigimiz bir tamsiralama tanimlamistik. Yine aym kitapta,

(R’ +7 ><7 <7 O’ ]‘)

yapisinin birtakim 6zelliklerini kanitlamigtik. [N2]’de kanitlanmig 6zelliklerin
16’s1n1 birazdan siralayacagiz. Bu kitapta, gergel sayilar yapisinin [N2]’de nasil
inga edildigini unutarak, sadece bu 16 6zellikten hareketle, yani gercel sayilarin
sadece ve sadece bu o0zelliklerini dogru varsayarak, matematiksel analizi gelis-
tirecegiz; clinkii bu kitapta analiz yapilacak ve analizde gercel sayilarin nasil
yaratildiklarindan ziyade ne olduklar: 6nemlidir.

[N2]’de kanitlanmig bu 16 6nermeyi bu kitapta aksiyom olarak kabul etme-
nin psikolojik, pedagojik ya da matematiksel diizeyde hicbir sakincasi yoktur.
Gergekten de bu 16 6nerme, cocuklugumuzdan beri sezgilerimizle hissettigimiz
gercel sayilarin Ozlinii olugturur. Dogru varsayilan bu 16 6nermeden hare-
ketle, gercel sayilarin sezgilerimize gore dogru olmasi gereken tiim ozellikleri
kanitlanabilir.

Yani bu kitapta, [N2]’de gercek anlamda ve somut olarak inga ettigimiz
R kiimesinin, 0 ve 1 elemanlarinin ve toplama ve c¢arpma islemlerinin ve
< siralamasinin nasil tanimlandiklarini unutup, gercel sayilari, agagidaki 16
ozelligi saglayan matematiksel bir yapi olarak kabul edebilirsiniz.

Asgagidaki 6nermelerde ab ifadesi a x b anlamina gelmektedir.

R’nin Aksiyomlari

T1. Her a, b, c igin, (a +b) + c =a+ (b + c).

T2. Her a i¢in,a+0=0+a =a.

T3. Her a igin, a + b = b+ a = 0 egitliklerini saglayan bir b vardir.
T4. Her a, bigin, a+b="0+a.
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C1. Her a, b ve ¢ igin, (ab)c = a(bc).

C2. Heraicin,ax1=1xa=a.

C3. Her a # 0 igin, ab = ba = 1 esitliklerini saglayan bir b vardir.
C4. Her a ve b igin, ab = ba.

SB. 0 # 1.

D. Her a, b ve ¢ igin, a(b+ ¢) = ab + ac.

O1. Higbir a igin a < a olamaz.

O2. Hera,bvecicin,a<bveb<cisea<c.

O3. Her a ve b icin, yaa < byaa=0byadab<a.

TO. Her a, bve cigin,a<bisea+c<b+ec.

CO. Her a, b ve cigin, a < b ve 0 < ¢ ise ac < bc.

SUP. Bos olmayan tistten sinirli her altkiimenin bir en kiigiik iistsinir1 vardir.

Bundan béyle bu 6nermelere aksiyom adini verecegiz. Bunlar matema-
tigin degil, analizin aksiyomlar: olarak kabul edilmelidirler. Daha dogru bir
ifadeyle, tek bir aksiyomumuz var, o da su: Bu 16 6nermenin dogru oldugu bir

(R7 +7 X, <7 0) ]-)

yapist vardir.

Yukardaki onermelerin bir anlam kazanmasi i¢in sunlar1 da eklemek lazim:

1. R bir kiimedir.

2. 0 ve 1, R’nin birer elemanidir. 0’a “sifir”, 1’e “bir” denir.

3. + ve x, R x R kartezyen carpimindan R’ye giden iki fonksiyondur.
Ama aksiyomlar1 yazarken, “+(a, b)” yerine ¢ok daha aligik oldugumuz “a+b”
yazilimini kullandik. “a 4+ b” yazilimini “a arti1 b’ diye okuyacagiz. Benzer ge-
kilde x(a,b) yerine ab yazdik; bunu da “a garpi b” diye okuyacagiz. Gerekli
gordiigimiizde “a X b” ya da “a-b” yazilimlarina da bagvuracagiz.

4. <, R’nin ikili bir iligkisidir, yani < aslinda R x R kartezyen carpiminin
bir altkiimesidir. “(a, b) € <” yerine, daha aligik oldugumuz “a < b” yazilimin
tercih ettik. “a < b” ifadesi “a, b’den kiigiiktiir” diye okunur.

Dikkat ederseniz, toplama ve ¢carpma iizerine yukaridaki aksiyomlar diginda
hicbir sey bilmiyormusuz gibi davraniyoruz. Ornegin 2 diye bir eleman heniiz
tanimlamadik. Bu elemani daha sonra 1+ 1 olarak tanimlayacagiz. Soyut ma-
tematik iste boyle bir geydir.

Aksiyomlarin sonuncusu harig her biri R’nin elemanlarindan bahsetmekte-
dir, yani ilk 15 aksiyomda soz edilen a, b ve ¢ seyleri R’nin birer elemanidir.
Sonuncu aksiyomda (SUP) ise R kiimesinin (iistten sinirh olan ama boskiime
olmayan) altkiimelerinden sozedilmektedir.

SUP aksiyomu digindaki tiim aksiyomlarin kesirli sayilar kiimesi Q igin de
gecerli olduklarina dikkatinizi cekeriz. Kesirli sayilarla gercel sayilarin arasin-
daki ayrimin, elemanlardan degil de altkiimelerden sézeden SUP aksiyomunda
sakli oldugunu gérmek gerekir.
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Bazi Notlar. Yukarda siralanan aksiyomlar: saglayan iki
(R7 +7 Xv <7 0R7 ]-R) ve (Sa +7 ><7 <7 OS7 15)

yapisi birbirine 6ylesine benzer ki, elemanlarinin adlari degisik olmasa arala-
rindaki fark: anlamanin olanag: yoktur. Matematiksel deyigle, R ile S arasinda,
toplamaya, carpmaya ve siralamaya duyarli, yani her x,y € R igin,

flz+y) = f(=) + f(y),
f(zy) = f(2)f(y),
r<ye flz) < fy)

Onermelerini saglayan bir
f:R—S

eslemesi vardir [N2]. Giinliik ifadeyle bu su demektir: Toplamaya, ¢carpmaya
ve siralamaya dokunmadan R’nin x elemanini atip yerine f(x) koyarsak aynen
S yapisini elde ederiz, yani R ile S yapilar: arasinda, kiimelerin elemanlarinin
adlart diginda - ki bunun da matematiksel ve diigiinsel agidan en kiiciik bir
onemi yoktur - en kiiciik bir ayrim yoktur. Bu durumda,

(R» +7 X, <, ORa 1R) = (S, +> X, <, ORa 1R)

yazariz.

Bunu, gergekten (yani 6ziinde, yani esash bir bicimde) birbirinden degisik
iki gercel say1 sistemi yoktur diye ifade edebiliriz. Bu biricikligi SUP aksiyo-
muna borgluyuz. SUP aksiyomunu saglamayan

(Q’ +’ X? <? O’ 1) ya" da’ (Z’ +’ X) <) 07 1)

yapilari igin boyle bir biriciklik dogru olmadigi gibi, dogru olmasi1 sézkonusu
bile olamaz!

Ote yandan sonuncu SUP aksiyomunun diger aksiyomlar kadar “dogal”
olmadigina dikkatinizi cekerim. Bir sonraki gbzlem biraz da bu dedigimizle
ilgili.

Matematiksel anlamda [N2)’de inga ettigimiz ya da yukarda varligini ka-
bul ettigimiz gergel sayilar yapisinin gergek diinyayla (her ne demekse!) ya
da liselerde Ggretilen say1 dogrusuyla ilgisi pek acik degil. Gergel sayilar:
bu kitapta fiziksel anlamda mesafe olarak tamimlamadik, tamimlayamazdik
da, clinkii matematik yapiyoruz ve matematik sadece ve sadece zihinsel bir
ugragtir. Gergel sayilar yapisi, matematiksel anlamda yukarida siraladigimiz
ozellikleri saglayan bir yapidir. Tekrar etmekte yarar var: Boyle bir yapinin
varhigr [N2]’de kanitlanmigti. Bu kitapta matematiksel mantik diginda sadece
bu oOzellikleri veri olarak kabul edecegiz ve analizi gelistirecegiz. Analize me-
rakli okur [N2]’ye bagvurmadan bu noktadan devam etmelidir.
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Bu satirdan itibaren, biitiin kitap boyunca gergel sayilar sistemi ya
da yapese, bir énceki boliimdeki 16 énermeyi saglayan bir (R, +, x, <, 0, 1)
altilisidir. Bu onermelere R’nin aksiyomlar: diyecegiz. Tabii bunlar aslinda
aksiyom degildirler, [N2]’de kanitlanmislardir, ama bu kitapta bu 6nermelere
aksiyom muamelesi yapacagiz.

R’nin elemanlarina gercel say: diyecegiz.

Bu arada, [N2]'de yaptiklarimizi yok saydigimizdan R’nin icinde kesirli
sayilar kiimesi Q’niin ya da en azindan bir kopyasinin bulundugunu heniiz bil-
medigimizi de dikkatinizi ¢ekerim. Gelecek boliimde R’nin igindeki Q’yi bu-
lacagiz.

Bu boliimde gercel say1 sisteminin en basit 6zelliklerini kanitlayacagiz. Ka-
nitlarda SUP aksiyomunu sadece en sonda kullanacagiz. SUP digindaki ak-
siyvomlarin saglandigi1 yapilara seralt cisim denir. Demek ki hemen agagida
kanitlayacagimiz onermeler sadece R’de degil, tiim sirali cisimlerde dogrudur.

1.2 Toplamanin Ozellikleri

A.T1 ve”T4’i'1n anlami. T1, sayilari toplarken paranteze gerek olmadigini
soyliiyor. Ornegin,
(a+b)+cvea+ (b+c)

yerine a + b + ¢ yazabiliriz. Ayni bigimde,
(a+b)+(c+d)ve (a+(b+c))+d

yverine a + b + ¢ + d yazabiliriz. T4 de toplama yaparken siralamanin 6nemli
olmadigim soyliiyor. Orneé;in, a+b—+c—+d yerine b+ d+ ¢+ a yazabiliriz. T1’e
birlesme 6zelligi, T4’e de degisme ozelligi adi verilir.

B. 0’1n biricikligi. T2 6zelligini saglayan 0 elemaninin biricik oldugunu ka-
nmitlayalim: 0’ eleman: da aynen 0 gibi T2 6zelligini saglasin, hatta bu ozelligin
sadece yarisim saglasin, diyelim her a € R icin, a + 0/ = a olsun. Ozel bir
durum olarak, a = 0 i¢in 0 + 0’ = 0 elde ederiz; o zaman,

02040 =0

olur.

C. Toplamsal Ters. Simdi, verilmig bir a € R igin T3 6zelligini, hatta T3%in
sadece yarisini saglayan b'nin biricikligini kanitlayabiliriz:

a+b=b+a=0vea+c=0

olsun; o zaman,

bT:Qb—I-O:b—l—(a—FC)T:l(b+a)+c:0+cl;2c.



1.2. Toplamanin Ozellikleri 13

Demek ki b = c. Yani verilmig bir a icin T3 saglayan b biricik. Benzer sekilde
c+a = 0 ise de ¢ = b egitligi kanitlanabilir. Tabii a degistikce T3 esitligini
saglayan b de degisir, ama verilmis bir a igin T3 6zelligini saglayan b biriciktir,
bir ikincisi daha yoktur. O zaman b’ye 6zel bir ad verebiliriz: b’ye a’nin top-
lamsal terst denir ve b yerine —a yazilir ve bu eleman “eksi a” diye okunur.
Elbette,

(1) (—a)+a=a+(—a)=0
esitligi saglanir ve —a bu egitliklerin birini saglayan yegane elemandir, yani,
b=—a<a+b=0&b+a=0.

Ayrica, 0+ 0 = 0 oldugundan, —0 = 0 olur.

D. Cikarma. a + (—b) yerine a — b yazilir ve bu isleme ¢ikarma denir.
—a—2>
ifadesi (—a) — b anlama gelir:
—a—b=(—a)—b=(—a)+ (-b).
—a + b ifadesi de (—a) + b anlamina gelir. Tahmin edilen
—(a+b)=—a—bve —(a—b)=b—a
gibi egitlikleri kanitlamak zor degildir. Birincisini kanitlayalim misal olarak:

(a+b)+(—a—b)=a+b+ (—a)+ (-b)
=(a+(-a))+(b+(-b)=0+0=0,

ve bundan ve (C)’den istenen esitlik gikar. Demek ki —a — b, a + b sayisiin
toplamsal tersidir.

E. Sadelesgtirme. R’de toplamaya gore sadelestirme de yapilabilir, yani
at+c=b+c
ise, a = b olur. Nitekim,

a=a+0=a+(c+(—-c))=(a+c)+(—c)
=0b+ec)+(-c)=b+(ct+(-c)=b+0=b.
Tabii, T4 sayesinde, sadece sagdan degil, soldan da sadelegtirme yapilabilir.

Eger a +b =a ise a + b = a = a + 0 olur ve buradan sadelegtirerek b = 0
buluruz.
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F. Tersin Tersi. (1) esitliginde a yerine —a alirsak,
(=(=a)) +(=a) =0
buluruz. Demek ki
(=(=a)) +(-a) =0=a+(-a)
ve sagdaki —a’lar1 sadelegtirerek
a=—(—a)

elde ederiz. Ozetle, a’nin tersinin tersi a’dir. Bunu goyle de gorebiliriz; T3'te a
ve b’nin simetrik rolleri oldugundan b, a’nin tersiyse a da b’nin tersi olur, yani
a’nin tersinin tersi a’dir, yani

—(—a)=a
olur.
G. a + b = c esitliginden kolaylikla a = ¢ — b ve b = ¢ — a egitlikleri cikar.

Bundan boyle toplamayla ilgili tiim bu bilgileri ve kimbilir belki de kanit-
lamay1 unuttugumuz bagka egitlikleri de 6zgiirce kullanacagiz.

1.3 Carpmanin Ozellikleri

H. C1 ve C4’iin anlami. C1, carpma iglemi icin paranteze gerek olmadigini
sOyliyor. C4 de elemanlar: ¢arparken siralamanin énemli olmadigini séyliiyor.
Ornegin, ((ab)c)d yerine bdca yazabiliriz.

Cl’e (garpma igin) birlesme 6zelligi, C4’e (garpma icin) degigme 6zel-
ligi denir.
I. 1’in Biricikligi. Aynen toplamadaki gibi, C2 06zelligini saglayan 1 ele-
maninin biricik oldugunu kanmitlayalim: 1’ eleman1 da C2 ozelligini saglasin,
yani her a € R icin, al’ = a olsun. Bunun 6zel bir durumu olarak, a = 1 icin
1 x 1’ =1 elde ederiz. Demek ki,

211 =1

olur.

J. 0’la Carpma. Her a i¢in a0 = 0 olur, ¢linkii,
a0 +0 = a0 = a(0 + 0) 2 a0 + a0

ve sadelestirerek ((E)nin son paragrafi) a0 = 0 buluruz.
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Bundan ve SB’den, C3 6zelliginde neden a elemaninin 0’dan degisik olmasi
gerektigi anlagilir. Ciinkii bir b € R elemani igin 0b = 1 olsaydi, 0 = 0b = 1
olurdu; dolayisiyla her z € R igin

r=1z=0x=0

olurdu, yani R = {0} olurdu; pek arzuladigimiz bir sonug oldugu séylenemez!

K. Carpimsal Tersin Biricikligi. Verilmig bir 0 # a € R igin C3 6zelligini
saglayan b elemaninin da biricikligini kanitlayabiliriz:

ab=ba=ac=1

olsun; simdi,

b b x lzb(ac)g(ba)c:lxc%lc.
Demek ki b = ¢, ve b gercekten biricikmis. b’ye a’'nin ¢arpimsal terst denir.
a’nin carpimsal tersi !, 1/a ya da é olarak gosterilir. Elbette,

(2) ata=aat=1

esitligi saglanir ve a~! bu esitliklerin birini saglayan yegane elemandir.
(J)’den dolay1 a~!, 0 olamaz, ciinkii aksi halde, 1 = aa~! = a0 = 0 olur ve
bu da SB ile geligir.
Son olarak 1 x 1 =1 oldugundan, 17! =1 olur.

L. Bélme. 2y~! yerine kimileyin z/y ya da % yazilir. Bu yazilim anlagmasin-
dan dolay1

1
-1

= 1 = —
x /x -
esitlikleri gecerlidir.

yz y

x r 1
z

| =
ISHIRS
IS
| =

gibi tahmin edilen gesitli esitlikleri kanitlamak zor degildir.
M. Sadelestirme. Eger ac = bc ve ¢ # 0 ise, a = b olur. Nitekim,

a=al =a(cct) = (ac)c™! = (be)e™ = b(ec™t) = bl = b.

N. Tersin Tersi. a # 0 olsun. (K)'nin ikinci paragrafina gére a~! # 0. Demek
ki a=! elemanmin tersini de alabiliriz. (2) denkleminde a yerine a~! alirsak,
a~1(a™')7! =1 buluruz. Demek ki a=!(a=1)"! =1 = a~'a. Sadelestirerek,

(@)t =a
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buluruz. a~! yerine 1/a yazilhm tercih edilirse, bu esitlik,
1
— —aq
1/a
seklini alir.

O. Eger ab =cve b # 0 ise, a = c¢b~! olur. Bunun kanit1 kolaydir ve okura
birakilmigtir.

P. Her a igin, —a = (—1)a, ¢lnki,
0=0a=(1+(-1)a=1la+(-1l)a=a+ (-1)a

ve (C)’ye gore (toplamsal tersin biricikligi),

(3) —a=(-1)a

olur. Ozel bir durum olarak

bulunur. Ayrica (3)’ten

(4) —(2y) = z(~y) = (—2)y

esitliklerinin kanit1 kolaydir, mesela —(zy) = (—1)(zy) = ((—1)z)y = (—2)y.
(4) esitliklerinden dolay1 —(xy) yerine, daha kisa olarak —zy yazlir.

Q. Her a icin, (—a)? = a? olur. (Burada z? = zz anlamma geliyor.) Bu da
(P)’den cikar:

(—a)®=(=a)(~a) = (-1)a(~1)a = ((~1)(~1))aa

(—(=1))aa = laa = aa = a*.

R. Eger ab = 0 ise ya a = 0 ya da b = 0 olur; nitekim eger b # 0 ise
a=al=a(bb )= (ab)bt=0b"1=0

olur.

1.4 Siralamammn Ozellikleri

Yukardaki kanitlarda hig siralamay1 kullanmadik. Simdi siralamayla ilgili 6zel-
likleri kanitlayalim. Bilinmesi gerektigi gibi, x < y 6nermesi

r<yyvadax=y

anlamina gelir. x > y ve & > y yazilimlarinin anlamlarini okur tahmin ediyor-
dur.
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Eger x ve y iki gercel sayiysa, max{x, y} sayisi x ve y sayilarinin en bliyigi,
yani maksimumu anlamina gelir:

max{z,y} = {

0O3’ten dolay1 max iyi tanimlanmigtir. max elbette maximum’un kisaltilmigidir.
min{x,y} ise

T eger x >y ise
y eger y > x ise

. |y egerx>yise
min{z, y} = { x eger y > x ise

anlamina gelir.

Alstirmalar

1.1. Her z, y € R i¢in max{z,y} + min{z,y} = = + y esitligini kanitlaym.

1.2. Her z, y, z € R i¢in max{max{z, y}, 2} = max{z, max{y, z}} esitligini kamtlayin. Ben-
zer esitligi max yerine min i¢in kanitlayin.

Eger 0 < z ise a’e pozitif diyecegiz. (Genelde bu tanim 0 < z kosulunu
saglayan z elemanlar: igin kullanilir, ama biz dyle yapmayacagiz.) Eger 0 < x
ise x’e mutlak pozitif diyecegiz. Negatif ve mutlak negatif’in anlamlarini
okur tahmin ediyordur.

S. Eger a < b ise —b < —a olur. Bunu kanitlamak icin a < b esitsizliginin her
iki tarafina —a— b eklemek yeterli. Dolayisiyla 0 < a esitsizligi, ancak ve ancak
—a < 0 ise dogrudur; yani a pozitiftir ancak ve ancak —a negatifse. Demek ki
negatif sayilar, pozitif sayilarin toplamsal tersleridir.

T. Pozitif Elemanlar. Pozitif gergel sayilar kiimesi toplama ve carpma al-
tinda kapalidir. Carpma altinda kapali olduklarini kanitlamak cok kolay, bu
hemen CO’dan cikiyor: 0 < a ve 0 < bise, 0 = 0-0 < ab olur; ve eger a ya
da b =0 ise ab = 0 > 0. Toplamaya gegelim. 0 < a ve 0 < b olsun. O zaman,
TO’ya gore,

0=04+0<a+0<a+bd.
a ya da b’nin 0’a esit oldugu durumlar da bariz.

U. Iki negatif saymin garpimi pozitiftir ve negatif bir sayiyla pozitif bir sayinin
carpimi negatiftir. Ikinci onermeyi kanitlayalim. Eger
O<zvey<O0

ise, o zaman (S)’ye gore 0 < —y olur, dolayisiyla (P)’ye gore,

0<z(—y) =—2y ve zy < 0.
Bundan karelerin (ve karelerin toplamlarinin) negatif olamayacaklari gikar.
Nitekim, eger 0 < a ise (T)’ye gore 0 < a? ve eger a < 0 ise, o zaman (S)’ye
gore 0 < —a ve yukarda kanitladigimiza gére, (Q)’den dolay1, 0 < (—a)? = a?

bulunur.
a yerine 1 koyarsak, 0 < 12 = 1 olur. Dolayisiyla —1 < 0.
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V. Pozitif elemanlar kiimesi cikarma altinda kapali degildir elbet ama bdlme
altinda kapalidir. Nitekim 0 < a olsun. O zaman 0 # 1/a olur ve eger 1/a < 0
olsayd: 1 = a(1/a) < 0 olurdu ki bu da (U)’nun en sonunda kanitladigimiz
0 < 1 esitsizligiyle celigirdi. Demek ki 1/a > 0.

Dolayisiyla, a, b > 0 ise a/b = a(1/b) > 0 olur.

W. 0 < 1 egitsizligi (U)’nun son satirinda kanitlandigina gore, her iki tarafa
da 1 ekleyerek 1 < 2 elde ederiz. (2'yi 1 + 1 olarak tanimliyoruz.) Demek
ki, 0 < 1 < 2 ve dolayisiyla 0 < 2 ve 2 # 0. Buradan 2’nin R’de bir tersi
oldugu gikar: 1/2. Eger 1 < 2 esitsizliginin iki tarafina 1 eklersek 2 < 3 elde
ederiz. (3’4 2 + 1 olarak tamimliyoruz.) Boylece, 0 < 1 < 2 < 3 elde ederiz
ve 3 # 0 olur. Bunu béyle devam edebiliriz. (Heniiz dogal sayilardan ve dogal
sayilar kiimesinden s6zetmedigimize dikkatinizi cekerim. R’nin icinde N’nin bir
kopyasinin oldugunu bir sonraki bélimde kamtlayacagiz.)

X. Orta Nokta. Iki sayin aritmetik ortalamase bu iki sayinin arasinda-
dir, yani & < y ise,

X
x<%<y

olur. Kanit1 okura birakiyoruz.

Araligin tamimini okur ilkégretim yillarindan biliyordur. Iste birkag aralik
ornegi:
(a,b)={x € R:a <z <b},
[a,b) ={x € R:a <z < b},
[a,b) ={z € R:a < x < b},
(—00,b)={z e R:x < b},

[a,00) ={z € R:a <z},
R2°=[0,00) = {x € R: 0 < z},
R>*=(0,00) = {x € R: 0 < z},

R = (—00,0).
Diger araliklarin tanimini okura birakiyoruz. R, [a, b], (—o0, b] ve [a, 00) tiiriin-
den araliklara kapal: aralik ve R, (a,b), (—o0, b) ve (a, 00) tiiriinden araliklara

ac¢tk aralik adi verilir. R ve () hem agik hem kapali araliklardir ve bagka da
hem agik hem kapali aralik yoktur.

Alstirmalar

1.3. Bir I C R altkiimesinin su 6zelligi olsun: “Her =,z € I ve her y € R icin, eger x < y < 2
ise y € I.” I’'min bir aralik oldugunu gosterin. R i¢in dogru olan bu ozelligin Q igin
yanlis oldugunu kanitlaym. (Not: Q sirali halkasinin bir araliginin ug noktalar: da gg’de
olmalidir.)

1.4. a bir gercel say1 olsun. Eger her b > 0 i¢in a < b oluyorsa a < 0 esitsizligini gosterin.

1.5. a ve b iki gergel say1 olsun. Eger her ¢ > b i¢in a < ¢ oluyorsa, a < b esitligini gosterin.
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1.5 Mutlak Deger ve Mesafe
Bir z € R i¢in, 2’in mutlak degeri denilen |x| € R sayisi sdyle tanimlanir:
|z = max{z, —z},

yani z ve —x’ten en biiyligiinii segiyoruz. Mutlak degerin su 6nemli 6zellikleri
vardir:

Onsav 1.1. Her xz, y € R i¢in,

i Jo| > 0,

ii. |z] =0 2=0,

iii. |z| = | — x|,

iv. x>0 ise |z| =2 ve x <0 ise |z| = —z,
v [zy| = [z]ly],

vi. [y <z & -z <y<uz,

vil. —|z| <z < |z,

viii. Uggen esitsizligi. |z + y| < |z| + |y],
ix. [z =yl > [lz| - |yl],
X.ly—a<reoa—-2zr<y<a+tz.

Kanit: i. x ve —z sayilarinin ikisi birden mutlak negatif olamaz. |z|, tanimi
geregi x ve —x sayilarindan hangisi pozitifse ona esittir. Demek ki || > 0.

ii. Eger 2 = 0 ise |z| = |0| = max{0, —0} = max{0,0} = 0 ve boylece (<)
kismi gosterilmis olur. Aksi istikamette: |z| = 0 olsun. Demek ki

0 = |z| = max{z, —z}.

Dolayisiyla,
max{z,—x} > x ve max{x,—x} > —=x

oldugundan,
0>xvel>—x

olur. Yani 0 > z ve £ > 0. Bu da z = 0 demektir.

iii. Bariz.

iv. Eger x > 0 ise, —z < 0 olur; dolayisiyla —z < z ve |z| = max{z, —z} =
x olur. Eger x < 0 ise, —z > 0 olur; yani x < —z ve |z| = max{z, —z} = —z
olur.

v. Gerekirse x yerine —z ve y yerine —y alarak, (iii)’ten dolay1, x ve y’nin
negatif olmadiklarini varsayabiliriz. O zaman zy de negatif degildir ve (iv)’ten
dolay1, |xy| = zy = |z||y| elde ederiz.

vi. |y| < x ise, max{y, —y} = |y| < x olur. Demek ki, y < z ve —y < .
Buradan y < x ve y > —xz cikar. Sonug: —z <y < z.
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Simdi diger istikameti kanitlayalim. —z < y < z olsun. O zaman y < x ve
—y < z. Yani |y| = max{y, —y} < z.

vii. < max{z, —x} = |z|. Ayni nedenden —z < |z|, yani —|z| < z.

viii. (vi)’ya gore, —|z|—|y| < x+y < |x|+ |y| esitsizliklerini kanitlamaliyiz.
Bunlar da (vii)’den ¢ikar.

ix. (viii) ve (iii)’ten,

[z =z —y+yl <|z—y[+ |yl
¢ikar. Demek ki
|z = |yl < [z -yl
Benzer bicimde |y| — |z| < |y — |, yani
—lz =yl < |z = |y|.
Bu iki esgitsizlik
—lz =yl <[z =yl < |z -y

demektir ve (vi)’dan
2| = lyll < |z =yl

cikar.
x. (vi)’dan gikar. O

Daha ileri analizde ¢ok 6nemli olacak olan bir kavramin temellerini atalim.
Iki = ve y gergel sayisi arasindaki mesafeyt
olarak tamimlayalim. Mesafenin su énemli 6zellikleri vardir:

Onsav 1.2. Her x,y,z € R ic¢in,
i. d(x,y) € RZY.

ii. d(z,y) =0z =y.

iii. d(z,y) = d(y, z).

iv. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Kanit: Mesafenin tanmimindan ve sirasiyla Onsav 1.1.4, ii, iii ve viii’den dog-
rudan gikar. Ug¢gen egitszzligs adi verilen sonuncusunun kanitini yazmakta
fayda olabilir: a = x — z ve b = z — y olsun. O zaman,

d(z,y) =z —y|=la+0b| <la| +[b]| = |z — 2| + |z —y| = d(=, 2) + d(z,y)

olur. Onsav kanitlanmistir. O

Onsav 1.2’yi giindelik dille yorumlayalim:
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i. Iki nokta arasindaki mesafe negatif bir say1 olamaz.

ii. Iki nokta arasindaki mesafe, ancak ve ancak noktalar cakisiyorsa (ay-
niysa) 0 olabilir.

iii. Bir noktanin ikinci bir noktaya mesafesi, ikinci noktanin birinci noktaya
mesafesine esittir. (Tek yonlii yollar yliziinden modern trafikte bu 6zellik dogru
olmayabilir.)

iv. Bir noktanin ikinci bir noktaya mesafesi ficiincii bir noktadan (yani
z’den) “gegerek” kisalamaz.

Notlar 1. Ola ki baz1 “herkesin bildigi” ozellikleri kanitlamay1 unutmus olabiliriz. Kanitla-
may1 unuttuklarimizi okura alistirma olarak birakiyoruz. Ornegin,

a<bveO0<c<diseac<ad

onermesini kanitlamadik. Okur, bu ve buna benzer kanitlanmamis ama kanitlamasi kolay
gibi goriinen 6énermelere rastlarsa kanitlasin. Her seyin aksiyomlardan ¢ikmasi gerekir. Genel
kural olarak, elemanlarla ilgili 6nermelerin kaniti, altkiimeler ve fonksiyonlarla ilgili nerme-
lerin kanitindan ¢ok daha kolaydir.

2. Son aksiyom olan (SUP) digindaki aksiyomlarin uzun uzadiya agiklamalara ihtiyaclar:
yok. Simdi kisaca bu aksiyomlarla ilgili birka¢ tanim verelim. Bu tanimlar1 bu ve sonraki
analiz ciltlerimizde pek kullanmayacagiz ama okurun matematigin bu 6nemli kavramlarini
bilmesinde yarar vardir.

T1, T2, T3 aksiyomlarini saglayan bir (R, +,0) yapisina grup adi verilir. Bir grup ayrica
T4 de sagliyorsa, adina degigmeli grup denir. Bu yapilara daha ziyade cebirde rastlanir
ve bu notlarda pek s6ziinii etmeyecegiz.

01 ve O2%yi saglayan bir (R, <) yapisina yarisiralama adi verilir. Eger yarisiralama
ayrica O3’ii de sagliyorsa, o zaman yapiya tamsiralama adi verilir. [N3]’te siralamalardan
uzun uzadiya sézetmistik.

Eger degismeli bir grup ayni zamanda tamsiraliysa ve ayrica TO’yu sagliyorsa, o zaman
bu yapiya swrale degigmeli grup adi verilir.

T1’den D’ye kadar olan aksiyomlar: saglayan bir yapiya cisim denir. Eger cisimde TO
ve CO’yu saglayan bir siralama varsa, o zaman bu yapiya sirale cisim adi verilir. Cisimler
de cebirin caligma alanina girerler.

Belki ¢3 diginda, T1’den D’ye kadar olan aksiyomlar: saglayan bir yapiya degismeli
halka denir. Biz degismeli halka yerine kisaca halka diyecegiz. Eger halkada TO ve CO’yu
saglayan bir siralama varsa, o zaman bu yapiya swrals halka adi verilir.

1.6 SUP Aksiyomu

Bizim icin hayati 6nem tasiyacak olan ama bu bolimde bu ana dek hig sozii-
nii etmedigimiz (SUP) aksiyomunu biraz acalim. (R, <) bir tamsiralama olsun,
yani O1, 02, O3 aksiyomlarini saglasin. Ayrica A C R herhangi bir altkiime
ve s € R olsun. Eger her a € A i¢in a < s oluyorsa, s’ye A’nin tstsiners denir.
Ornegin 1 ve 2 sayilari (0,1) ve (0,1] araliklarinin iistsinirlaridir. Ama 1, 2’den
daha kiiciiktiir. En kiiciik tistsinira en kig¢tk dstsinar denir. 1 sayis1 (0,1)
ve (0, 1] araliklarinin en kiigiik tistsiniridir.
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Ornegin R = R ise ve siralama bu béliimdeki siralamaysa o zaman Rnin
tstsinirt yoktur ¢iinkii her » € R igin r + 1, r’den daha biiylik bir elemandir,
istsinirt olmayan R’nin elbette en kiigiik tistsinir1 da olamaz.

Ustsinur olan kiimelere tistten sinwrl kiimeler denir. Altsiner, alttan
stnarly kime ve en buyiuk altsinir kavramlar: benzer gekilde tanimlanir.
A’nin en kiigiik tistsiniri, oldugunda elbet, biriciktir ve sup A olarak yazilir. En
biiytik altsinir inf A olarak yazilir. Her gercel say1 bogklimenin bir Gstsiniridir,
dolayisiyla bogkiimenin de en kiigiik tistsinir1 yoktur.

sup A = s egitligi icin,

i. Her a € A icin a < s, ve

ii. Her e > 0 icin, s — € < a egitsizligini saglayan bir a € A sayist vardur

kosullar1 gerek ve yeter kogullardir. Nitekim birinci kogul s’nin A’nin bir ist-
sinir1 oldugunu soyliiyor; ikincisi ise s’den kiigiik hicbir sayinin s’nin tistsiniri
olamayacagini soyliiyor, yani s’nin en kiigiik tistsinir oldugunu soyliiyor.

Ahstirmalar

1.6. Gergel sayilar kiimesinin bog olmayan ve alttan sinirli bir X altkiimesinin en biiyiik
altsimirmin oldugunu kamitlaymn. Bu altsmmira inf X adi verilir. inf X = —sup(—X)
esitligini kanitlayin.

1.7. Eger X C R ve ¢ > 0 ise,

sup(cX) = csup X ve inf(cX) =cinf X
esitliklerini kanitlayin. (sup X ve inf X varsa elbette.) Eger ¢ < 0 ise,
sup(cX) = cinf X ve inf(cX) =csup X

egitliklerini kanitlayin.
1.8. X, Y C R olsun. Her z € X i¢in, z < y egitsizligini saglayan bir y € Y olsun. sup Y
varsa sup X'’in de oldugunu ve sup X < supY esitsizligini kanitlayin.
1.9. X, Y CR bos olmayan iki altkiime olsun. Her x € X ve her y € Y icin x < y esitsizligi
saglaniyorsa, sup X ve inf Y’nin oldugunu ve sup X < infY esitsizligini kanitlayin.
1.10. X C R iistten simrh ve bog olmayan bir altkiime olsun. Y, X’in tistsinirlarindan olusan
kiime olsun. sup X = inf Y egitligini kanitlayin.
1.11. X, Y C R bog olmayan ve tistten sinirh iki altkiime olsun.

X+Y={z4+y:2€eX,yeY}

olsun. sup(X + Y)’nin oldugunu ve sup(X +Y) = sup X + supY esitligini kanitlayin.
1.12. X, Y C R>? bos olmayan ve iistten smirh iki altkiime olsun.

XY ={zy:2€ X, yeY}

olsun. sup(XY ) 'nin oldugunu ve sup(XY') = (sup X)(supY’) esitligini kanitlayin. Ayni
sey R’nin herhangi iki sinirl altkiimesi i¢in gecerli midir?

1.13. I C R olsun. Eger her a,b € I elemani i¢in, (a,b) C I i¢indeligi dogruysa, o zaman ['nin
bir aralik oldugunu kanitlayin. I smirliysa u¢ noktalarinin inf X ve sup X oldugunu
gosterin. (ilerde tstten sinirsiz bir kiime icin sup X = oo ve alttan sinirsiz bir kiime
icin inf X = —oo tamimlarini yapacagiz ve bu dedigimiz bir anlamda her zaman dogru
olacak.) Her araligin bu 6zelligi oldugunu gosterin.



