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0.1 Topolojik Kavramlar

1. Her acik aralik salt topolojiye gore R uzayinda agiktir. Gosteriniz.

2. n € Z olmak iizere (n,n + 1) araliklarimin bilegimi aciktir. Gosteriniz.

~, 11
0= (=) 1)
n=1
esitligini kullanarak sonsuz sayida agik kiimelerin arakesitinin agik ol-
mayabilecegini gdsteriniz.

4. Q rasyonel sayilar kiimesinin, salt topolojiye gore R uzayinda ne agik
ne de kapali oldugunu gdésteriniz.

5. Salt topolojiye gore R uzayinda bir (a,b) agik araliginin her = € (a, b)
6gesi icin bir komguluk oldugunu gosteriniz.

6. (0,1) = UZOZQ[%, 1—%] oldugunu gosterinz. Buradan su sonucu ¢gikariniz:

Sonsuz sayida kapali kiimelerin bilegimi kapali olmayabilir.
7. Daha ince topolojiye gore yogun bir alt-kiime daha kaba topolojiye gore
de yogundur. Bagka bir deyigle, topoloji inceldikgce yogun alt-kiimeler

azalir, topoloji kabalagtikca yogun alt-kiimeler ¢ogalir.

8. Hic¢ bir yerde yogun bir kiimenin kaplaminin da hi¢ bir yerde yogun
oldugunu gosteriniz.

9. Her gergel sayimn rasyonel sayilar kiimesinin bir yigilma noktas: oldugunu;
yani her z € R i¢in x € Q oldugunu gdsteriniz.

10. R iizerindeki salt topolojiye gore N dogal sayilar kiimesinin hi¢ bir
yigilma noktasi olmadigim gdsteriniz.

11. R tizerindeki salt topolojiye gore S = (0,1) U {3} kiimesinin yigilma
noktalarini bulunuz.

12. R izerindeki salt topolojiye gére, bir a sayisinin bir S alt kiimesinin
yigilma noktast olmasi icin gerekli ve yeterli kogul, S kiimesi icinde
a sayisina yakinsayan ve sabit olmayan bir dizinin varligidir. Bunu
simgesel olarak,

ac€S < 3(a) CS: (n#m= (an # am)

bi¢iminde yazabiliriz.
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18.
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. Bir kiimenin iglemi, kapsadig1 acik kiimeler arasinda en biiyiik olanidir.
Gosteriniz.

Bir kiimenin acik olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul, hi¢ bir kenar
noktasini igermemesidir. Bagka bir deyisle, (X;.7) uzayinda

TeT<dTNT=10
dir.
(X;.7) uzaymmin A C X alt kiimesi igin
A=0AUA=0ANA°
olur.
Topologik Toplam Uzay:

Topologiler Toplamu: (X,, 7;) uzaylan verilsin. + # 73 = X, N X, =
() olsun. Bu kosulu saglayan uzaylar ailesine ayrigik (dijoint) uzaylar
denir.

§=UZ,=U{T : (e T € 7}

bilesimi iizerinde 7 ailesini goyle tanimlayalim:
UcTeUNX, €, el

(8, .7) bir topolojik uzaydir. Gosteriniz. (Bu uzaya (X,, 7,) uzaylarimn
topolojik toplam uzayi denilir.)

Hig bir has alt kiimesi yogun olmayan uzay ayrik bir uzay midir?

Sayilabilir her alt kiimesi kapali olan uzay ayrik bir uzay midir?

0.2 Basis

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X alt kiimesi verilmig olsun. Bir
x € X noktasinmin A nin bir yigilma noktasi olmasi igin gerekli ve yeterli
kogul her B € #(z) i¢in (B \ {z}) N A # () olmasidir. Gosteriniz.

(X, A) ayrik uzaymnda #(x) = {{z}} ailesinin x noktas i¢in bir komgu-
luklar tabani oldugunu gosteriniz.

Diizlemdeki salt topoloji i¢in bagka komguluk tabanlari bulunuz.
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0.3

0.4

. R iizerinde = {[a,a + 1] : a € R} ailesini alt taban olarak alan topolo-

jinin R iizerindeki ayrik topoloji oldugunu gosteriniz.

. R? diizleminde eksenlere paralel yatay ve diisey dogrularla belirlenen

biitiin acik yari dizlemler ailesinin salt topoloji icin bir alt taban
oldugunu gosteriniz.

. (X, <) tam siralannug bir kiime olsun. Her a,b € X 6ge ¢iftine karsilik

{reX :z>alh,{r e X z<bve{fr e X :a<uz<b}
kiimeleri tanimlaniyor. a, b 6geleri biitliin X kiimesini taradiginda elde
edilecek biitiin bu kiimelerden olusan ailenin X kiimesi iizerinde bir
topoloji tabamni oldugunu gosteriniz. Bu tabanin iirettigi topolojiye sira
topolojisi denir. Bu topolojik uzayin kapali kiimelerinin nasil oldugunu
belirleyiniz.

Neigborhoods

. (X, <) tam siralanmuig bir kiime olsun. Her a,b € X 6ge ¢iftine karsilik

{reX:z>alh,{r e X x<bve{fre X :a<uz<b}
kiimeleri tanimlaniyor. a, b 6geleri biitiin X kiimesini taradiginda elde
edilecek biitiin bu kiimelerden olusan ailenin X kiimesi iizerinde bir
topoloji tabani oldugunu gosteriniz. Bu tabanin iirettigi topolojiye sira
topolojisi denir. Bu topolojik uzayin kapali kiimelerinin nasil oldugunu
belirleyiniz.

. Salt topolojiye gore R uzayinda herhangi farkh iki noktanin birbir-

leriyle kesigmeyen birer komgulugu vardir; yani z,y € R < y nokta-
lar1 i¢cin UNV = () olacak bigimde U € #(x) ve V € #A(y) komsguluklar

vardir.
Seperation Axioms
R? diizleminde
[a,0) x [¢,d) = {(z,9)] a<z<be<y<d}
yart-agik diktortgenlerinin dogurdugu topolojiyi 7 ile gosterelim. Y =

{(z,y)|z +y = 1} dogrusu iizerindeki rasyonel koordinath noktalarin
olugturdugu kiime A olsun ve B =Y — A diyelim.

(i) A ve B kiimeleri (R?, .7) uzayinda kapalidir;
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(ii) A ve B nin birbirinden ayrik birer komsgulugu olamaz; yani
(R2, 7) normal bir uzay degildir.

. Bir T} uzayinda sonlu bir kiimenin hi¢ bir yigilma noktasi yoktur. Gos-

teriniz.

Ty uzayimin her alt uzay1 da Ty dir. Gosteriniz.

. T1 uzaymn her alt uzay1 da 77 dir. GOsteriniz.

T uzayimn her alt uzayr da Ty dir. Gosteriniz.

Ty uzayimin bire-bir-6rten (BBO) ve acik bir fonksiyon altindaki resmi
de Ty uzayidir. Gosteriniz.

T} uzaymin bire-bir-6rten (BBO) ve acik bir fonksiyon altindaki resmi
de T} uzayidir. Gosteriniz.

T, uzaymin bire-bir-6rten (BBO) ve acik bir fonksiyon altindaki resmi
de T uzayidir. Gosteriniz.

X = {a,b,c} kiimesi tzerinde 7 = {0, X, {a}, {b,c}} topolojisi ver-
iliyor. (X, .7") nin normal bir uzay oldugunu ama Hausdorff olmadigim
gosteriniz.

X ={r e R0 <z <1/2,1/2 < x < 1} kiimesi veriliyor. Sabit bir
a € [0,1/2] ve sabit bir 5 € [1/3,1] gercel sayisina karsilik T,,3 = {z €
X|a < x < B} kiimesini olugturalim. .7 = {T,5/0 < a < 1/2,1/2 <
B < 1} ailesinin X iizerinde bir topoloji olugturdugunu gosteriniz. Bu
uzay normaldir, ama Hausdorff degildir. Neden?

Tamamen diizenli (X, ¥') uzay iizerinde tanimh biitiin siirekli fonksiy-
onlar kiimesi

CX)={f:X — (R, Z) f siirekli 2)

olsun. €(X) uzaymnn noktalar: ayirdigim gosteriniz.

X=Rx{0})U(Rx{1}) c R?

kiimesi tizerinde
(,0) ~ (z,1) <=2 #0

bagintisi veriliyor. Gésteriniz ki;
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(a)
(b)
(c)
(d) X/ ~ boélim uzayr Hausdorff degildir.

Bu baginti bir denklik bagintisidir.
X/ ~ boliim uzay1 yerel Oklidyendir.

X/ ~ béliim uzay: Tkinci sayilabilme Aksiyomu’nu saglar.

13. Ayrigik (disjoint) Hausdorff uzaylarin topolojik toplami da Hausdorff
uzayidir. Gosteriniz.

0.5 Functions

1. Sonlu sayida agik doniigiimlerin carpimi acik bir doniigiimdiir. Gos-
teriniz.

2. Sonlu sayida kapali déniigiimlerin ¢arpimi kapali bir déniigiimdiir. Gos-
teriniz.

3. Topoloji inceldikge siirekli fonksiyonlar artar, topoloji kabalagtikca stirekli
fonksiyonlar azalir.

4. f(xz) = tan(gz) doéniiglimiiniin (—1,1) den R ye bir esyap1 déniigiimii
oldugunu gosteriniz.

5. (X, ) uzayimn ayrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, X uzayindan
her Y uzaymma taniml fonksiyonlarin siirekli olmasidir.

6. Bog olmayan bir X kiimesi veriliyor. X {izerinde 6yle bir .7 topolojisi
kurunuz ki, her (Y,.¥) uzayindan (X, .7) uzayma tanimh her fonsiyon
siirekli olsun. Bu topolojiyi belirleyiniz.

7. f: (X, T) = (Y,.) siirekli ve orten bir fonksiyon ise, X uzaymin
yogun alt kiimelerini Y uzayinin yogun alt kiimelerine resmeder; yani

A=X= f(A) =Y (3)
olur. Gosteriniz.

8. f:(X,7) — (V,) fonksiyonu X uzaymin yogun alt kiimelerini YV
uzayinin yogun alt kiimelerine resmederse, siirekli midir? Simgelerle
soylersek,

A=X= f(A)=Y (4)

olmasi f fonksiyonunun siirekli olmasini gerektirir mi? Neden?
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2.

f (X, 7) = (Y,.) siirekli ve orten bir fonksiyon ise .7 topolo-
jisinin bir tabanini . topolojisinin bir tabanina resmeder mi? Simgel-
erle soylersek, & ailesi .7 topolojisinin bir tabani oldugunda f(%)
ailesi .7 topolojisinin bir tabani olur mu? Neden?

I:(X,7) = (X,7) ozdeslik (birim) fonksiyonu her z € X igin
I(z) = z olan fonsiyondur. I 6zdeglik déniigiimiiniin bir topolojik
egyapt doniigiimii (homeomorphism) oldugunu gosteriniz.

f:(X,7) = (Y,) fonksiyonu bire-bir-igine (injective) olsun. Eger
f ve f~! fonksiyonlarinin her ikisi de siirekli iseler, f fonksiyonuna, bir
gomme dénigimidir, denilir. Bu durumda, her x € X igin g : X —
f(X) diye tammlanan g fonksiyonu bir topolojik egyapi doniigimiidiir
(homeomorphism). Gosteriniz

Limit

. Agagidaki dizilerin herbirisinin, varsa, limit ve yigilma noktalarini bu-

lunuz:

(a) Her n € N i¢in (n = 3) diye tamimlanan (a,,) sabit dizisi.

(b) Belli bir ng indisinden sonra terimleri sabit olan dizi; yani

n, n<n
an = ’ =0 . (5)
a, n>mng,a sabit

bi¢iminde tanimlanan (a,) dizisi.

(¢) Genel terimi a,, =5 — 2 olan (a,,) dizisi.

(d) Genel terimi a,, = 7+ L olan (ay,) dizisi.

(e) Genel terimi a, = (—1)" olan (a,) dizisi.

(f) Genel terimi a, = n olan (a,) dizisi.

(g) Genel terimi a,, = n (mod 3) olan (a,) dizisi.

(h) f: N — Qn[0,1] fonksiyonu f(n) = & diye tanimlanan bire-

bir-i¢ine bir fonksiyon olmak iizere, a,, = f(n) dizisi. [Boyle bir
fonksiyonun varligini gosteriniz. |

Dizileri, genellikle, genel terimini belirten bir ifade ile yazariz. Ornegin,
(1/n), (n?), (1/(n? + 1)),.... Bazen de genel terimi belirli kilmaya
yetecek kadar terimi ard arda yazarak diziyi belirleyebiliriz Ornegin,
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(0,2,4,6,8,...) dizisinin genel teriminin (2n) oldugu hemen goriliiyor.
Ama baz dizilerin genel terimini bulmak i¢in sinama-deneme yolun-
dan bagka bir yontem olmayabilir. Agagidaki dizilerin genel terimlerini
sinama-deneme yoluyla bulunuz:

(1,4,9,16,...) (6)
(2,5,10,17,26,...) (7)
(1,3,6,10,15,...) (8)
(1,1,2,3,5,8,13,21,... Fibonacci dizisi (9)

Qozlimler, sirasiyla, agagidadir:
(n?),  (n*+1), (n(n+1)/2), (ant2 = ant1 +az)

Genel terimi recursive olarak (a,4+2 = ap+1-+ay,) bigiminde tanimlanan
Fibonacci dizisinin salt topolojiye gore iraksayan bir dizi oldugunu gos-
teriniz.

. Yakinsak bir dizinin her alt dizisinin de yakinsak ve ayni limite sahip

oldugunu gosteriniz.

. R tizerindeki salt topolojiye gore, bir a sayisinin bir .S alt kiimesinin

yigilma noktast olmas: icin gerekli ve yeterli kogul, S kiimesi icinde
a sayisina yakinsayan ve sabit olmayan bir dizinin varligidir. Bunu
simgesel olarak,

a€S <= 3J(a,) CS: (nEm= (an # am)

bi¢iminde yazabiliriz. Gosteriniz.

0.7 Compactness

1.
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0.8 Product Spaces

1. (X;,.Z;) uzaylarin herbiri iginde kapali olan bir K; C X; kiimesi
veriliyor. K1 X K9 X K3 X - -+ x K, kiimesinin X7 X X9 X X3 X -+ X X,
carpim uzayinda kapali oldugunu gosteriniz.

2. A sayillamayan bir kiime olsun. Her o € A i¢in X, = {0,1} kiimesini
tanimlayalim ve her birisi tizerinde ayrik topoloji var olsun.

X = HaenXo = {0,1}4 (10)

kartezyen carpim kiimesi tizerinde X, uzaylarmmin carpim topolojisi
konulmusg olsun. Simdi p = (p,) € X noktasini her « € A i¢in p, = 1
olacak bigimde segelim. ¢ = (qo) € X noktasini ise sayilabilir sayidaki
« indisi diginda g, = 0 olacak bicimde secelim; yani ancak sayilabilir
sayidaki bilegeni 1 e esit olsun. Bu durumda, gdsteriniz ki,

(a) p noktasimn sayilabilir bir komguluklar tabam yoktur.

(b) Kapsama bagintisina gore siralanmig bir komguluklar tabam yok-
tur.

(c) K = X ve H kiimesi K nin sayilabilir bir alt kiimesi ise H C K
olur.

(d) K icinde p noktasina yakinsayan bir ag bulunuz.

(e) Her A\ € A i¢in bir X, uzay: ile bunun bir Ay C X, alt-kiimesi
verilmig olsun.

A=TIA,, Ae€A

kartezyen carpimini digtinelim.

i. Eger Ay kiimeleri acik ve hemen her A € A icin Ay = X, ise
A kiimesinin ¢arpim uzayda ag¢ik oldugunu biliyoruz. Bunun
kargitinin da dogrulugunu gdsteriniz.

ii. A kartezyen carpiminin kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kogul Ay carpanlarinin herbirisinin kapali olmasidir. Gésteriniz.
Buradan

A= H/_l)\, A€EA
esitligini ¢ikariniz.

iii. A kiimesi ne zaman ¢arpim uzay icinde yogun olur?
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(f)

Her n dogal sayis1 igin X, kiimesi 0 ile 1 6gelerinden olugan kiim-
eye esit olsun; yani X,, = {0, 1} olsun. Bu kiimeler {izerinde ayrik
topolojiyi varsayalim. Simdi X = IIX,,, n € N garpun uzayimu
diigiinelim. Her n dogal sayis1 i¢in V,, = {0} kiimesi ¢arpan uzay-
larda agiktir. Ama V =11V,,, n € N, kartezyen ¢arpimi, ¢arpim
uzay icinde agik bir kiime degildir. Gosteriniz.
X ile Y iki topolojik uzay ve A C Bile B C Y kapali iseler A x B
nin ¢arpim uzayda kapali oldugunu gosteriniz.
X ile Y iki topolojik uzay ve W C X X Y carpim uzayda agik ise
i m(W) C X ile m(W) C Y izdigtimlerinin agik kiimeler
oldugunu gosteriniz.
ii. Yukaridaki 6zeligin kapali kiimeler i¢in genel olarak saglan-
madigini bir érnekle gosteriniz.
(X, Z;) uzaylarmin herbiri i¢inde kapal olan bir K; C X; kiimesi
veriliyor. K1 X Kox K3x---x K, kiimesinin X7 x Xox X3x---x X,
carpim uzayinda kapal oldugunu gosteriniz.

Carpim uzaydan carpan uzaylara taniml izdiigiim fonksiyonlariin
orten oldugunu gosteriniz.

Carpim uzaydan ¢arpan uzaylara taniml izd{iglim fonksiyonlariin
siirekli oldugunu gosteriniz.

Carpim uzaydan carpan uzaylara taniml izdiigiim fonksiyonlarimin
acitk oldugunu gosteriniz.

f:(X,7)— (Y,.) fonksiyonu X uzaymin yogun alt kiimelerini
Y uzaymin yogun alt kiimelerine resmederse, siirekli midir? Simgel-
erle sdylersek,

A=X=f(A)=Y (11)

olmasi f fonksiyonunun siirekli olmasini gerektirir mi? Neden?

0.9 Quotient Spaces

1. ¢ : X — Y bir boliim doniigiimii ise, ¢ nin bir doymus acik ya da
kapali alt kiimeye kisitlanmigi da bir boliim doéniiglimiidiir. Gésteriniz.

2. X bir topolojik uzay ise

A={(z,z): zex}C X xX (12)
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kdgegeninin X x X ¢arpim uzayinda kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kogsul X uzaymmin Hausdorff olmasidir.

. Bir carpim uzaydan bilesen uzaylara tamimli izdiigsim fonksiyonlar:

birer boliim dontigiimiidiir; yani (X, .7;) uzaylar: verilmigse
pii: X1 Xx Xox Xagx -+ xX,, —X; (i=1,2,3,...,n)

doniigiimleri birer béliim déniigiimiidiir. Gdsteriniz.

. X bir topolojik uzay ise

A={(z,z): ez} C X xX (13)

kégegeninin X x X ¢arpim uzayinda kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul X uzayimin Hausdorff olmasidir.

. Bir carpim uzaydan bilesen uzaylara tanimli izdiisiim fonksiyonlari

birer boliim déniigtimiidiir; yani (X, 7;) uzaylar verilmigse
mit X1 X Xox Xgx---xX, —X; (1=1,2,3,...,n)

doniigiimleri birer béliim déniigiimiidiir. Gosteriniz.

X=Rx{0})U(Rx{1}) c R?

kiimesi tizerinde
(,0) ~ (z,1) <=z #0

bagintisi veriliyor.
(a) Bu bagint1 bir denklik bagintisidir.
(b)
(c) X/ ~ béliim uzay: Ikinci sayilabilme Aksiyomu'nu saglar.
(d) X/ ~ boliim uzayr Hausdorff degildir.

b) X/ ~ béliim uzay1 yerel Oklidyendir.

oldugunu gosteriniz.

. Sonlu sayida acik doniiglimlerin ¢arpimi agik bir déniigiimdiir. Gos-

teriniz.

. Sonlu sayida kapal déniigiimlerin ¢arpimi kapali bir déntigiimdiir. Gos-

teriniz.
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0.10 Connected Spaces

1. X baglantili bir uzay ve C' baglantili bir alt uzay: olsun. A C X kiimesi
icin ANC # () ve AANC # () ise, 0DAN C # () oldugunu gosteriniz.

2. Agagidaki kiimelerin R icinde,salt topolojiye gore, tamamen baglantisiz
olduklarim gosteriniz:

(a) Cantor kiimesi.
(b) Rasyonel sayilar kiimesi.

(¢) Irrasyonel sayilar kiimesi
3. X uzaymin baglantili bilegenlerinin kiimesini X ile gosterelim. X iiz-
erinde boliim topolojisi var olsun. X boliim uzayinin tamamen baglan-

tis1z oldugunu gosteriniz.

4. Tamamen baglantisiz uzayin her alt uzay1 da tamamen baglantisizdir.
Gosteriniz.

5. Tamamen baglantisiz uzaylarin ¢arpim uzay: da tamamen baglantisizdir.
Gosteriniz.

6. R" icinde,salt topolojiye gore, agik ve baglantil iki alt kiimenin arake-
siti baglantili olmayabilir. Bir érnekle gdsteriniz.
0.11 Comparisons of Topologies

1. Bir X kiimesi tizerideki .77 ve % topolojileri arasinda .77 < 7, bagin-
tist var ise .77 < 7 bagintisinin da oldugunu gosteriniz.

2. Tkinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan uzay, Birinci Sayilabilme Ak-
siyomunu da saglar. Gosteriniz.

0.12 Metric Spaces

1.
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0.13 Nets

1.

10.

Dogal sayilar kiimesinin < bagintisina gore yonlenmis bir kiime oldugunu
gosteriniz.

Tanim ?? deki (i23) kosulu yerine daha giiclii olan asagidaki kogulun
konulabilecegini gosteriniz:

Sonlu sayida A1, Ag, ..., A, € A 6gelerine kargilik
)\1 S)H AQS)‘v 7ATLS)\
esitsizlikleri saglayan bir A € A 6gesi vardur.

X, 7) uzaymda x noktasimin %(z) komsuluklar ailesinin yonlenmig bir
sistem oldugunu gosteriniz.

Kapali [a,b] araliginda bir f fonksiyonunun Riemann integrali tanim-
lanirken [a, b] araliginin

a=ay<a<a<az<...<a,=>b (14)

boliintiileri kurulur ve en biiyiik [a;—1, a;] alt araliginin uzunlugu sifira
giderken, Riemann toplamlarinin inf ve sup degerlerinin olup olmadigina
bakilir. Alt araliklar: i¢-ige olan (14) boliintiilerinin yonlenmig bir sis-
tem olugturduklarini gésteriniz.

X kiimesi iizerinde 73 < 95 kogulunu saglayan %5 ve % topolojileri
varsa, bir agin bu topolojilere gére yakinsamalar: arasindaki fark nedir?

Icindeki her ag her noktasina yakinsiyorsa, uzay ayrik degildir. Gos-
teriniz.

Ayrik bir uzay1 aglarin yakinsamasi ile belirleyebilir misiniz?

(z)) ag x limitine yakinsiyorsa, her alt aginin da ayni noktaya yakin-
sadigini gosteriniz.

X kiimesi iizerinde 77 ve % topolojileri veriliyor. .77 < 5 olmasi
icin gerekli ve yeterli kogul, 2, topolojisine gore yakinsak olan agin .73
topolojisine gore de yakinsak olmasidir. Gésteriniz.

X kiimesi iizerinde 77 ve % topolojileri veriliyor. 77 < 5 olmasi
icin gerekli ve yeterli kogul, 2 topolojisine gore yakinsak olan agin 73
topolojisine gore de yakinsak olmasidir. Gésteriniz.
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11. Onerme ?7? yi ispatlayiniz.

12. {X, |+ € I} topolojik uzaylarinin garpim uzayr X = II,c; X, olsun. X
icinde bir (z)), A € A, ag verilsin. Tabii bu agin her z) 6gesi X =
II,e7 X, carpim uzayimin bir 6gesi oldugundan

Ty = (JI)\Z),Z el, Ty, € X,

biciminde olacaktir. Bu demektir ki, ¢ sabit kilindiginda, her X, bilegeni
(carpan uzay) tizerinde bir (xy,), A € A ag1 olugur. Gosteriniz ki (xy)
agmin bir z = (x,) € X noktasina yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli
kogul her ¢+ € I i¢in X, bilegeni iizerindeki {(xy,) : A € A} aginn
x, € X, noktasina yakinsamasidir.

0.14 Filters

1. Yalnizca iki 6gesi olan X = {z,y} kiimesi tizerinde ayrik olmayan
topoloji var olsun.

(a) .7 = {{z},{z,y}} ailesinin bir siizge¢ oldugunu gosteriniz.
(b) . siizgecinin hem z, hem y noktasina yakinsadigini gosteriniz.

(¢) Buradan, bir siizgecin limitinin tek olmayabilecegi sonucunu ¢ikariniz.
2. Sonlu bir X kiimesi tizerindeki her 4 agkin siizgeci igin
U={A: ACX, zec A}
olacak gekilde bir x € X noktas1 vardir. Gosteriniz.

3. X kiimesi icinde (z)), (A € A) ag1 verilsin. Her ¢ icin F2 = {z,: 3 >}
kiimesi tanimlaniyor.

(a) F={F, : v € I} ailesinin X kiimesi iizerinde bir siizge¢ tabani
olugturdugunu gosteriniz.
(b) z, = p < F — p oldugunu gosteriniz.
4. F ¢ P(X) slizgeg tabani verilsin. F iizerinde > bagmtis1 agsagidaki

gibi tanimlaniyor:

U-V&eUCV

(a) (&, ) sisteminin tikel sirali bir sistem oldugunu gosteriniz.
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(b) Her
(zv)ver € MyesU
ogesinin X icinde (zy)pey C X agmi belirledigini gosteriniz.

(c) Bu sekilde secilen her (zp)yegy C X agr igin
Fopesaxy—p
oldugunu gosteriniz.

5. Birinci sayilabilme Aksiyomunu saglayan (X, .7) topolojik uzayinn bir
A C X alt kiimesi veriliyor. x € A olmasi icin gerekli ve yeterli kogul A
kiimesi iginde x 6gesine yakinsayan bir (x,, (n € N) dizisinin olmasidir.
Gosteriniz.

6. (X,7) topolojik uzayimn bir A C X alt kiimesi veriliyor.

(a) x € A olmasi icin gerekli ve yeterli kogul A kiimesi i¢inde z dgesine
yakinsayan bir (xy), (A € A) aginin olmasidir. Gosteriniz.

(b) Yukarida "ag" yerine "dizi" konulursa ne olur?

(c) x € A olmas igin gerekli ve yeterli kogul &?(A) icinde x dgesine
yakinsayan bir .% siizgecinin olmasidir. Gosteriniz.

7. X kiimesi {izerindeki en kii¢iik siizge¢ hangisidir?

8. X kiimesinin birden cok 0Ogesi varsa, bu kiime iizerindeki siizgecler
ailesinin en biiyiik 6gesi yoktur.

0.15 Compact Spaces

1. X tikiz ve Y Hausdorff ise siirekli f :— Y fonksiyonu kapalidir. Gos-
teriniz.

2. Y tikiz ise m1 : X XY — Y izdiigiimii kapali bir doniisiimdiir. Gos-
teriniz.

3. Y tikiz ve hausdorff ise f : X — Y ddnistimiiniin siirekli olmas igin
gerekli ve yeterli kogul

Gy =A{(z, f(x)) : x € X}

grafiginin X x Y icinde kapali olmasidir.
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4. f: X — Y doniigimii kapal, siirekli ve bire-bir-érten olsun. Y tikiz
oldugunda, her y € Y icin f~!1({y}) C X tikiz ise, X uzaymin da tikiz
oldugunu gosteriniz.
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