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13.2 SÜZGEÇLER�N KAR�ILA�TIRILMASI

13.2.1 PROBLEMLER

1. Sonlu bir küme üzerinde ki bütün mümkün süzgeçleri bulunuz.

Cevap: Örne§in X = {a, b, c, d, e} olsun. Bu küme üzerinde

(a) ϕ1 = {X}

(b) ϕa = {{a} , X} , ϕb = {{b} , X} , ϕc = {{c} , X} , ϕd =
{{d} , X}
ϕe = {{e} , X}

(c) ϕab = {{a, b} , X} , ϕac = {{a, c} , X} , ϕad = {{a, d} , X}
ϕae = {{a, e} , X} , ϕbc = {{b, c} , X} . . .

(d) ϕabc = {{a, b, c} , X} , ϕacd = {{a, c, d} , X} , ϕace = {{a, c, e} , X}
ϕbcd = {{b, c, d} , X} , ϕbce = {{b, c, e} , X} , . . .

(e) ϕabcd = {{a, b, c, d} , X} , ϕabce = {{a, b, c, e} , X} , ϕbcde =
{{b, c, d, e} , X}
ϕabde = {{a, b, d, e} , X} , ϕacde = {{a, c, d, e} , X} . . .

2. ϕ ailesi X üzerinde bir süzgeç olsun ve bir A ⊂ X alt-kümesi verilsin.
ϕ nin A üzerindeki ϕA izinin (trace) bir süzgeç olmas� için gerekli ve
yeterli ko³ul ϕ nin her kümesinin A ile kesi³mesidir. Gösteriniz.

Cevap:

ϕA = {A ∩ S|S ∈ ϕ}}

ailesinin A üzerinde bir süzgeç oldu§unu gösterece§iz.

(a) ϕ nin her kümesi A ile kesi³iyorsa A∩S 6= ∅ olur. O halde ∅ /∈ ϕA

dir.
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(b) A ∩ S1 ∈ ϕA ve A ∩ S2 ∈ ϕA ise

(A ∩ S1) ∩ (A ∩ S2) = A ∩ (S1 ∩ S2) ∈ ϕA

olur.

(c) (A ∩ S1) ⊂ (A ∩ S2) ise S1 ⊂ S2 olaca§�ndan S2 ∈ ϕ dir. O halde
(A ∩ S2) ∈ ϕA d�r.

13.3 SÜZGEÇ TABANLARI

13.3.1 PROBLEMLER

1. X ve Y kümeleri ile bir f : X → Y fonksiyonu veriliyor.T ailesi Y
kümesi üzerinde bir süzgeç taban� ise f−1(T ) nin X üzerinde bir süzgeç
taban� olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul, her B ∈ T için f−1(B) 6= ∅
olmas�d�r. Gösteriniz.

Cevap:

[B1]: f−1(B) 6= ∅ oldu§undan ∅ /∈ f−1(T ) ve f−1(T ) 6= ∅ dir.

[B2]: B1, B2 ∈ T ise B3 ⊂ B2 ∩ B1 olacak biçimde bir B3 ∈ T var
oldu§undan

f−1(B3) ⊂ f−1(B2) ∩ f−1(B1)

olacakt�r.

2. f : X → Y örten bir fonksiyon ve ϕ ailesi X kümesi üzerinde bir
süzgeç ise f(ϕ) nin Y üzerinde bir süzgeç olaca§�n� gösteriniz. "Örten-

lik" ko³ulu kalkarsa ne olur?

Cevap:

[S1]: Her S ∈ ϕ için S 6= ∅ oldu§undan f(S) 6= ∅ dir. Dolay�s�yla
f(ϕ) 6= ∅ dir.
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[S2]: Her f(S1), f(S2) ∈ f(ϕ) için S3 ⊂ S1 ∩ S2 seçilebilir. Buradan
f(S3) ⊂ f(S1 ∩ S2) ⊂ f(S1) ∩ f(S2) ç�kar.

[S3]: Her f(S) ⊂ A ise S ⊂ f−1(f(S)) ⊂ f−1(A) oldu§undan f−1(A) ∈
ϕ dir. O halde, f(S) ⊂ fof−1(A) = A ba§�nt�s�ndan A ∈ f(ϕ) oldu§u
sonucu ç�kar.
Son olarak her S ∈ ϕ için f(S) ⊂ Y oldu§undan Y ∈ f(ϕ) ol-
mal�d�r. Bunun olmas� için f nin örten olmas� gerekir. Bu durumda
X ∈ ϕ ⇒ f(X) ∈ f(ϕ) olacakt�r. f fonksiyonu örten de§ilse bu ko³ul
sa§lanamaz, dolay�s�yla f(ϕ) bir süzgeç olamaz.

13.4 SÜZGEÇ�N L�M�T�

13.5 PROBLEMLER

1. Bir X kümesi üzerinde τ1 ve τ2 topolojileri veriliyor. τ1 topolojisinin
τ2 den daha ince dokulu olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul, τ1 topoloji-
sine göre yak�nsak olan her süzgeçin τ2 ye göre de ayn� noktaya yak�n-
samas�d�r. Gösteriniz.

Cevap: τ1 topolojisine göre ϕ → x ⇔ B1(x) ⊂ ϕ dir. τ2 ⊂ τ1 ise
B2(x) ⊂ B1(x) ⊂ ϕ olaca§�ndan τ2 topolojisine göre de ϕ→ x olacak-
t�r.

2. X sonsuz bir küme olsun. X içinde tümleyenleri sonlu olan bütün alt
kümelerin olu³turdu§u ailenin bir süzgeç oldu§unu gösteriniz. Bunu
simgelerle gösterirsek,

F = {A : A ⊂ X,A sonlu}

ailesi bir süzgeçtir. Gösteriniz.

Cevap:

[S1]:X bo³ de§ilse tümleyeni sonlu olan kümelerin hiç birisi bo³ de§ildir.
Dolay�s�yla F bo³ de§ildir.

[S2]: Tümleyenleri sonlu olan iki kümenin arakesitinin de tümleyeni
sonludur; yani A,B ∈ F ise (A ∩ B)′ = A′ ∪ B′ sonludur. Dolay�s�yla
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A ∩B ∈ F dir.

[S3]: A ∈ F ve A ⊂ B ise B′ ⊂ A′ oldu§undan B nin tümleyeni son-
ludur. O halde B ∈ F dir.


