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1 EK PROBLEMLER

1. Silindirler

Bir kare ya da dikdörtgen ka§�t al�n�z. Bunun kar³�l�kl� iki kenar�n� çak�³t�r�n�z. Elde edece§iniz ³ekil
(sonlu) bir silindirdir. �imdi bunu topoloji diliyle ifade edelim. I2 = [0, 1] × [0, 1] birim karesinin
kar³�l�kl� iki kenar� çak�³t�r�l�yor. Bu durumda, birim karede a³a§�daki denklik ba§�nt�s� kurulmu³
olur. Bu soruda 0 ≤ x, y ≤ 1 oldu§unu varsay�yoruz.

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ [(x, y) = (x′, y′)] ∨ [(0, y)↔ (1, y)] (1)

Y = I2/ ∼ diyelim. ϕ : I2 → Y bölüm dönü³ümü her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na
resmediyor: ϕ((x, y)) = [(x, y)]. I2 üzerinde salt topolojinin kondurdu§u topoloji var olsun. Y
bölüm kümesi üzerinde ϕ bölüm dönü³ümünü sürekli k�lan en ince topolojiye, bölüm dönü³ümü
diyoruz. Böylece sonlu silindir üzerinde bir topoloji tan�mlam�³ oluyoruz.

2. �imdi sonsuz silindiri elde edece§iz. Düzlem üzerinde A = [0, 1] × R kapal� ³eridini dü³ünelim. Bu
[0, 1] kapal� aral�§� üzerinde dü³ey do§rultuda a³a§�ya ve yukar�ya s�n�rs�z uzayan ³erittir. Bu ³eridin
soldaki ve sa§daki dü³ey kenarlar�n� birbiri üzerine lelecek ³ekilde yap�³t�ral�m. �ki ucu sonsuza giden
bir silindir elde ederiz. �imdi bunu bir bölüm topolojisi olarak elde edelim. A = [0, 1] × R ³eridi
üzerinde düzlemin kondurdu§u topoloji var olsun. A üzerinde

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ [(x, y) = (x′, y′)] ∨ [(0, y)↔ (1, y)] (2)

denklik ba§�nt�s�n� tan�mlayal�m. Tabii, burada 0 ≤ x ≤ 1 ve −infty ≤ y ≤ +∞ oldu§u aç�kt�r. Bu
ba§�nt�, ³eridin dü³ey iki kenar�n� üst üste çak�³t�rmaya denk olur. Y = A/ ∼ diyelim. ϕ : A → Y
bölüm dönü³ümü her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na resmediyor: ϕ((x, y)) = [(x, y)]. Y
bölüm kümesi üzerinde ϕ bölüm dönü³ümünü sürekli k�lan en ince topolojiye, bölüm dönü³ümü
diyoruz.

3. �imdi yukar�da elde etti§imiz silindiri yatay eksen byunca kaymaks�z�n yuvarlayal�m. Tabii ilk
silindirde (0, y) noktas� ile (1, y) noktas� çak�³m�³t�r. Silindir yuvarlanarak yatay eksende 2 noktas�na
eri³ti§inde her y ∈ R için (0, y) ∼ (1, y) ∼ (2, y) olacakt�r. Bu ³ekilde silindiri pozitif ve negatif yön-
lerde yuvarlamaya devam edersek, bütün düzlemi bir silindire dönü³türmü³ oluruz. [Tabii, düzlemin
kal�nl�§� olmad�§� için, sonsuz kez yuvarlanan silindirin yanal yüzeyinin de kal�nl�§� olmayacakt�r.]
�imdi bunu bir bölüm topolojisi olarak elde edelim. R2 = R × R analitik düzlemi üzerinde salt
topoloji var olsun. R2 üzerinde

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ [(x, y) = (x′, y′)] ∨ [(x− x′ = n) ∧ (y = y′)] (3)

denklik ba§�nt�s�n� tan�mlayal�m. Tabii, burada −∞ < x, y < +∞ dir. Bu ba§�nt�, bütün ³eritlerin
dü³ey kenarlar�n� üst üste çak�³t�rmaya denk olur. Y = R2/ ∼ diyelim. ϕ : R2 → Y bölüm dönü³ümü
her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na resmediyor: ϕ((x, y)) = [(x, y)]. Y bölüm kümesi üzerinde
ϕ bölüm dönü³ümünü sürekli k�lan en ince topolojiye, bölüm dönü³ümü diyoruz. Burada, her n ∈ Z
tamsay�s� ve her y ∈ R gerçel say�s� için

(. . . ∼ (−n, y) ∼ . . . (0, y) ∼ . . . ∼ (n, y) ∼

denklikleri vard�r; yani bölüm uzay�nda bu noktalar çak�³�rlar.

4. Mobius �eridi

I2 = [0, 1]× [0, 1] birim karesinin kar³�l�kl� iki kenar�n� ters yönde çak�³t�ral�m. Elde edilen ³ekil bir
Mobius ³erididir. Bu ³eridin bir tek yüzeyi vard�r. Herhangi bir yerden ba³layarak, kalemi kald�r-
madan bütün yüzey üzerinde bir çizgi çizebilirsiniz. �imdi bu yüzey üzerine bir topoloji kural�m.
I2 üzerinde düzlemin salt topolojisinin kondurdu§u topoloji var olsun. I2 birim karesi üzerinde ³u
denklik ba§�nt�s�n� tan�mlayal�m:

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ [(x, y) = (x′, y′)] ∨ [(x = 0) ∧ y′ = 1− y)] (4)

Bu ba§�nt�, I2 birim karesinin dü³ey kenarlar�n� ters yönde üst üste çak�³t�rmaya denk olur. Y =
I2/ ∼ diyelim. ϕ : I2 → Y bölüm dönü³ümü her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na resmediyor:
ϕ((x, y)) = [(x, y)]. Y bölüm kümesi (Mobius yüzeyi) üzerinde ϕ bölüm dönü³ümünü sürekli k�lan
en ince topolojiye, bölüm dönü³ümü diyoruz.
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5. Simit Yüzeyi (Torus)

I2 = [0, 1] × [0, 1] birim karesinin dört kenar�n�n kar³�l�kl� olanlar�n� iki³er iki³er çak�³t�ral�m. Elde
edece§imiz ³ekil bir simit yüzeyidir. I2 birim karesi üzerinde düzlemin salt topolojisinin kondurdu§u
topoloji var olsun. Simit yüzeyini karenin bir bölüm uzay� olarak elde edebiliriz. Bunun için I2 birim
karesi üzerinde ³u denklik ba§�nt�s�n� kural�m:

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔

{
(x, y) = (x′, y′)∨
(0, y)↔ (1, y) ∧ (x, 0) = (x, 1)

(5)

Bu ba§�nt�, birim karenin yatay ve dü³ey kenarlar�n�n kar³�l�kl� olarak çak�³t�r�lmas�na denktir.
Y = I2/ ∼ diyelim. ϕ : I2 → Y bölüm dönü³ümü her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na
resmediyor: ϕ((x, y)) = [(x, y)]. Y bölüm kümesi üzerinde ϕ bölüm dönü³ümünü sürekli k�lan en
ince topolojiye, bölüm dönü³ümü diyoruz. Bu i³lem simit yüzeyi üzerinde bir topoloji kurmaktad�r.

6. Küre Yüzeyi

I2 = [0, 1] × [0, 1] birim karesinin dört kenar�n� bir noktada çak�³t�ral�m. Örne§in dört kenar�n
üzerindeki bütün noktalar� (0, 0) noktas�na e³leyelim. Bu durumda bir küre yüzeyi elde ederiz.
I2 birim karesi üzerinde düzlemin salt topolojisinin kondurdu§u topoloji var olsun. Küre yüzeyini
karenin bir bölüm uzay� olarak elde edebiliriz. Bunun için I2 birim karesi üzerinde ³u denklik
ba§�nt�s�n� kural�m:

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔



(x, y) = (x′, y′)∨
(0, y)↔ (0, 0)∨
(x, 0)↔ (0, 0)∨
(1, y)↔ (0, 0)∨
(x, 1)↔ (0, 0)

(6)

Bu ba§�nt�, birim karenin yatay ve dü³ey kenarlar� üzerindeki bütün noktalar� (0, 0) noktas�na e³ler.
Y = I2/ ∼ diyelim. ϕ : I2 → Y bölüm dönü³ümü her (x, y) noktas�n� [(x, y)] denklik s�n�f�na
resmediyor: ϕ((x, y)) = [(x, y)]. Y bölüm kümesi (küre yüzeyi) üzerinde ϕ bölüm dönü³ümünü
sürekli k�lan en ince topolojiye, bölüm dönü³ümü diyoruz. Bu i³lem küre yüzeyi üzerinde bir topoloji
kurmaktad�r.

7. Çember

Kapal� bir aral�ktan bir çember elde etmek için bu aral�§�n iki ucunu birle³tirerek bir çembere
benzetebiliriz. Bu görü³ten hareketle, çemberi kapal� bir aral�§�n bölüm uzay� olarak olu³turabiliriz.
Y = {(x, y)|x2 + y2 = 1} diyelim. [0, 2π] aral�§� üzerinde salt topoloji var olsun. f : [0, 2π] → Y
fonksiyonunu f(t) = (cost, sint) ∈ R2 diye tan�mlayal�m. Bu fonksiyon sürekli ve kapal�d�r. A =
[0, 2π] aral�§� üzerinde uç noktalar� e³leyen a³a§�daki ba§�nt� bir denklik ba§�nt�s�d�r:

x ∼ x′ ⇔

{
x = x′∨
x = 0 ∧ y = 2π∧

(7)

Buna göre f fonksiyonunu sürekli k�lan en ince topoloji Y birim çemberi üzerindeki bölüm topolo-
jisidir.


