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1 EK PROBLEMLER

1. SILINDIRLER

Bir kare ya da dikdortgen kagit aliniz. Bunun kargilikh iki kenarini gakigtiriniz. Elde edeceginiz sekil
(sonlu) bir silindirdir. Simdi bunu topoloji diliyle ifade edelim. I? = [0,1] x [0, 1] birim karesinin
kargilikli iki kenar:1 gakigtiriliyor. Bu durumda, birim karede agagidaki denklik bagintisi kurulmusg
olur. Bu soruda 0 < z,y < 1 oldugunu varsayiyoruz.

(x’y) ~ (m’,y’) A [(x,y) = (xlvy/)] \ [(07y) AR (Ly)} (1)
Y = I?/ ~ diyelim. ¢ : I? — Y béliim doniigiimii her (x,y) noktasm [(z,y)] denklik simfina
resmediyor: ¢((x,y)) = [(x,y)]. I? iizerinde salt topolojinin kondurdugu topoloji var olsun. Y

bolim kiimesi tizerinde ¢ bolim doniiglimiini siirekli kilan en ince topolojiye, bolim doniigimii
diyoruz. Boylece sonlu silindir {izerinde bir topoloji tanimlamig oluyoruz.

2. Simdi sonsuz silindiri elde edecegiz. Diizlem iizerinde A = [0, 1] x R kapali geridini diigiinelim. Bu
[0, 1] kapali arahig: tizerinde diigey dogrultuda agagiya ve yukariya simirsiz uzayan serittir. Bu geridin
soldaki ve sagdaki diisey kenarlarini birbiri iizerine lelecek sekilde yapistiralim. Iki ucu sonsuza giden
bir silindir elde ederiz. Simdi bunu bir béliim topolojisi olarak elde edelim. A = [0,1] x R seridi
iizerinde diizlemin kondurdugu topoloji var olsun. A iizerinde

() ~ (@) [(z,y) =@y VI0y) < (Ly) (2)

denklik bagintisin1 tanimlayalim. Tabii, burada 0 < x <1 ve —infty <y < 400 oldugu agiktir. Bu
baginti, seridin diigey iki kenarim iist iiste gakigtirmaya denk olur. Y = A/ ~ diyelim. ¢ : A - Y
bolim doniigiimii her (x,y) noktasim [(z,y)] denklik simifina resmediyor: ¢((z,y)) = [(z,y)]. ¥
boliim kiimesi tizerinde ¢ boliim doniiglimiini siirekli kilan en ince topolojiye, bolim doniigimii
diyoruz.

3. Simdi yukarida elde ettigimiz silindiri yatay eksen byunca kaymaksizin yuvarlayalim. Tabii ilk
silindirde (0, y) noktasi ile (1, y) noktas: ¢akigmigtir. Silindir yuvarlanarak yatay eksende 2 noktasina
erigtiginde her y € R i¢in (0,y) ~ (1,y) ~ (2, y) olacaktir. Bu sekilde silindiri pozitif ve negatif yon-
lerde yuvarlamaya devam edersek, biitiin diizlemi bir silindire déniigtiirmiis oluruz. [Tabii, dizlemin
kalinlige olmadign igin, sonsuz kez yuvarlanan silindirin yanal yizeyinin de kalinlige olmayacaktar.]
Simdi bunu bir béliim topolojisi olarak elde edelim. R? = R x R analitik diizlemi {izerinde salt
topoloji var olsun. R? iizerinde

(z,y) ~ (@, y) & [(z,y) = ()] Ve -2 =n)A(y=1y) (3)

denklik bagintisini tanimlayalim. Tabii, burada —co < x,y < +oo dir. Bu baginti, biitiin geritlerin
diigey kenarlarini iist iiste cakigtirmaya denk olur. Y = R?/ ~ diyelim. ¢ : R? — Y béliim doniisiimii
her (z,y) noktasini [(z, y)] denklik sinifina resmediyor: o((x,y)) = [(z, y)]. Y boliim kiimesi iizerinde
o boliim doniigiimiini siirekli kilan en ince topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz. Burada, her n € Z
tamsayist ve her y € R gergel sayist icin

(.o (=nyy) ~ ... (0,y) ~ ...~ (n,y) ~
denklikleri vardir; yani béliim uzayinda bu noktalar ¢akigirlar.

4. MOBIUS SERIDI

I? = [0,1] x [0, 1] birim karesinin karsilikli iki kenarini ters yénde cakistiralim. Elde edilen sekil bir
Mobius gerididir. Bu seridin bir tek yiizeyi vardir. Herhangi bir yerden baglayarak, kalemi kaldir-
madan biitlin yiizey tizerinde bir ¢izgi cizebilirsiniz. Simdi bu yiizey iizerine bir topoloji kuralim.
I? iizerinde diizlemin salt topolojisinin kondurdugu topoloji var olsun. I? birim karesi {izerinde su
denklik bagintisini tanimlayalim:

(z,y) ~ (@) e (z,y) =Y V(=0 Ay =1-y) (4)

Bu bagmt1, I? birim karesinin diisey kenarlarim ters yonde iist iiste ¢akigtirmaya denk olur. Y =
12/ ~ diyelim. ¢ : [? — Y béliim déniigiimii her (x, %) noktasini [(z, )] denklik sinifina resmediyor:
o((z,v)) = [(z,y)]. Y bolim kiimesi (Mobius yiizeyi) tizerinde ¢ boliim déniigiimiini stirekli kilan
en ince topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz.
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5. SIMIT YUZEYI (TORUS)

I? = [0,1] x [0, 1] birim karesinin dért kenarmin kargilikli olanlarim ikiger ikiger gakigtiralim. Elde
edecegimiz gekil bir simit yiizeyidir. I? birim karesi iizerinde diizlemin salt topolojisinin kondurdugu
topoloji var olsun. Simit yiizeyini karenin bir béliim uzayi olarak elde edebiliriz. Bunun icin I? birim
karesi {izerinde su denklik bagintisini kuralim:

(z,y) = (2,9 )V

0,9) < (1,y) A (2,0) = (x,1) (5)

('Tvy) ~ (m’,y’) g {

Bu bagnti, birim karenin yatay ve diisey kenarlarimin kargilikli olarak cakigtirilmasina denktir.
Y = 12/ ~ diyelim. ¢ : [? — Y béliim doniigiimii her (z,y) noktasim [(z,y)] denklik simfina
resmediyor: ¢((z,y)) = [(z,y)]. Y bolim kiimesi iizerinde ¢ bolim doniigiimiini siirekli kilan en
ince topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz. Bu iglem simit yiizeyi {izerinde bir topoloji kurmaktadir.

6. KURE YUZEYI

I? = [0,1] x [0,1] birim karesinin dort kenarmi bir noktada ¢akigtiralim. Ornegin dért kenarin
tizerindeki biitiin noktalar1 (0,0) noktasina egleyelim. Bu durumda bir kiire yiizeyi elde ederiz.
I? birim karesi iizerinde diizlemin salt topolojisinin kondurdugu topoloji var olsun. Kiire yiizeyini
karenin bir béliim uzay1 olarak elde edebiliriz. Bunun icin I? birim karesi {izerinde su denklik
bagmtisini kuralim:

(z,y) = (2, ¥ )V
(0,9) <> (0,0)V
(z,y) ~ (2',y) & < (2,0) « (0,0)V (6)
(Ly) < (0,0)v
(2,1) + (0,0)

Bu baginti, birim karenin yatay ve diigey kenarlari iizerindeki biitiin noktalar1 (0, 0) noktasina egler.
Y = 1%/ ~ diyelim. ¢ : I? — Y boliim déniigiimii her (z,y) noktasin [(x,y)] denklik smmifina

resmediyor: o((x,y)) = [(z,y)]. ¥ bolim kiimesi (kiire yiizeyi) iizerinde ¢ boliim doniigiimiini
siirekli kilan en ince topolojiye, béliim doniigiimii diyoruz. Bu iglem kiire yiizeyi {izerinde bir topoloji
kurmaktadir.

7. CEMBER

Kapali bir araliktan bir cember elde etmek i¢in bu araligin iki ucunu birlegtirerek bir ¢embere
benzetebiliriz. Bu goriigten hareketle, cemberi kapali bir araligin béliim uzay: olarak olugturabiliriz.
Y = {(z,y)|z? + y* = 1} diyelim. [0, 27] arahg: iizerinde salt topoloji var olsun. f : [0,27] — Y
fonksiyonunu f(t) = (cost, sint) € R? diye tanimlayalim. Bu fonksiyon siirekli ve kapalidir. A =
[0, 27] aralig) tizerinde ug noktalar: egleyen asagidaki baginti bir denklik bagintisidir:

r~ & v=alVv (7)
z=0Ay=21A

Buna gore f fonksiyonunu siirekli kilan en ince topoloji Y birim ¢emberi {izerindeki béliim topolo-
jisidir.



