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SONSUZ KAVRAMI NEDEN GEREKLIDIR?
ZENO'NUN KAPLUMBAGASI
Timur Karagay

tkaracay@baskent.edu.tr

Eski Yunan diisiiniirii Zeno (M.O. 490-435), hizl1 bir kosucunun bir kaplumbagaya, hi¢bir zaman
yetisemeyecegini savunur ve der ki, herhangi bir zamanda A noktasindaki kosucu ile B
noktasindaki kaplumbaga ayni dogrultuda yarisa baslasinlar. Kosucu A noktasindan B noktasina
yetisene kadar, kaplumbaga B den ilerideki bir B' noktasina varacaktir. Bu yeni konumda, kosucu
A' = B noktasinda ve kaplumbaga ise B' noktasindadir. Kosucu A' den B' ye gelene kadar,
kaplumbaga B' den bir B" noktasina gelecektir. Ikisi arasindaki uzaklik ne kadar kisa olursa
olsun, kaplumbaga yarisa devam ettigi siirece, yukaridaki durum her defasinda yeniden tekrar
edeceginden, kosucu, kaplumbagaya hi¢gbir zaman yetisemiyecektir.

Zeno'nun diisiiniigli mantik agisindan dogrudur. Ama, herkes biliyor ki, bir kaplumbagay1 gegmek
icin yaris¢1 olmaya bile gerek yoktur. Oyleyse bu ¢eliski nereden geliyor ?

HAREKET YOK MU ?
Yukaridakine benzer olarak, Zeno, hareketin olanaksizligini savunur ve der ki;

"Atilan bir ok hi¢bir zaman hedefine varamaz . Ciinkii, hedefe varabilmesi icin once ilk
yart yolu asmasi gerekir. Ilk yart yolu acmasi icin énce onun ilk yarisim agmasi gerekir. Ilk
yarmin ilk yarisini da agsmasi igin 6nce onun da ilk yarisini agmast gerekir... Ne kadar kiigiiliirse
kiiciilsiin - bu- ilk yari yollar durmadan ortaya c¢ikacaktir. Oyleyse bu ok hedefine
varamayacaktir.”

Zeno'mun bu diisiiniisii de mantik agisindan dogrudur. Ama, yine herkes biliyor ki, atilan ok bir
hedefe varir. Oyleyae bu celiski nereden geliyor?

Matematigin En Biiyiik Devrimi: Sonsuzluk

Yukaridaki Orneklere benzer celiskiler, bir biitiiniin istenildigi kadar kiigiik parcalara
ayrilamayacag goriistine gidebilir. Nitekim, Zeno'nun her iki 6rneginde "zaman" ya da "uzaklik"
kavramlarinin sonlu o6tesi kiiciik pargalara ayrilmasi ¢eliskiyi yaratmaktadir. Oysa, sonsuz
serilerin yakinsakligr kavrami bilinince Zeno'nun dogru diigiincesinden hareketle onun vardigi
yanlis hilkkme varilmayacagimi bugiin ¢ok iyi biliyoruz. Ama, eski c¢ag disiliniirleri benzer
celigkilerden sakinmak icin, ylizyillar boyunca, "sonsuz" kavramini konu disi tutmuslardir.
Onlara gore, 6rnegin, bir daireyi iki esit par¢aya, bolmek olanaksizdir. Ciinkii, dairenin merkezi
parcalardan ancak birisine ait olacagindan esitlik bozulacaktir.

17. ylizyilda, matematik analizin bir araci olarak "sonsuz kiiciik" ve "sonsuz biiyiik" kavramlar
genis Olciide kullanilmaya baglandi. Bu tiir gizil (potansiyel) sonsuzluk kavrami giivenle
kullanilirken, "sonsuz 6geli kiime" kavrami taa 19. yiizyilin ortalarina dek dokunulmaz (tabu) bir
kavram olarak kaldi. Bu tarihlerde, Cek bilgini B. Bolzano, sonsuz kiimelere ilk el atan
matematik¢i olmustur. Daha sonra, Alman matematik¢isi George Cantor (1845-1918) sonsuz
kiimeler kuramini miikemmel bir bigimde kurmustur. Sonlu kiimelerin 6zelikleri o zamanlar
zaten biliniyordu. Cantor, sonsuz kiimelerin sonlu kiimelerden ¢ok farkli ve o zaman i¢in olagan
dis1 sayilan Ozeliklere sahip oldugunu ortaya koydu. Bu ozelikleri ileride ayrintilariyla
inceleyecegiz. Ama, sonlu kiimelerle sonsuz kiimeler arasindaki belirtken farki ortaya koymak
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icin, su soruyu soralim:
"Bir biitlin bir parcasina esgiiclii olabilir mi?"

Kiime sonlu ise, bildigimiz gibi bu sorunun cevabi ‘hayir’ olacaktir. Ama, kiime sonsuz ise,
cevabimiz ‘evet’ olacaktir. Bunun nedenini ileride gorecegiz.

Stanislaw Lem ' den bir Oykii

Asagidaki oykii Polonyal1 fantezist Stanislaw Lem'den alinmistir. Yazarin, sonsuz kavramini bu
denli gilizel anlatimina, dogrusu ya, bizim ekleyecegimiz bir sey kalmadi.

OLAGANUSTU OTEL

Eve oldukca ge¢ dondiim. Andromedalilar kuliiblindeki toplant1 gece yarisindan ¢ok sonraya dek
uzamist1. Biitiin gece kabus gordiim: Onceleri dev yaratiklarla ugrastim. Sonra da kendimi
yeniden Durtitov gezegeninde buldum. Ustelik, o makinadan, hani o insani altigene ¢eviren ve bir
daha da diizeltmeyen o korkun¢ makinadan nasil korunacagimi da bilemiyordum... Neyse ki
hesapta olmayan bir telefonla uyanarak kabuslarimdan siyrildim. Hattin 6biir ucunda eski dostum
ve yildizlar arast seyahat arkadasim Profesor Tarantog vardi. Sesinden, gene iistesinden
gelemedigi bir isle karsilastig belliydi. Hemen konuyu agti:

"Dostum Miilayim, ilging bir problemle kars1 karsiyayiz. Astronomlar bir galaksi boyunca
uzanan kara bir bant kesfettiler. Ne oldugunu kimse bilemiyor. En iyi teleskoplar1 ve radyo
teleskoplar1 takip gonderdigimiz roketler bile bu esrarengiz nesneyi anlayamadan dondiiler.
Saatlerdir bu isle ugrasiyoruz. Artik baska yollardan umudu kestik. Hemen ACD -1587 takim
yildizina dogru yola ¢ikmaya hazirlan!”

Ertesi giin emektar foton roketimi tamirciden ¢ektim. Yolculuk icin gerekli her seyi icine
yerlestirdim. Ozellikle, yildizlar arasi biitiin dilleri ve en giizel Oykiileri bilen elektronik
robotumu unutmamaya dikkat ettim. Gidecegim yerde, onsuz hi¢ kimseyle konusamayacagim
gibi, bu uzun yolculukta heran gonliimiin diledigi tiirden Oykiiler anlatmasa, can sikintisindan
olebilirim. Robotum enaz bes yillik bir yolculuga yetecek kadar dykii bilmektedir.

Yola ¢iktim.

Her zaman oldugu gibi, Onceleri yolculugum ¢ok iyi geciyordu. Hatta, dostum Tarantog'un
verdigi bu is'ten memnun bile olmustum. Ama roketimin zaman ayarindaki bir bozukluk
nedeniyle, yolculuk umdugumdan daha cok siirdii. Doniiste, ya tamircimi degistirecegim ya da
roketimi... Zavalli robotum, ben sikilmayayim diye enaz on kez devrettigi 6ykiiler arasindan, o an
icin hoslanabileceklerimi bir daha segcmeye ugrasiyordu. (Bir elektronik robottan bir dykiiyii on
kez dinlemekten daha berbat bir sey olamayacagini ona ne diye 6gretmemisler sanki!) Neyse Ki
sonunda hedefimiz uzaktan goriindii. Galaksiye yaklastikca, ne oldugunu diinyadan
anlayamadigimiz o kara bantin hemen hemen her burgta kurulan heyuld' birer yap1 oldugunu
gordiim. Uzaktan bakinca, biz, bu yapilar1 galaksiyi boydan boya asan kara bir bant olarak
gormiistiik.

Bu yapilardan ¢ogunu geride birakarak galaksinin merkezine ilerledim ve bu heyuld yapilardan
biri olan Kozmoz oteline indim.

Bir zamanlar bu galakside gorevliydim. O zamanlar gezginlerin siginacagi kiigiik peykler
yaptirmistim. Ancak, zamanla gezginlerin sayis1 ¢ok arttigindan, galakside peyk trafigi tehlikeli
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bir hal almis. Ustelik gelisen evrende bu peykler oldukea ilkel sayllmaya baslanmis. Bunun
iizerine, peykleri toplayip onlarin yerine, hemen hemen her bir burcta sonsuz odali birer otel
yapmaya karar vermisler. Hemen her burcta diyorum, ¢iinkii insaat sirasinda; galaksideki canlilar
biraraya topladiklar1 bir ka¢ milyon burg harig, 6tekilerin (ki sonsuz sayidadir) herbirisine bir otel
kurmuglar. Boylece sonsuz odali bu oteller, hem bulunduklar1 burcun boélgesindeki biitiin
yildizlara hem de baska galaksilerden o yildizlara gelecek gezginlere yetsin diye diistiniilmiis.
Yap1 malzemesi olarak, galaksiye ait yildizlardan uygun maddeler taginmas.

Gergekten oteller harika. Sonsuz odali Kozmoz otelinin herbir odasinda, her hangi bir galaksiden
gelecek miisterinin yasam kosullarina ayarlanabilecek her tiirlii konfor var. Odayi istediginiz
gazla doldurabilir, istediginiz sicakliga ayarlayabilirsiniz. Musluklardan isterseniz sicak ya da
soguk su, isterseniz istediginiz kivamda plazma akar. Dilerseniz, gece sizi atomlariniza ayirirlar,
sabahleyin yeniden birlestirirler. Dogrusu ya, bu galakside uygarlik bizimkinden daha ileride.
Bizimkilerin, bu gidisle; kalkinma hizin1 yeniden ayarlamalari gerekecek.

Biitlin bunlara karsin otele indigimde pek talihli sayilmazdim. Otel yeni agilmisti. Personel heniiz
islere iyice alisamamusti. Ustelik Uzay Zoologlari Kongresi burada toplanmisti. Oteki biitiin
galaksilerden gelen zoologlar otele benden 6nce inmislerdi. Sonsuz ¢okluktaki bu galaksilerden
gelen bu miisteriler, sonsuz odali Kozmoz otelini ¢oktan doldurmuslardi bile...

Roketim bakim gérmeden ve ben de iyice dinlenmeden ne diinyaya donebilirdim ne de bir baska
burcta bos otel aramak igin yola cikabilirdim. Otel katibi halden anladi. Once, telefonla odalari
arayarak, odasini benimle paylasacak bir zoolog aradi. Sonunda buldu; hem de iki centilmen. Ne
yazik ki bu centilmenlerden birisi odasini fliior gazi ile doldurmustu, otekinin de 8600 C de
uyumasi gerekiyordu. Nazik kabulleri icin her ikisine de ayr1 ayr1 tesekkiir ederek, yine katibin
yanina dondiim. Katip bu kez otel miidiiriine ¢iktt. Adimi1 duyan miidiir kosarak yanima geldi.
Mutlu bir tesadiif, kendisi buradaki eski dostlarimdan birisiydi. Hemen katibe emretti :

"Konugumuzu 1 Nolu odaya al."
Katip biraz saskin cevap verdi :
"Peki ama 1 Nolu odadaki miisteriyi ne yapayim?"

"1 dekini 2 ye, 2 dekini 3 e, 3 dekini 4 e al. Bdylece biitlin miisterileri birer numara geriye
kaydir."

Bu cevaptan sonra, otelin olaganiistii bir 6zeligini anlamistim. Eger sonulu sayida oda olsayd,
her miisteri bir geriye kayinca, en son odadaki miisteriye yer kalmazdi. Ama oda sayis1 sonsuz
oldugu icin, hi¢bir miisteriyi otelden ¢ikarmadan, herkesi birer geriye kaydirmak miimkiindii.

Ertesi giin 1000 000 Nolu odaya gegmem rica edilince hi¢ sasirmadim. Zira VSK - 3472 numarah
galaksiden gelen zoologlar benden sonra yetismislerdi, dolayisiyla, otel miidiirii bu gruba dahil
999 999 yeni miisteriye yer aciyordu.

Ertesi glin hesab1 6demek iizere asagiya indigimde, katibi ¢ok telasli gérdiim. Holdeki kayit
biirosunun 6niinde kuyruga girmis olan bir kalabaliktan giiriiltiiler geliyordu :

"Andromeda’dan iki pulum var. Sirius'dan iki pul ile degistirmek istiyorum..."
"Erpean'dan 57 nci uzay yilina ait bir pul artyorum..:"

Katibe,
"Bunlar da kim ?"
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diye sordum.
"Yildizla.r aras1 kusseverler kongresi delegeleridir."
diye cevap verdi.
"Cok kalabalik midirlar?"
"Hem de nasil !.. Sonsuz ¢oklukta ... Herbir galaksiden bir delege var."

O an pencereden disartya baktim. Holdeki kuyruk, disarida da taa Macellan bulutuna dogru
uzayip gidiyordu.

"Peki ama bunlara nasil yer bulacaksmiz simdi! Ustelik zoologlar yarina kadar otelden
ayrilmayacaklar..."

dedim.

"Dogrusu ben de bilmiyordum. Zaten simdi durumu miidiire anlatmaya gidiyordum.
Liitfen beni birkag¢ dakika bekleyiniz."

diyerek katip odadan ¢ikti.

Goriintise bakihrsa bu kez problem daha zor ¢oziilmiistii. Katibin birka¢ dakikas1 bir saati ¢oktan
asmisti ki, yorgun ama memnun bir yiizle odasina dondi. Benim varhgmmi bile unutarak,
adamlarina buyruk vermeye basladi :

"1 numaradakini 2 numaraya..."

diye soze basladi. Ben o an neredeyse i¢imden kis kis giilmeye baslayacaktim. Ciinkii bu yontemi
benim i¢in uygulamiglardi ve biliyordum ki bu is ancak sonlu sayida yeni miisteriye yer
acabilirdi. Oysa bunlarin kapisinda sonsuz ¢oklukta miisteri kuyrukta bekliyordu. Ama katip
sozunii,

"2 numaradakini 4 numaraya, 3 numaradakini 6 numaraya; genel olarak n numaradakini
2n numaraya yerlestiriniz."

diye bitirince, sorunu gercekten ¢ozdiiklerini anladim. Bu yontemle sonsuz ¢oklukta olan biitiin
tek numarali odalar1 bosaltabiliyorlardi. Artik, bunlara kusseverleri yerlestirebileceklerdi.
Boylece cift numarali odalar uzay zoologlar1 ve tek numarali odalar da uzay kusseverleri
tarafindan isgal edilmis olacakti.

Roketimin bakimi yapilmis, geri donils i¢in hersey hazirdi. Ama Kozmoz otelinin konforu ve
uzay zoologlar1 ile kurdugum igten dostluklardan daha ¢ok, bu otelin simdi karsilastigim bu
ikinci olagantistii 6zeligi beni doniis kararimdan vaz gecirdi. Biraz daha kalirsam, belki Kozmoz
otelinin bagka olaganiistii 6zeliklerini daha 6grenebilirdim. Gecikecegim i¢in dostum Tarantog'un
cani sikilsa bile, bu merakimi yenemeyecektim. Sonunda ben de biitiin zoologlar gibi odami
degistirdim ve 1000 000 numarali odadan ¢ikip 2 000 000 numarali odaya yerlestim. Bu arada,
Samanyolu'dan gelen ve kuyrukta 574 iincii sirada yer alan kugsever bir arkadasim 1147 numarali
odaya yerlesmisti. Genel bir kural diye soylersek, kusseverlerin meydana getirdigi kuyrukta n-
inci sirada yer alan bir miisteri 2n-1 numarali odaya yerlesmisti. Ertesi giin zoologlarin kongresi
bitip herbiri kendi yurduna doéniince otelde bir ferahlama- sezildi. Bu arada otel miidiirii
arkadasim, beni, kendisine ayrilan lojmandaki bos bir odaya yerlestirmek nezaketinde bulundu.
Otelin yaris1 bosaldigi i¢in miisteriler kadar otel personeli de memnun goriiniiyordu. Ama onlari
memnun eden bu igin otel miidiiriinii memnun etmedigi anlasiliyordu :
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"Otelin yaris1 bosaldi. Bu gidisle isletmemiz zarara girecek!...

diye dertlendi. Gergekte, sonsuz miisterisi olan bir otelin nasil olup da zarar edebilecegini
anlayamadim. Ama konusmus olmak igin,

"Oyleyse miisterilerini tekrar siklastir; zoologlarda oldugu gibi otel yeniden dolsun."
dedim.
"Hay allah, bunu neden diisiinemedim simdiye dek?"

diye hayiflandi. Hemen telefona sarilarak katibe ne yapacagini anlatti. Zaten bu kez problem
kolaydi1. Kusseverler 1, 3, 5, 7, ... 2n-1, ... gibi tek numarah odalar1 doldurmuslardi. Oyleyse, 1
numaradakini yerinde birakarak, 3 numaradakini 2 numaraya, 5 numaradakini 3 numaraya; genel
olarak, 2n-1 numaradakini n numaraya yerlestirmek yetecekti. Boylece, yaris1 bos olan otele
hicbir yeni miisteri gelmedigi halde, mevcut miisterilerle otel yeniden doldurulmustu.

Yazik ki bu sorunun ¢6ziimiiyle miidiiriin sevinci uzun siirmedi. Galakside hemen her burcta
kurulan herbiri sonsuz odali sonsuz ¢okluktaki otellerin hemen bosaltilmasi buyrugu gelmisti.
Otellerin ingsaat1 sirasinda Oteki yildizlardan tasinan yapt malzemeleri nedeniyle galaksi ici
yildizlar aras1 c¢ekim dengesinin bozuldugu saptanmisti. Bunun ileride ciddi sorunlar
yaratmasindan korkuluyordu. Bu nedenle, bu otellerin yikilip, herbir yildiza ait malzemelerin
geriye gotlriilmesi kararlastirilmisti. Yikim, isine hemen baglanacagindan, bu otellerin biitlin
miisterilerinin bes giin icinde Kozmoz oteline yerlestirilmesi 6ngoriilmiistii. Zavalli dostum,
Kozmoz oteli miidiirii, 6niine gelene dert yantyordu:

"Once, her odasi dolu otelime yeni bir miisteri geldi. Yer yok demedim. Ona bir oda buldum.
Sonra 999 999 yeni miisteri daha geldi. Onlar1 da geri ¢evirmedim. Herbirine bir oda buldum.
Daha sonra, tamamen dolu olan otelimin oda sayist kadar yeni miisteri daha geldi. Onlara da yer
yok demedim, herbirisine bir oda verdim. Ama bu kez ne yapabilirim ben ? Sonsuz g¢oklukta
burg, her burgta bir otel, her otelde sonsuz ¢oklukta miisteri var. Simdi biitiin bunlari, zaten
tamamen dolu olan otelime nasil yerlestiririm? Bu buyrugu verenler beni sihirbaz m1 saniyorlar?"

Miidiiriin bu sekilde yakinmasi birkag¢ saat siirdii. Ne var ki buyruk buyruktu ve de buyrugun
yerine getirilmesi i¢in zaman daraliyordu. Bakti ki yakinmanin yarart yok, oturup sorunu ciddi
olarak diisiindii. Bir de baktik ki otelin her yanina duyurular astirtyor. Bu sorunu ¢éziimleyene
istedigi bir galaksiye gezi yapma olanagi saglayacakti. Oteldeki biitiin miisteriler ve biitiin
personel her isi bir yana birakip bu problemi diisiinmeye bagladilar.

Neden sonra as¢ilardan birisi heyecanla miidiiriin odasina daldi ve su 6neride bulundu :

"Birinci otel bizimki olsun. Bizim otelde, 1 numaradaki miisteriyi yerinde birakiniz. 2
numaradakini 1001 numaraya, 3 numaradakini 2001 numaraya, 4 numaradakini 3001 numaraya...
v.b. yerlestiriniz. Sonra ikinci oteldeki miisterileri, bizim otelin 2, 1002, 3002, ... numarali
odalarmna yerlestiriniz. Sonra ti¢iincii otelin miisterilerini bizim otelin 3, 1003, 2003, 3003, 4003,
... numaral1 odalarina yerlestiriniz Ve artik bu ise boylece devam ediniz."

Odadakiler bir an duraksadi. Acaba sorun ¢éziimlenmis miydi ? Miidiir, sdylenenleri en bagindan
dikkatle yeniden diisiinmeye koyuldu. Biraz sonra as¢iya dondii:

"Bak, sana once bir eski hikaye anlatacagim. Eski Roma senatosu imparator Tiberius'un
onuruna, Eyliil aymin adin1 "Tiberius" olarak degistirmeyi onerir. (Temmuz = Julius ve Agustos
= Augustus adlar1 daha Once imparator adlarini almiglardi.) Tiberius, igneli bir ifadeyle
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senatosuna su cevabi verir: ‘Peki ama onii¢lincli Sezar’a ne dnereceksiniz?’ Simdi ben de sana
sunu soruyoruin : Onerdigin plana gére, dncelikle, Kozmozun biitiin miisterilerini yine Kozmoza
degisik bir bigimde yerlestiriyorsun. Sonra ikinci otelin biitiin miisterilerini de ayni sekilde
Kozmoza yerlestirebiliyorsun. Ugiincii, dordiincii, ... , bininci otelin biitiin miisterilerini de ayni
plana gore yerlestirebileceginizden hi¢ kuskum yok. Peki ama 1001 inci ve ondan sonraki
otellerin miisterilerini ne yapacaksin?"

Ascinin plani ilgingti ama problemi tam ¢ézemiyordu.

Biraz sonra otel muhasebecisi bir baska Oneriyle ¢ikageldi. Onun Onerisi geometrik dizilere
dayaniyordu. Birinci oteldekileri 2, 4, 8, 16, 32, ... numarali odalara ; baska bir deyisle 2, 22, 23,
24, 25, ... numarah odalara yerlestirecekti. ikinci &teldekileri 3, 9, 27, 81, ... numaral1 odalara;
baska bir deyisle 3, 32, 33, 34, ... numaral odalara yerlestirecekti. Ugiincii oteldekileri 4, 42, 43,
44, ... numarali odalara,... Ve boylece devam ediyordu ki, miidiir séziinii kesti :

"Herkese bir oda istiyoruz. Sizin bu plana gore, 0rnegin, birinci otelin 2 numarali
miisterisi ile li¢iincii otelin 1 numarah miisterisini Kozmoz'un 4 numarali odasina yerlestirmis
oluyorsunuz." ,

Bir sessizlik ¢oktii odaya. Bu umut da m1 bosa ¢ikiyordu? Bu noktada séze karistim. Ne de olsa,
Yildiz Akademisinde bes yillik matematik 0grenimimin bosuna olmadigini ispatlamak firsati
dogmustu:

"Baylar," dedim "yalmz asal sayilar1 kullanirsak bu yéntem isler. Once, 2 den baslayarak
asal sayilari, kiiciikten biiylige dogru 2, 3, 5, 7, 11, ... gibi siralayalim. Birinci otelin miisterilerini
ilk asal sayinin kuvvetleri ile numaralanmis odalara; yani 2, 22, 23, ... numarali odalara
yerlestirelim. Ikinci otelin miisterilerini ikinci asal saymin kuvvetleri ile numaralanmis odalara;
yani 3, 32, 33, 34,... numarali odalara yerlestirelim. Bdylece devam edersek, iigiincii otelin
miisterilerini 5, 52, 53, 54,... numarali odalara; dordiincii otelin miisterilerini 7, 72, 73, 74,...
numarali odalara, ... v.b.

Miidir :
"Yani boyle yaparsak, bir odaya birden ¢ok miisteri girme olasilig1 kalkiyor mu?"
diye sordu.

"Elbette!" diye cevap verdim. "Ciinkii iki asal sayinin pozitif tam kuvvetlerinden herhangi
ikisi esit olamaz; yani p ile q herhangi iki asal say1 ise ve p(q ise, her m, n pozitif tamsayilar1 i¢in

pm ( gn dir."

Midiirlin yiizii giilmiigti artik. Sorunun c¢oziildiigline inanmisti. Ancak isin pratik yoniine
kolaylik kazandirmak i¢in, son 6neriyi soyle degistirdi:

"Yalniz 2 ve 3 asal sayillarim1 kullanalim. n-inci otelin m-inci odasinndan gelecek
miisteriyi Kozmoz'un 2m3n. numarali odasina yerlestirelim."

Gergekten bu ¢ok daha kolay uygulanabilir bir yonterndi: Buna gére herhangi numarali bir otelin
herhangi numarali bir odasindan gelecek miisteriye, Kozmoz'da hangi numarali odaya
yerlesecegini, daha giriste kapici bile sdyleyebilirdi. Tabii, m(p yada n(q ise 2m3n(2p3q
oldugundan, her miisteriye bir tek oda verilebilecekti.

Artik herkes memnundu. Coziilemez sanilan problem ¢oziilmiistii. Ama ne ben ne de miidiir
ortaya konan armagana hak kazanamiyorduk; ¢iinkii bu ¢6ziime gore otelin biiyiik bir kismi1 bos
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kaliyor, dolayisiyla isletme zarar1 doguyordu. Benim ¢ézlime gore, 6rnegin, 6, 10, 12, ... numarali
odalar; daha genel soylersek, bir asal sayinin bir kuvveti olarak yazilamayan sayilara karsihk
gelen biitiin odalar bos kaliyordu. Miidiiriin ¢6zlimiine gore, 2m3n seklinde yazilamayan sayilara
karsilik gelen biitiin odalar bos kaliyordu. Su aksilige bakin ki, biraz 6nce, herbiri Kozmoz
biiyiikliigiindeki sonsuz g¢oklukta bu dolu otellerin rniisterilerini zaten dolu olan Kozmoz'a
sigdiramiyorduk. Simdi ise aynmi miisterilerin hepsini Kozmoz'a yerlestirdigimizde bile burayi
dolduramiyoruz. Bu, Kozmozun karsilastigim ii¢lincli olaganiistii 6zeligi oluyordu. Dogrusu
geciktigime degmisti.

Armagani kazanan ¢6zliimii, bir kusseverler delegesi olan Swan galaksisi Matematik Akademisi
baskan1 Onerdi. Baskan, sirali ¢iftlerden olusan soyle bir tablo diizenlemisti. Sirali ¢iftlerden
herbirisi bir niisteriyi gdsteriyordu. Ornegin; 5 inci otelin 102 numarali odasindaki miisteriyi
(5,102) sirali ¢ifti ile; daha genel s6ylersek, n-inci otelin m-inci odasindaki miisteriyi (n,m) sirali
cifti ile temsil ediyordu. Sonra birinci otelin miisterilerini temsil eden sirali ¢iftleri bir satir
halinde yaziyor, o satirin altina ikinci otelin miisterilerini temsil eden sirali ¢iftleri, onun altina
ticlincii otelinkileri,... Boylece sOyle bir tablo ortaya ¢ikiyordu:

1Ly 12 @3 4 .. 1, m) ..
21 22 23 (24) .. 2, m) ..
3,1) 32 (33) (34 .. (3, m) ..
41 42 43 @44 .. (4, m) ..
n1) (2 (n3) (n4) .. (n,m) ...

Artik s6zkonusu biitiin miisteriler bu tabloda yer ahyordu. Ornegin, 7000 inci otelin 888 888
numarali odasindaki miisteriyi temsil eden (7000, 888 888) sirali ¢ifti, tabloda 7000 inci satir ile
888 888 inci siitunun kesistigi yerde yer aliyordu.

Tabloyu hepimiz az ¢ok anlamistik, ama bu tablonun ne ige yarayacagmi anlayamiyorduk.
Baskan kisa konustu:

"Kareleme yontemiyle miisterilerinizi yerlestiriniz."
Hig kimse bir sey anlamamisti. Miidiir sordu:
“Nasil yani ?"

"Cok kolay!" dedi bagkan " (1,1) deki miisteriyi 1 numaraya, (1,2) dekini 2 numaraya, (2,2) dekini
3 numaraya, (2,1) dekini 4 numaraya yeriestiriniz. Dikkat ederseniz tablomuzun sol {ist
kosesindeki ilk kareye ait sirali ¢iftleri kullandik. Simdi ikinci kareye, gecelim. Karenin sag {ist
kosesinden baslayacagiz. (1,3) deki miisteriyi 5 numaraya, (2,3) deki miisteriyi 6 numaraya, (3,3)
deki miisteriyi 7 numaraya,(3,2) deki mii,ateriyi 8 numaraya, (3,1) deki miisteriyi 9 numaraya
yerlestiriniz. Yine dikkat ederseniz, tablonun sol iist kdsesindeki ikinci kareye ait biitiin sirali
ciftleri kullandik. Artik boylece devam ediniz. Bakiniz, 6rnegin, tiglincii kareye ait siral ¢iftleri,
sag uist koseden sol alt koseye dogru oklarla gosterdigim sirada yerlestireceksiniz. Sonra 4-iincti,
5-inci, 6-inct, ... kareler i¢in de ayni isi yapacaksiniz."
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(L) 1.2) 1.3) (14) (L.

ood ood ood 000
21 <« (2.2) 23) (24) 2, n)
2 \
(Bl <« (32 <« (3,3) (3.4) (3,n)
2
41 <« (42 <« (43) <« (4,4) @n ..

(n,1) (n,2) (n,3) (n,4) (n,n)

Miidiir :
"Acaba bu kez biitiin miisteriler Kozmoz'a sigacak mi1 ?"
diye kuskuyla sordu.

"Elbette!" dedi bagkan "Hem biitiin miisteriler sigacak, hem de bos yer kalmayacak.
Bakiniz bu tablodan goriildiigli gibi, ilk n tane otelin ilk n odalarindan gelecek n2 tane miisteriyi
Kozmoz'un ilk n2 odasina yerlestirmis olacaksiniz. Biitiin miisteriler er ya da ge¢ bu karelerden
birisine dahil olacaklardir; yani Kozmoz'a yerlesebileceklerdir. Ornegin, 217 inci otelin 136
numarali miisterisi 217 inci karede yerini alacaktir. Hatta, isterseniz hangi numaraya, gidecegini
de soyleyebilirsiniz. Bu miisteri 2162 + 136 numarali. odaya yerlesecektir. Genel bir kural olarak,
n-inci otelin m-inci odasindaki miisteriyi, eger n > m ise, Kozmoz'un (n-1) 2+m numarali
odasina, eger n<m ise Kozmoz'un (m2 - n + 1) numarah odasina yerlesecektir."

Bagkanin onerisini simdi hepimiz iyice anlamistik. Ger¢ekten hem biitiin miisteriler Kozmoz'a
sigiyor, hem de Kozmoz'un higcbir odasi bos kalmiyordu. Kussever matematik¢i LCR - 287
galaksisine bir gezi kazanmais oldu.

Bu basarili ¢6zlim onuruna, otel miidiirii o aksam biitiin miisterilere bir davet verdi. Aksilige
bakin ki davette bile problemler ¢ikmaya basladi. Kozmoz'un tek numarah odalarindaki
misteriler davete yarim saat gec geldiler, baktilar ki, biitiin sandalyeler ¢ift numarali odalarin
miisterileri tarafindan doldurulmus durumda. Oysa, nazik otel miidiiriimiiz, herkese ancak bir
sandalye ayirabilmisti. Ne var ki, artik otel katibi bile bu isin iistesinden gelebilirdi. Daha
onceden edindigi bilgiye gore sandalyelerdeki konuklar1 uygun bicimde geriye kaydirarak yeni
gelenlerin hepsine yer acti. Tabii, disaridan tek bir sandalye bile getirmeye ihtiya¢ kalmadi.

Biraz sonra konuklara dondurma sunuldu. Baktilar ki her konuga ikiser kiilah diisiiyor. Oysa
as¢ibast herkese ancak birer kiilah hazirlamisti. Saniyorum ki artik bunun nedenini sizler de
benim gibi kolayca anlayabiliyorsunuz.

Giderek, artik bu otelde olanaksiz sandigimiz herseyin olabilecegine inanmaya basliyordum ki
nazik dostuma yeni bir buyruk daha ulasti. Merkezden, Miisterilerin Kozmoz oteline ne kadar
degisik bicimlerde yerlestirilebilecegi soruluyordu. Herbir yerlesme bi¢imi, bos odalar 0 ile dolu
odalar 1 ile gosterilmek iizere bu iki rakamdan olusan sonsuz bir satir dizisi ile temsil edilecekti.
Ornegin, yalniz tek numaral1 odalarin dolu oldugu yerlesme bigimi

1010101010...
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dizisi ile; biitlin odalarin dolu oldugu yerlesme bi¢imi
1111111111...

dizisi ile; biitliin odalarin bos oldugu hal (ki bu isletmenin iflas1 demektir) ise,
000000000...

dizisi ile temsil edilecekti.

Otel miidiirii problemi bir siire diisiindiikten sonra soyle bir yol buldu. Otelin her katinda sonsuz
coklukta oda vardi; yani otelin herbir kati, otelin biitiin odalar1 kadar odaya sahipti. Dolayistyla,
her katin, sorumlusundan miisterileri kendi katina nasil yerlestirecegini belirten bir liste istedi.
Farkli iki kattan gelen listelerin ayni olmamasi i¢in de gerekli kontrolun yapilmasini buyurdu.
Otelde sonsuz coklukta yerlesme bicimi gosteren diziler verilmis oluyordu. Artik miidiiriin
yapacagi is bu dizileri alt alta yazip meydana gelen listeyi ilgili yere gondermekti.

Dostuma,

"Bu listenin tam olduguna nasil giliveniyorsunuz? Acaba bu listedekilerden farli bir
yerlesme bi¢imi olamaz m1?"

diye sordum.

"Dogrusu, bilemiyorum. Elimde sonsuz ¢oklukta yerlesme bigimi var. Oyleyse, biitiin
yeriesme bi¢imleri bu listede var olmalidir, diye diisiiniiyorum."

dedi.

"Bu listenin tam olmadigin1 gosterebilirim. Size, elinizdekilerden farkli bir yerlesme
bi¢imi bulacagim."

dedim. Otel midiiri bana:

"Dostum Miilayim, belki bu liste eksiktir. Ama bunun bdyle oldugunu hi¢c kimse
gosteremez. Zaten elimizde sonsuz ¢oklukta dizi var. Bundan 6tesi nasil olacak ?"

dedi.

Dostumla iddiaya girerek ise koyuldum. Once her katin sorumlusnna 6nerdigi yerlesme bi¢imini
ilgili odalarin kapisina yazmalarimi rica ettim. Yani, bos Onerdikleri odalarin kapisina 0, dolu
onerdikleri odalarin kapisina 1 yazmalarini istedim. Sonra birinci kattaki birinci odanin kapisina
gittim. Kapida 0 vardi. Kuracagim dizinin ilk terimini 1 olarak yazdim. Sonra ikinci kata ¢iktim.
Bu kez bu katin ikinci odasinin kapisindaki numaraya baktim: 1 idi. Dizimin ikinci terimi olarak
0 yazdim. Sonra iiglincii kata ¢iktim, iiclincli odanin kapisina baktim: 1 idi. Dizimin {i¢iinci
terimi olarak yine 0 yazdim. Boyleee her katta o katin numarasina esit numarali odanin kapisinda
0 mi, yoksa 1 mi yazili olduguna bakiyor, 0 ise 1, 1 ise 0 rakamini hazirladigim diziye
yaziyordum. Boylece her katta dizimin bir teriminin ne olmasi gerektigine karar veriyordum:
Buna gore, 6rnegin, 778 inci katta, yalnizca 778 numarali odanin kapisina bakiyorum, kapida 0
varsa dizimin 778 inci rakamin 1 diye yaziyorum; 1 varsa 0 diye yaziyorum.

Biitiin katlarda ayni isi yaptiktin sonra hazirladigim diziyi gururla miidiiriin 6niine koydum :
"Iste dostum," dedim "listenizde olmayan bir yerlesme bigimi!"

"Bunun benim listemde olmadigim nasil bilebiliyorsun ?"
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"Cok kolay. Kurdugum bu dizi, sizin listedeki birinci dizi olamaz,. ¢linkii ilk rakamlar
farkhdir. Tkinci dizi de olamaz, ciinkii biitiin 6teki rakamlar esit olsa bile ikinci rakamlarmnm farkh
oldugunu goriiyoruz. Ugiincii diziye bakalim, iigiincii rakamlar farklidir... Genel olarak, benim
kurdugum dizi ile sizin listedeki n-inci diziyi karsilastiralim. Bu iki dizinin n-inci terimleri
farklidir: ¢linkii diziyi, 6zellikle, boyle olacak sekilde kurdum. Demek ki, bu dizi sizin listedeki
dizilerden higbirisine esit degildir."

Miidiir, bu bagarimdan pek memnun goriinmeyerek,
"Eh!" dedi "0yleyse sizin diziyi de listeye ekleyelim, listemiz tam olsun."

"Yoo0..." dedim "Bu liste hi¢bir zaman tam olamaz.... Bu diziyi listeye ekleseniz, ne
degisecek? Gene elinizde numaralanabilen sonsuz coklukta bir diziler listesi olacak. O zaman
ben, bu yeni listeye gore, onceki yontemi kullanarak bu yeni listede de olmayan yeni bir dizi daha
kurabilirim. Hem bu isin sonu hi¢ gelmez. Her seferinde, listede olmayan yeni bir dizi
bulabilirim."”

"Yani, simdi bu isin i¢inden ¢ikamadik, diye mi bildirelim merkeze?" diye sordu.

"Hayir," dedim "tam tersine, sorunu c¢oziimledik Onlarin istedigi gibi, miisterilerin
Kozmoz'a miimkiin biitiin yerlesme bicimlerini bir listeye siralamak olanaksizdir. Bagka bir
deyisle, bu yerlesme bigimlerini numaralamak; yani saymak olanagi yoktur. Daha agikgasi,
sayilamaz ¢oklukta yerlesme bi¢imi vardir."

Haber merkeze dogru yola ¢ikarken ben de nazik arkadasim otel miidiiriine veda ederek emektar
roketime atladim. Doéniiste, dostum Tarantog'a o kara banttan daha ¢ok Kozmoz otelini, daha
dogrusu sonsuz kiimelerin karsilastigim bu olaganiistii 6zeliklerini anlatacaktim.

UYARI: Bu noktada artik kahramanimiz Miildyimi rahat birakalim ve ona fiziksel olarak
olanaksiz bildigimiz baz1 seyleri nasil basardigin1 sormayahm. Ornegin, rélativite kuramina gére
186 000 mil/sn den daha biiyiik bir hizla herhangi bir isaret gdbndermek olanaksizdir. Dolayisiyla,
otel miidiiriniin buyruklarinin biitiin odalara ulagsmasi bile sonsuz zamani gerektirir. Baska bir
deyisle, bu buyruklar higbir zaman her odaya ulasamayacaktir. Aynmi sekilde, kahramanimizin
sonsuz ¢okluktaki katlar1 dolagmas1 da higbir zaman bitmeyecektir.
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