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9.2.1 09. Boliim igin Ek Problemler

1. (X, ) topolojik uzaylar verilsin. Bunlarin ¢arpim uzayi (X, .7) olsun.
Her A € A i¢in Ay C X, alt kiimesi veriliyor. [] Ax C [] X alt-kiimesi
icin agagidaki bagintinin saglandigim gosteriniz.

I] 45 ¢ (H AA>O (9.4)

AEA AEA

Coziim: Coziimi iki farkli durum icin ayr1 ayr1 yapacagiz.

1.DURUM: Sonsuz sayida Ay # X, olsun.

Her A € A i¢in A kiimesi (X, Z)\) uzayinda acgiktir. Ancak,
1T 4% (9.5)
AEA

kartezyen carpimi (X, .7) carpim uzayinda agik olamaz. Ciinkii, sonsuz

sayida Ay # X, ise, (9.5) kartezyen garpimi
o YT,) =T, x H{X,\ cANeMAN#AL,Tre T} (9.6)

3

bicimindeki alt-tabana ait hi¢ bir kiimeyi kapsayamaz. Ote yandan, her
A € Aigin A C Ay oldugundan

1145 < I] A (9.7)
A€A A€A

kapsama bagintisi vardir. Bu kapsamanin iki yaninin i¢lemleri alinirsa

(H Ag) C (H AA> (9.8)
AEA AEA

olacaktir. Gene ayni diigiiniigle, sonsuz sayida Ay # X ise, bu kapsamanin
sag ve sol yanlari, alt-tabana ait (9.6) tipindeki hi¢ bir kiime igeremezler.
O halde her iki i¢glem bog olmahdir. Dolayisiyla, § C @ uyarinca (9.4)
saglanir.

2.DURUM: Yalnizca sonlu sayida Ay # X, olsun.

Sonlu sayida Ajp, Ao, ..., A, kiimesi diginda kalan biitiin Ay kiimeleri
icin A, = X, (¢ # 1,2,...,n) olacaktir. Bu durumda (9.5) kartezyen
¢arpimi, ¢arpim uzayin tabanina ait kiimeler igerir. Ornegin, T; C A (i =
1,2,...,n) olacak gekilde T; € .7; acgik kiimeleri i¢in

n

ﬁw;l(Ti) =N (Ti x [T - )\7é1,2,...,n}>

i=1

:Tlegx...xTan{X)\: A#£1,2,...,n}
CATXASX...XAZXH{X)\:)\751,2,...,71} (9.9)
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olacaktir. Bu durumda (9.8) bagintisinin sol yani

<HA§> :(Ai’xAgx...foLxH{XA: /\7&1,2,...,n})0

AEA

= (A9 x AZ x ... x A%)° x (H{XA: A£1,2,....0)

= (A x A x ... x A?) x (H{XA: A#1,2,...,n}
= I 4% (9.11)

AEA

olur. Simdi (9.10) den hareketle,

T 43 = (A9 x A3 x ... x A%)° x (H{X)\Z A#LZ---’”})O
AEA

C (A x Ay x ... x A,)° x (H{X,\: )\7&1,2,...,71})

:(Alegx...xAan{XA: )\#1,2,...,71})0

_ (H AA>O (9.12)

AEA

elde edilir. Dolayisiyla (9.4) saglanir.
Bagka problemlerde kullanacagimiz igin son iki egitligi 6zgiin bir formiil
olarak ifade edelim:

SoNuUG: (X, Z) topolojik uzaylari verilsin. Bunlarin ¢arpim uzay1 (X, .7)
olsun. Her A € Aicin Ay C X alt kiimesi veriliyor. Sonlu sayida Ay, As, ..., A,
kiimesi diginda kalan biitiin AX kiimeleri igin Ay = X\ (A # 1,2,...,n)

ise agagidaki bagintilar vardir:

(HAg)O = [[ 4 ¢ (H AA>O (9.13)

AEA AEA AEA

2. (Xy, 9)\) topolojik uzaylar: verilsin. Bunlarin ¢arpim uzay:1 (X, .7) olsun.
Her A € A i¢in Ay C X, alt kiimesi veriliyor. [] Ax C [] X alt-kiimesi
i¢in agagidaki bagintinin saglandigim gosteriniz.

IT14xc ] A (9.14)

AEA AEA

Coziim: Bunun ¢oziimii yukaridakine benzer bir diigiiniisle yapilabilir.
Coziimii gene iki farkli durum icin ayr1 ayr yapacagiz.
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1.DURUM: Sonsuz sayida Ay # X, olsun. Bu durumda, X carpim uza-
yinda

1T 4» (9.15)
AEA

kiimesini kapsayan kapali has bir alt kiime olamaz. (9.15) kartezyen ¢arpimini
kapsayan tek kapali kiime ¢arpim uzayin kendisidir. Oyleyse, kaplama
tanimi uyarinca

[[T4=x (9.16)
AcA
olur. X garpim uzay: biitiin alt-kiimelerini kapsadigina gore, (9.14) saglanir.

2.DURUM: Yalnizca sonlu sayida Ay # X, olsun. p € A, u # 1,2,...,n

olmak iizere, Ay = A, = X,, oldugundan

HA,\:(Alegx...xAn)xHXM

AEA HEA
:(Alegx...xAn)xHXM

HEA
:(fogx...xfn)xHXu

HEA

= 1[4~ (9.17)

gikar. Dolayisiyla (9.14) saglanir.

. Box ToproLoai: (X, 3) topolojik uzaylar verilsin. Bunlarin agik kiimelerinin

kartezyen carpimlart X = [[{X\ | A € A kartezyen garpim kiimesi {iz-
erinde bir topoloji {iretir. Bagka bir deyigle, her (A € A i¢in Ty, € Z,) agk
kiimelerinin kartezyen ¢arpimlarindan olusan

g:{HTA:)\eA,T,\e%} (9.18)

AEA
ailesi X carpim kiimesi iizerinde bir topoloji tabanidir. Gosteriniz.

Not: (9.18) ile tamimlanan topolojiye X c¢arpim kiimesi tizerindeki box
topoloji denilir. Carpan kiimelerin sayis1 sonsuz oldugunda, box topoloji
carpim topolojisinden daha incedir. Carpan kiimelerin sayisi sonlu oldugunda
box topoloji ile carpim topolojisi esit olurlar. Carpim topolojisi, izdiigim
fonksiyonlarim siirekli kilan en kaba topoloji oldugu i¢in, genellikle, box
topolojiye gore daha kullanighdir.
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Coziim: ¢ ailesinin 4.1.3.0Onermenin kosullarini saglandigini gostermeliyiz.

(a) X =¥ oldugu apagiktir.

(b) Her A,B € 4 ve her (z)) =2 € ANBi¢in x € C C AN B olacak
bicimde bir C' € ¢4 oldugunu gostermeliyiz.

A=T[{Ax | X €A, Ay e 73} (9.19)
B=][{BrI A€ A, Byc A} (9.20)
olacak bicimde {A,, By} acik kiimeleri vardir. Her A € A igin 9,
topoloji oldugundan her x) € Ay N By i¢in x) € C\ C Ay N B,

olacag agiktir. Ornegin Cy = A, N By almabilir. C' = [ Oy dersek,
istenen &zelik elde edilir.

4. (9.18) tabam tarafindan iiretilen topoloji, carpim topolojisinden daha in-
cedir. Gosteriniz. Esitligin olmadigina bir érnek veriniz.

Coziim: Carpim topolojisinin bir tabani (9.6) tipindeki kiimelerin sonlu
arakesitlerinden olugan ailedir; yani

(Ty x Ty x ... x T),) x H{Xﬂ:ue/\,u¢1,2,...,n}
HEA

bi¢imindeki kiimelerden olugan 2 ailesidir. Bu aileden segilecek her kiime
(9.18) tipinden bir kiimeyi kapsar. Z C ¢ oldugundan #* C ¥* olacag
aciktir.

Esitligin olmadigini gormek igin, sonsuz tane (0, 1) agik araliginin
(0,1) x (0,1) x ... x (0,1) x ...

kartezyen carpimini diigiinelim. Bu kartezyen ¢arpim box topolojide acik
bir kiimedir, ama c¢arpim uzayda acik degildir.



