Bolim 5

KOMSULUKLAR

5.1 KOMSULUKLAR
5.1.1 PROBLEMLER

1. Tanim 2.3.1 suna egdegerdir: A bir topolojik uzayn bir alt-kiimesi olsun.
Eger A kiimesi z noktasimin bir komgulugu ise, yani A € () ise, x
noktasi, A kiimesinin bir i¢ noktasidir.

Coziim:

€A’ (e T)(zreT CA e Ac B(z)

2. Tanim 2.4.1 suna egdegerdir: Her N € B(z) i¢in (N \ {z}) N A # 0 ise,
x noktasi1 A kiimesinin bir yigilma noktasidir.

Coziim:
(VN € B(2))(N — {z}) N A £ 0
SNMVMI'eT)zeTCN=(T—-{z})NA#0
sreA

3. Tanim 2.5.1 guna egdegerdir: Bir x noktasinin A kiimesinin bir kaplama
noktasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, z noktasinin her komsulugunun
A ile kesigmesidir; yani her N € Z(x) icin NN A # () ise z € A dur.

Coziim:
(VN € B(z))(NNA#D)
SNVIeZ)(zeTCN=(TNA#D)
sreA

4. Ayrik olmayan bir uzayda bir noktanin komsuluklar ailesini bulunuz.
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Coziim: (X,.7) ayrik almayan bir uzay ise her x € X noktast igin
PB(x) = {X} dir; yani her noktamn komguluklar ailesi yalmzca {X}
kiimesinden ibarettir.

. Bir noktanin sonlu tane komgulugunun arakesiti yine bu noktanin komgu-

lugudur. Gosteriniz.

Céziim: (X, .7) uzaymda bir z € X noktas1 verilsin. Ny, Na,..., N, €
B(x) ise
re€T) C Ny,x €Ty CNy,...,x €T, CNp

olacak bicimde Ty, T5,...T,, € 7 acgik kiimeleri vardir. Sonlu sayida acgik
kiimenin arakesiti acik oldugundan

xeﬁTicﬁNie%(x)

i=1 i=1

olur.

. Bir X kiimesi iizerindeki iki topolojinin ayni olmasi i¢in gerekli ve ye-

terli kogul, her x € X &gesinin bu topolojilere gore komguluklarinin ayni
olmasidir.

Coéziim: (X,.77) ve (X, 95) uzaylan verilsin. Bir € X noktasinin bu
topolojilere gore komsuluklarint %) (x) ve $;(x) ile gosterelim.

N=%=[Ten)=TeAR)
— [Vee X)WVN C X)(xeT CN<& N e Bi(x)NPBa(x))]
(E)%l(l‘) :%2(1‘)

olur.

. Gergel eksen {izerindeki salt topolojiye gore agagidaki kiimelerden hangileri

(1) ailesine aittir?
(1) (0,2], (i) (0,1], (diz) [1,2), (i) (1,2]
Coéztim: 1 € (a,b) C N olacak bigimde bir (a,b) agik kiimesi iceren

tek kiime N = (0,2] dir. Ohalde verilen dort kiime arasinda yalnizca
(0,2] € A(1) olur.

. Sonlu tiimleyenler topolojisinde bir noktanin biitiin komguluklarinin agik

kiimeler oldugunu gosteriniz.
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10.

Coziim: (X,.7) sonlu tiimleyenler topolojisi ise, her
Ac 7 < A soludur
Bir x € X verilsin.
NecHBx)e 3T e T)(reT CN)
s T DN
& N’ sonludur
s Ned

N kiimesi A kiimesinin bir komgulugu ise, N nin her B C A alt kiimesinin
de bir komgulugu olacagini gdsteriniz.

Coziim:

(Ne B(A)N(BCA) = (TTe T)(ACTCN)
— 3T € 7)(BCACTCN)
= (3T € 7)(BCTCN)
= N € #(B)

X ={a,b,c,d, e} kiimesi {izerinde
T = {X) 0, {a}v {a7 b}7 {CL, = d}’ {a'v b, c, d}7 {CL, b, e}}
ailesi veriliyor.

(a) (X,7) bir topolojik uzaydir. Gosteriniz.
(b) e noktasimin komguluklarini bulunuz.
(¢) ¢ noktasmin komguluklarini bulunuz.

(d) {c, e} kiimesinin komsuluklarim bulunuz.

Cozim:

(a) .7 nun [T1]-[T3] topoloji aksiyomlarin sagladig kolayca goriiliiyor.
(b) e noktasini iceren tek agik kiime {a, b, e} kiimesidir. Bu kiimeyi kap-
sayan her kiime e nin bir komgulugudur. O halde

{a,b,e},{a,b,c,e},{a,b,d,e},{a,b,e},{a,b,c,d, e} € B(e)
dir.

(c¢) ¢ noktasini igeren iki agik kiime vardir: {a,¢,d}, {a,b, ¢, d} Bu kiime-
lerden birini igeren her kiime ¢ noktasinin bir komgulugudur. O halde,

{a,c,d},{a,b,c,d},{a,c,d e}, {a,c,d},{a,b,c,d, e} € Bc)

olur.
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(d) {c,e} kiimesini kapsayan bir a¢ik kiimeyi kapsayan her kiime {c,e}
kiimesinin bir komgulugudur. Bunu kapsayan acik kiime yalnizca X
kiimesidir. O halde X € #({c,e}) dir.

11. Bir p 6gesinin bir A kiimesinin bir kenar noktasi olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul, p 6gesinin her komgulugunun hem A ile hem A’ ile kesigme-
sidir. Gosteriniz.

Coziim:

peEdA+= (VIe T)zeT= (TNAADNANTNA #0)
<« VIVN(z € TCN)=(NNA#£NANNA #0)]



