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17.6 DUZGUN SUREKLILIK

Diizgiin siirekliligin kitapta verilen formal tanimini yorumlarsak, soyle diyebili-
riz:

Bir metrik uzayda diizgiin siirekli fonksiyon, konumlarina baglh olmaksizin
degisken degerleri birbirlerine yakin secildiginde fonksiyon degerlerinin de bir-
birlerine istenildigi kadar yakinlagabildigi fonksiyon tiiriidiir.

Animsanacag iizere siirekli fonksiyon degerlerinin birbirlerine istenildigi kadar
yakinlagtirilmas: i¢in, degisken degerlerinin birbirlerine ne kadar yakin secile-
cegi, istenen uzakhiga ve degigkenlerin konumuna bagh olarak degigir. Bagka bir
deyisle siireklilik yerel (konuma bagh) bir olgudur, diizgiin siireklilik ise yaygmn
(konuma bagl olmayan, global) bir olgudur.

Diizgiin siireklilik ile ilgili baglica teoremler:

Teorem 17.6.1. Tikiz bir kiime tizerinde strekli olan fonksiyon dizgin sirek-
lidir.

Teorem 17.6.2. Bir (a,b) arahginda swnirle tirevi olan fonksiyon (a,b) ar-
albiginda dizgiin sireklidir.

Teorem 17.6.3. f : (X,p) — (Y, u) diizgiin sirekli ve (x,) C X bir Cauchy
dizisi ise [ (xy,)) CY bir Cauchy dizisidir.

Ornek 17.6.1. f(z) = 22 diye tammlanan f : R — R fonksiyonu siireklidir,
ama diizgiin siirekli degildir.

IsPAT: Bir € > 0 sayis1 verilsin. Her § > 0 sayis icin
|z — wo| <0 = [f(x) = f(x0)| = (x — @0)* = (z — x0) (2 + x0) < 6(2x0 + )

olur. Belirli bir 2o degeri icin, érnegin, § < K ve § < 554 almirsa §(220+0) <
¢ olur. Dolayisiyla, f(z) = 2? fonksiyonu x¢ noktasinda siireklidir. 2o noktasinin
yeri degisince secilecek 0 nin degeri xo noktasina bagh olarak degigir.

Ote yandan, biitiin = € R i¢in §(2246) degerleri i¢in §(2240) < e esitsizligini
saglayan bir § sayis1 yoktur. = degigkeni sinirsiz biiyiiyebilir ve ona bagh olarak
§(2x+6) degerleri verilen € sayisindan biiyiik olur. O halde, f(x) = 22 fonksiyonu
R iizerinde diizgiin siirekli degildir. Ama her sonlu aralikta diizgiin siireklidir.

Ornek 17.6.2. f(z) = L diye tammlanan f : R — R fonksiyonu (0,1) ar-
aliginda siireklidir, ama diizgiin siirekli degildir.

IsPAT: Bir z € (0, 1) verilsin. Salt metrige gére R Birinci Sayilabilme Belitini
saglar. Oyleyse, bu uzayda dizisel siireklilik siirekliligi gerektirir (bkz. Teorem
11.2.2 ve Teorem 17.6.1). z,, — ¢ olacak bicimde bir (z,,) C (0, 1) dizisi segelim.

1 1
Ty —> Tog=> — — —
Tn Zo
oldugundan f fonksiyonu x¢ noktasinda siireklidir. Her o € (0, 1) i¢in bu 6zelik
var oldugundan, f fonksiyonu (0,1) araliginda siireklidir.
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Her 0 < h < % sayist i¢in

1 1 h

——| = 17.10
— -2l | (17.10)

e+ h) — f(@)] = | pEawy

olur. Simdi z — 0 iken (17.10) nin sag yammn smursiz olarak biiyiidigiini
gorebiliriz. Gergekten % < x < h kogulu altinda h — 0 iken

ok

£+ B) = @) = |

|>—|4|
— 00
3h

olur. O halde, f(z) = 1 fonksiyonu (0, 1) iizerinde diizgiin siirekli degildir.

x

Ornek 17.6.3. f(z) = 2 diye tanimlanan f : (0,00) — R fonksiyonu (0, 1)
araliginda siireklidir, ama diizgiin siirekli degildir.

IspaT: Once, her hangi bir 2o € (0,00) noktasinda f nin siirekli oldugunu
gosterelim. Bir e > 0 sayis1 verilsin.

1 1 w3 —22  (z—20)(w+ x0)
|f(:r)—f(xo)|—\p—;(2)\— R 2202
olur. Eger |z — zo| < 2 ise % < |z| < 22¢ olur. Buradan |z + 20| < 222 ¢ikar.

Bunu yukaridaki ifadede kullanirsak

— x| 222 10.|z —
|f<x)f($o)|<|m(%:§g.|x32 -2l

2

3
Lo

cikar. Simdi 0 = (min{ %, %)e olarak secilirse, yukaridaki esitsizlikten

|z — x| <0 = [f(x) = flwo)| <€

elde edilir. Demekk ki f fonksiyonu xy noktasinda siireklidir.
Simdi z ile z¢ arasindaki uzakhigin ¢ oldugu varsayimi ile z = z¢ + § konu-
munu yaparsak, yukaridaki esitsizlik

|x — x0|.5% ~ 106

|f(x) — f(zo)| < T(@meL

23

yazilabilir. ¢ ne olursa olsun,  — 0 iken sagdaki son terim siirsiz olarak biiyiir.
Dolayisiyla diizgiin siireklilik kogulu saglanmaz.

17.6.1 Problemler

1. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri (0,1) aralig: tizerinde diizgilin siirek-
lidir?

(a) flz) ==
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(b) f(z) =2

(c) f(z) =sinz

(d) f(x) =sint

e) f2) =15
)

CoziMm:

Teorem 17.6.2 uyarinca (a), (b), (c), (f) fonksiyonlar diizgiin siireklidir.
(d) ve (e) diizgiin siirekli degildir. Bunlarin ispat: yukaridaki érneklerde
izlenen yontemle gosterilebilir.

2. Diizgiin siirekli her fonksiyonun siirekli oldugunu goésteriniz.
C0Oz0OM: Diizgiin siireklilik taniminin siireklilik tanimini gerektirdigi acik-
tar.

3. Diizgiin siirekli iki fonksiyonun bilegkesinin de diizgiin siirekli oldugunu
gosteriniz.
Siirekli iki fonksiyonun bilegkesinin siirekli olugunun ispatina benzer yon-

temle istenen 6zelik kolayca goriilebilir.

4. Siirekli olmayan bir fonksiyonun bir alt-uzaya kisitlanmigi siirekli olabilir.
Ornegin, R den R ye

0, x rasyonel
-

1, x irrasyonel

diye tanimlanan Dirichlet fonksiyonu siirekli degildir. Ama bunun Q rasy-
onel sayilar kiimesine kisitlamasi siireklidir. Neden?

COzOM: Dirichlet fonksiyonu’nun rasyonel sayilar kiimesine kisitlanmigi 0
sabit fonksiyonudur. Sabir her fonksiyon siireklidir.



