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 !"# $%& '()*+, $%-./.,-.&%

 !"#$ %&'('%' #$% &'(')'*$+ ,-./01 2$% x 3456$1$ $75%51 2$)5851$15 x 3456$1$1

2$)5851$ 9$/5:5+ ;5 2,1, Bx 6$<=56$/)5 =36&5%5:54$->

 !"#" $%&'()*()%

 > #$% ,-./01 2.4).1&0)0 ')<.60 $7$1 =5%5+)$ ;5 /5&5%)$ +'8,) 2$% &5+ 2$)5851$1$1

')<.6090%> ?36&5%$1$->

 !"!#$%&%' (X,T ) ,-./0 2.4).1&0)0 $65 +56$8<5/51 ;5 2'8 ')<./.1 $+$

.70+ +@<56$1$1 2$)58$<$ ').%.+ /.-0).<.-> A/)5/65B ,-./01 X 951 C.%+)0

2$% 2$)5851$ ').<.->

(!)!"$%&%' X $1 &5+ 2$)5851$ ;.%6.B 2, 2$)5851 X $1 2@&@1 345)5%$1$

$75%<5+ -'%,19.90%> D')./060/).B 63-+'1,6, 2$)5851 X 9$%>

E> #$% ,-./01 6'1), 6./09. 2$)5851$ ;.%6.B 2, 2$)5851)5%$1 F5% 2$%$6$ F5< .70+

F5< +.(.)090%> G1:.+ 6'16,- 2$)5851 ;.%6.B 2$)5851)5%$1 .70+ ')<.60 =5%5+H

<5-> #$% 3%15+)5 9'4%,)./010->

*+,-.' I, 3-5)$+)5%$ 2$)$/'%,->

J.K #$% ,-./01 2$)5851)5%$ ' ,-./01 2$% ./%080<010 '),8&,%,% JA15%<5  !>L>EK>

J2K #$% ,-./01 2$)5851)5%$ +.(.)090% JA15%<5  !>L>MK>

J:K #$% ,-./01 F5< .70+ F5< +.(.)0 ').1 2.4).1&0)0 .)&H+@<56$ ' ,-./01

2$% 2$)5851$9$% J315%<5  !>L>NK>

(X,T ) ,-./0101 6'1), 6./09. 2$)5851$ X = A1 ∪A2 ∪A3 ∪ . . .∪An ')6,1>

(a) =5%54$1:5 2$)5851)5% +56$8<5-)5%> (b) =5%54$1:5 F5% Ai 2$)5851$ +.(.)090%>

A1 = X − (A2 ∪ A3 ∪ . . . ∪ An) ')9,4,19.1 A1 2$)5851$ .70+&0%> #51-5%

9@8@1@8)5 3&5+$ 2$)5851)5%$1 95 .70+ ')9,4, =36&5%$)52$)$%> D5<5+ +$B 6'1),

6./09. 2$)5851 ;.%6.B 2$)5851)5%$1 F5% 2$%$6$ F5< .70+ F5< +.(.)090%>

O.6/'15) 6./0).% +@<56$B @-5%$195+$ 6.)& &'(')'*$/5 =3%5 &.<.<51 2.4).1H

&060-90%P/.1$ (Q,RQ) ,-./0 &.<.<51 2.4).1&060- 2$% ,-./90%> Q5% x ∈ Q

%.6/'15) 6./060 $7$1 &5+ 345)$ {x} +@<56$ +.(.)090%B .<. .70+ 954$)9$%>

 !" 0 1)2)2., $)3-),1+4+( '()*-)&

 !"#$ %&'%)'%' #$% &'(')'*$+ ,-./01 F5% x 3456$1$1 2$)5851$ /.)10-:. {x}
+@<56$1951 $2.%5& $65B 2, ,-./. &.<.<51 2.4).1&060- 2$% ,-./90%B 951$)$%>

 > G/%0+ ,-./).% 2.4).1&060- J&.<.<51 2.4).1&060-K ,-./).%90%>

*/,-.' (X,A ) ./%0+ 2$% ,-./ ')6,1> R-./ ./%0+ ')9,4,19.1B A = {x}
+@<56$ F5< .70+ F5< +.(.)090%> A/)5/65 {x} +@<56$1$1 &@<)5/51$ B =
X−{x} +@<56$ 95 F5< .70+ F5< +.(.)0 '),%> X = A∪B ;5 A∩B = ∅ 9$%>
#, 95<5+&$% +$B X +@<56$ 2'8 ')<./.1 ;5 +56$8<5/51 $+$ .70+ +@<51$1
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#$%&'$($)& &'$**$+, -&.+&(  !,/, 0123042 567+8)17 (X,A ) 59768 #7:%7)3

*8;8948+,

<$(4$ 59768) *7(7(&) #7:%7)*8;89 .%45:5)5 =>;*&+&%$(, ?&+ x ∈ X >:&;$)$)

#$%&'&)$)$) 0x ).@*7;8)8 $A&+&) &) #B6B@ #7:%7)*8%8 @B(&2 *&@ >:&%$ {x}
@B(&;$ .%45:5)5 =>;*&+(&%$6$9, C%(767)7 D+=$ E>)*&($)$ @5%%7)717:89, x

).@*7;8)8) #$%&'&)$)& S 4$6&%$(, S #$%&'&)$ *&@ >:&%$ {x} @B(&;$)& &'$* .%3

(7;8), F976 76+8@ .%45:5)47) S #$%&'&)$ G&( 7A8@ G&( @7H7%848+, A = {x}
@B(&;$ G&( 7A8@ G&( @7H7%8 .%45:5)47) D = S−{x} @B(&;$ 4& G&( 7A8@

G&( @7H7%8 .%5+, S 7%* 59768)47 (A ∩ S) I& (D ∩ S) @B(&%&+$ G&( 7A8@

G&( @7H7%848+, J6+817 (A ∩ S) ∩ (D ∩ S) = ∅ 4$+, K6%&6;&L S #$%&'&)$ #.'

.%(767) I& @&;$'(&6&) $@$ 7A8@ @B(&)$) #$%&'$($)& &'$* .%(7@*748+, K63

%&6;& #7:%7)*8%8 .%7(79, M5 A&%$'@$ .%7(76717:8)47)L @7#5%B(B9 67)%8'*8+N

67)$ x ).@*7;8)8) #$%&'&)$ *&@ >:&%$ {x} @B(&;$4$+, M5 $'L G&+ x ∈ X $A$)

67H8%7#$%&1&:$)4&)L (X,A ) 76+8@ 59768 *7(7(&) #7:%7)*8;8948+,

/, O7%* *.H.%.P$6& =>+& Z *7( ;768%7+ @B(&;$ *7(7(&) #7:%7)*8;89 #$+ 597648+,

 !"#$ %& O7%* *.H.%.P$6& =>+& Z *7( ;768%7+ @B(&;$ 76+8@ #$+ 597648+,

E5@7+847@$ Q+.#%&( 0 2 4&) $;*&)&) A8@7+,

 !"#$ '& Q+.#%&( 0 2 @5%%7)8%(747) 47 A>9B( 67H8%7#$%$+, ?&+ m ∈ Z

*7( ;768;8)8) #$%&'&)$)$) 0m ;768;8)8 $A&+&) &) #B6B@ #7:%7)*8%8 @B(&2

*&@ >:&%$ {m} @B(&;$ .%45:5)5 =>;*&+(&%$6$9, C%(767)7 D+=$ E>)*&($)$

@5%%7)717:89, m $) #$%&'&)$)& S 4$6&%$(, S #$%&'&)$ *&@ >:&%$ {m} @B(&;$)&

&'$* 4&:$%;&L #7'@7 #$+ n ∈ S *7( ;768;8)8 $A&+$+, m 6= n .%45:5)47) #$+$;$

>*&@$)4&) @BAB@*B+, m < n @7#5% &4&%$(, ?&+ 7+7%8@ *7( .%(767) ;768%7+

$A&+$+, K+)&:$)L c ∈ (m,n) .%7) $++7;6.)&% #$+ c ;768;8 ;&A&%$(, m < c < n

.%717@*8+, <$(4$ U = {x : x < c} ⊂ R I& V = {x : x > c} ⊂ R @B(&%&+$)$

.%5'*5+7%8(, U I& V @B(&%&+$ ;7%* *.H.%.P$6& =>+& R $A$)4& 7A8@ @B(&%&+4$+,

K6%&6;& U∩S I& V ∩S @B(&%&+$ S 7%*359768)47 7A8@ @B(&%&+4$+, m ∈ U∩S
.%45:5)47) U ∩S 6= ∅ 4$+, M&)9&+ .%7+7@L n ∈ V ∩S .%45:5)47) V ∩S 6= ∅
4$+, J6+817 S = (U∩S)∪(V ∩S) 4$+, S @B(&;$ #.' .%(767) 7A8@ $@$ @B(&)$)

#$%&'$($ .%45:5)47) #7:%7)*8%8 4&:$%4$+, C6;7 S @B(&;$ m )$) #$%&'&)$ $4$N

67)$ m ).@*7;8)8 $A&+&) &) #B6B@ #7:%7)*8%8 @B(&4$+, M5 A&%$'@$L S )$)

m 4&) #7'@7 #$+ n >:&;$)$ $A&+4$:$)$ @7#5% &*(&($9 )&4&)$6%& .%5'*5, C

G7%4& m *7( ;768;8)8) #$%&'&)$ *&@ >:&%$ {m} @B(&;$4$+, ?&+ *7( ;768 $A$)

#5 >9&%$@ I7+ .%45:5)47)L -7)8(  !, R, 567+8)17L ;7%* *.H.%.P$6& =>+& Z

$++7;6.)&% ;768%7+ @B(&;$ *7(7(&) #7:%7)*8;89 #$+ 597648+,

S, O7%* *.H.%.P$6& =>+& Q +7;6.)&% ;768%7+ @B(&;$ *7(7(&) #7:%7)*8;89 #$+

597648+, T>;*&+$)$9,

 !"#$& ?&+ p ∈ Q +7;6.)&% ;768;8)8) #$%&'&)$)$) 0p ;768;8)8 $A&+&) &)

#B6B@ #7:%7)*8%8 @B(&2 *&@ >:&%$ {p} @B(&;$ .%45:5)5 =>;*&+(&%$6$9, C%3

(767)7 D+=$ E>)*&($)$ @5%%7)717:89, p )$) #$%&'&)$)& S 4$6&%$(, S #$%&'&)$

*&@ >:&%$ {p} @B(&;$)& &'$* 4&:$%;&L #7'@7 #$+ q ∈ S +7;6.)&% ;768;8)8 $A&+$+,

p 6= q .%45:5)47) #$+$;$ >*&@$)4&) @BAB@*B+, p < q @7#5% &4&%$(, ?&+ 7+3

7%8@ $++7;6.)&% ;768%7+ $A&+$+, c ∈ (p, q) .%7) $++7;6.)&% #$+ c ;768;8 ;&A&%$(,



 !" #" $%&%&'( )%*+%($,-,. /.%0+%1  !"

p < c < q #$%&%'()*+ ,-./- U = {x : x < c} ⊂ R 01 V = {x : x > c} ⊂ R

'2.1$1*-3- #$45(4*%$).+ U 01 V '2.1$1*- 6%$( (#7#$#8-91 :;*1 R -<-3/1 %<)'

'2.1$1*/-*+ =9$1961 U ∩ S 01 V ∩ S '2.1$1*- S %$(>4?%9)3/% %<)' '2.1$>

1*/-*+ p ∈ U ∩ S #$/4@43/%3 U ∩ S 6= ∅ /-*+ A13?1* #$%*%'B q ∈ V ∩ S

#$/4@43/%3 V ∩S 6= ∅ /-*+ C9*)&% S = (U ∩S)∪ (V ∩S) /-*+ S '2.16- D#5

#$.%9%3 %<)' -'- '2.13-3 D-$15-.- #$/4@43/%3 D%@$%3()$) /1@-$/-*+ E96%

S '2.16- p 3-3 D-$1513- -/-F 9%3- p 3#'(%6)3) -<1*13 13 D292' D%@$%3()$)

'2.1/-*+ A4 <1$-5'-B S 3-3 p /13 D%5'% D-* q ;@16-3- -<1*/-@-3- '%D4$ 1(>

.1.-? 31/13-9$1 #$45(4+ E G%$/1 p *%69#31$ 6%9)6)3)3 D-$1513- (1' ;@1$-

{p} '2.16-/-*+ H1* *%69#31$ 6%9) -<-3 D4 ;?1$-' 0%* #$/4@43/%3B I%3).

 !+ J+ 49%*)3&%B 6%$( (#7#$#8-91 :;*1 Q *%69#31$ 6%9)$%* '2.16- (%.%.13

D%@$%3()6)? D-* 4?%9/)*+

K+ L%$( (#7#$#8-91 :;*1 Q′ = R−Q *%69#31$ 6%9)$%* '2.16- (%.%.13 D%@$%3>

()6)? D-* 4?%9/)*+ M;6(1*-3-?+

 !"#$% N;?2. 94'%*)/%'- :-D- 9%7)$%D-$-*+ H1* x ∈ Q′
-**%69#31$ 6%9)6)3)3

D-$1513-3-3 Ox 6%9)6)3) -<1*13 13 D292' D%@$%3()$) '2.1P (1' ;@1$- {x}
'2.16- #$/4@434 :;6(1*.1$-9-?+ E$.%9%3% Q*:- R;3(1.-3- '4$$%3%&%@)?+

x -3 D-$1513-31 S /-91$-.+ S D-$1513- (1' ;@1$- {x} '2.16-31 15-( /1@-$61B

D%5'% D-* y ∈ S -**%69#31$ 6%9)6)3) -<1*-*+ x 6= y #$/4@43/%3 D-*-6- ;(1'-3/13

'2<2'(2*+ x < y '%D4$ 1/1$-.+ H1* %*%$)' *%69#31$ 6%9)$%* -<1*-*+ c ∈ (x, y)
#$%3 *%69#31$ D-* c 6%9)6) 61<1$-.+ x < c < y #$%&%'()*+ ,-./- U = {t :
t < c} ⊂ R 01 V = {t : t > c} ⊂ R '2.1$1*-3- #$45(4*%$).+ U 01 V

'2.1$1*- 6%$( (#7#$#8-91 :;*1 R -<-3/1 %<)' '2.1$1*/-*+ =9$1961 U ∩ S 01

V ∩ S '2.1$1*- S %$(>4?%9)3/% %<)' '2.1$1*/-*+ x ∈ U ∩ S #$/4@43/%3

U ∩ S 6= ∅ /-*+ A13?1* #$%*%'B y ∈ V ∩ S #$/4@43/%3 V ∩ S 6= ∅ /-*+

C9*)&% S = (U ∩S)∪ (V ∩S) /-*+ S '2.16- D#5 #$.%9%3 %<)' -'- '2.13-3

D-$15-.- #$/4@43/%3 D%@$%3()$) /1@-$/-*+ E96% S '2.16- x 3-3 D-$1513- -/-F

9%3- x 3#'(%6)3) -<1*13 13 D292' D%@$%3()$) '2.1/-*+ A4 <1$-5'-B S 3-3 x

/13 D%5'% D-* y ;@16-3- -<1*/-@-3- '%D4$ 1(.1.-? 31/13-9$1 #$45(4+ E G%$/1

x -**%69#31$ 6%9)6)3)3 D-$1513- (1' ;@1$- {x} '2.16-/-*+ H1* -**%69#31$ 6%9)

-<-3 D4 ;?1$-' 0%* #$/4@43/%3B I%3).  !+ J+ 49%*)3&%B 6%$( (#7#$#8-91 :;*1

Q′
-**%69#31$ 6%9)$%* '2.16- (%.%.13 D%@$%3()6)? D-* 4?%9/)*+

S+ (X,T ) D%@$%3()$) 4?%9 #$643 01 (1' 3#'(%/%3 #$45.%6)3+ H1* x ∈ X -<-3

{x} '%7%$) -61 X '2.16- 6#364?/4*+ M;6(1*-3-?+

 !"#$% X 6#3$4 #$643+ X = {x1, x2, x3, . . . , xn} /-91$-.+

X = {x1} ∪ {x2} ∪ {x3} ∪ . . . ∪ {xn} O !+TP

/-*+ O !+TP 15-($-@-3-3 6%@ 9%3)B '%7%$) '2.1$1*/13 #$45(4@4 -<-3 '%7%$) D-*

'2.1/-*+ {x1}
′ = X − ({x2} ∪ {x3} ∪ . . . ∪ {xn}) /-* 01 %<)' D-* '2.1/-*+

,-./- A = {x1} 01 B = ({x2} ∪ {x3} ∪ . . .∪ {xn}) /-91$-.+ A 01 B '%7%$)

'2.1$1*/-*+ =9$1961 O !+ P D%@)3()$%*) 6%@$%3)*+ U#$%9)6)9$% X D%@$%3()6)?

#$4*+ A4 <1$-5'- #$%.%9%&%@)3% :;*1B X 6#3$4 /1@-$/-*+


