Bolim 10

BOLUM UZAYLARI

10.1 BOLUM TOPOLOJIiSI
10.2 KARMA PROBLEMLER

1. Bir topolojik uzay iizerinde egitlik bagintis1 bir denklik bagintisi olarak
diigiiniilebilir. Buna goére olugacak boliim uzayim bulunuz.

Coziim 1 (X,.7) uzay: iizerinde 8 bagntist 28y < x = y bi¢iminde
tammlanirsa X/ = X olacagindan béliim topolojisi 7 ye esit olur.

2. (X,.7) uzay1 iizerinde 8 bagintis1 bir denklik bagintis: olsun. Boliim uza-
yim (X/3, T3) ile gosterelim.

(a) ¢ : X — X/B boliim doniigiimiiniin agik bir déniigiim olmast igin
gerekli ve yeterli kogul, her A C X alt-kiimesi i¢in p(A°) = (p(A))°
olmasidir. Gosteriniz.

(b) Benzer olarak, boliim déniisiimiiniin kapali bir doniigiim olmast igin
gerekli ve yeterli kogul her A C X alt-kiimesi i¢in ¢(A) = (¢(A))
olmasidir. Gosteriniz.

Coziim 2

(a) ¢ : X — X/B bolim doniiglimii agik bir doniigiim ise her A C X
alt-kiimesi i¢in

Ae T = p(A) =p(A%) € T3
= p(A°%) = (p(4))°
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olur. Tersine olarak, her A C X alt-kiimesi i¢in ¢(A°) = (p(A))° ise
ACX = p(A%) = (p(4))°

TeT =T =¢e(T) = (p(T))°
= ¢(T) € T3

olacaktir.

(b) Kapali kiimeler i¢in de benzer akil yiiriitmeyi uygulayabiliriz. ¢ :
X — X/p bolim doniigiimii kapali bir dontigiim ise her A C X alt-
kiimesi i¢in

’

Ae T = p(A)=p(A) e T,
= ¢(4) = (p(4))

olur. Tersine olarak, her A C X alt-kiimesi i¢in p(A4) = (¢(A)) oluy-

orsa,
ACX = p(A) = (p(A))
Ae T = p(A) = p(A) = (p(4))
= p(A) € T
olur.

3. Kapali birim arahg I ile gosterelim; yani I = [0,1] olsun. K = I x [

kapali birim karedir. Bunun iizerinde, diizlemin salt topolojisinin kondur-
dugu topoloji varolsun. K nin diisey iki kenar1 {izerinde yiikseklikleri egit
olan noktalar1 birbirine denk sayan bir denklik bagintis1 tanimlayalim. Bu
bagintiya gore K nin béliim kiimesi B x I dairesel silindiridir. Boliim uzay1
inceleyiniz. (B gevre uzunlugu I olan ¢emberdir.)

Coziim 3 Bkz. Ek Problemler 1.

. Onceki soruda K nin yalniz diigey kenarlari {izerinde denklik kurmustur.

Simdi buna ek olarak yatay kenarlar iizerinde de, sol kenara olan uza-
kliklar1 esit olan noktalari denk sayan bir baginti diigiinelim. Bu bagin-
tiya gore, K nin bolim kiimesi B x B toru (simit yiizeyi) dur. Bu tor
R? x R? = R* Oklid uzayinm bir alt uzayidir. Inceleyiniz.

Co6ziim 4 Bkz. Ek Problemler 5 (Simit Yiizeyi [Torus]).

. Birim karenin diigsey kenarlari {izerinde birisi agagidan yukariya dogru,

otekisi yukaridan agagiya dogru 6l¢iilmek iizere, egit uzakliktaki noktalari
denk sayan bir bagint1 digtinelim. Bu bagntiya gére K nin boliim kiimesi
Mohiiis serididir. Inceleyiniz.
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Coziim 5 Bkz. Ek Problemler 4 (M&bius seridi).

6. B bagintist X kiimesi iizerinde bir denklik bagintisy olsun. Eger A C X alt-
kiimesi 3 bagintisina gore doymus bir kiime ise =1 o p(A) = A esitliginin
saglandigini; yani

A doymus kiime = ¢ ' o p(A4) = A (10.1)

oldugunu gosteriniz.

Co6ziim 6 Her Aicin ¢ 1op(A) D A dir. A doymus ise, bu kapsamanin
tersinin varhigini agagidaki bagmtidan gorebiliriz:

y € top(A) = o(y) € p(A)
= (Jz € A)(p(z) = ¢(y))
= zfy
=yecA

7. Onerme 10.1.5 ’in ispatinda varligi sdylenen esitligi saglayiniz.

Coéziim 7 (X, T) uzay iizerinde § bagmtis: bir denklik bagintisi olsun.
Boliim uzaymi (X/3,4) ile gosterelim. 10.1 uyarmca, T doymus ise ¢~
o(T) = T dir. Ayrica T agik ise, boliim topolojisinin tanimi uyarinca,
»(T) € tolur. Tersine olarak, T' doymus ise, gene 10.1 6zeligini kullanarak,

(¢]

oM edU=plop(T)=TcT (10.2)
yazabiliriz. Buradan,
U={e(T): (T € )N (T doymus)} (10.3)

Tabii, bunun eglegini (dualini) alirsak, X /8 boliim uzaymn kapal kiimelerinin,
(X, .7) uzaymin kapali doymus kiimelerinin béliim doniigiimii altindaki
resimlerine egit oldugu ortaya cikar:

W ={p(K): (KeJ")A(Kdoymus)} (10.4)

8. ¢ : X — Y bir boliim doniigiimii ise, ¢ nin bir doymus acik ya da kapali
alt kiimeye kisitlanmigi da bir bolim doniigimiidiir. Gosteriniz.

Coziim 8

(a) ACIK KUME DURUMU: (X,.7) uzay: tizerinde /5 bagntisi bir denklik
bagintisi, A C X doymus bir kiime olsun.  nin A ya kisit1 84 bir
denklik bagmtisidir. O halde, 4 : A — A/B4 doniigiimii bir bolim
déniigiimiidiir. Eger A acik ise, Onerme 8.3.2(a) uyarmca, T € Ty <
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T € 7 olacaktir. 10.3 geregince, 4l boliim topolojisinin agik kiimeleri
Z nun doymug acik kiimelerinin ¢ altindaki dontigtimleridir. T' € 7
doymus bir agk kiime olsun. T N A # () ise, A doymus acik bir
kiime oldugundan 7" C A olur. Biitiin bunlar1 ve énceki problemi
kullanarak o=t opA(T) = @ top(T) =T € T4 yazabiliriz. O halde
wa:A— A/Ba doniiglimii siireklidir.

(b) KAPALI KUME DURUMU: (X,.7) uzay iizerinde § bagintis: bir den-
klik bagintisi, A C X doymus bir kiime olsun. § min A ya kisit1 54
bir denklik bagmtisidir. O halde, p4 : A — A/B4 doniisimi bir
boliim doniigiimiidiir. Eger A kapal ise, Onerme 8.3.2(b) uyarinca,
K e L%; & K € 97 olacaktir. 10.4 geregince, i boliim topolo-
jisinin kapali kiimeleri .7 niin doymusg kapali kiimelerinin ¢ altindaki
doniigiimleridir. K € .7’ doymus bir kapali kiime olsun. TN A # ()
ise, A doymug acik bir kiime oldugundan K C A olur. Biitiin bunlar1
ve dnceki problemi kullanarak ¢~ Topa(K) = ¢ lop(K) = K € 7,
yazabiliriz. O halde ¢4 : A — A/f4 doniigiimi siireklidir.

f:(X,7) = (Y,.) siirekli ve Orten bir fonksiyon ise .7 topolojisinin bir
tabanini . topolojisinin bir tabanina resmeder mi? Simgelerle sdylersek,
% ailesi Z topolojisinin bir tabani oldugunda f(£) ailesi . topolojisinin
bir tabani olur mu? Neden?

Coziim 9

Ses=fYSeT
= (3B, € B, D)(f(S) = UBl)

€1

= S=fof~'(8)=f(|JB)
= 5= ({JrB))

el
oldugundan, sorunun yanit1 evet olmaldir.

I:(X,7)— (X,7) dzdeglik (birim) fonksiyonu her x € X i¢in I(z) =«
olan fonsiyondur. I 6zdeglik doniiglimiiniin bir topolojik egyap1 doniigimii
(homeomorphism) oldugunu gosteriniz.

Co6ziim 10 Onerme 2.1.1 ’in hipotezlerinin saglandigini kolayca gérebil-
iriz. Gergekten

(a) I:X — X birim doniigiimii bbo bir doniigiimdiir.
(b) Her T € J i¢in T = I(T) € 7 dir.
(c) Her S € J i¢in S =171(S) € 7 dir.
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11. f:(X,T) — (Y,.) fonksiyonu bire-bir-i¢ine (injective) olsun. Eger f ve
£~ fonksiyonlarmin her ikisi de siirekli iseler, f fonksiyonuna bir gémme
déndigiimiidiir, denilir. Bu durumda, her z € X i¢in g : # — f~lof(2)
diye tanimlanan ¢ fonksiyonu bir topolojik egsyapr doniigiimiidiir (homeo-
morphism). Gosteriniz.

C6ziim 11  Onerme 2.1.1 ’in hipotezlerinin ¢ = f~'of bilegke fonksiyonu
tarafindan saglandigini gostermeliyiz. Gergekten

(a) f ve f~! bbo oldugundan g = f~lof bileske fonksiyonu da bbd bir
doniigtimdiir.

(b) f~! siirekli oldugundan Her T € 7 igin f(T) = (f~)"Y(T) € &
dir. f siirekli oldugundan f~tof(T) = g(T) € 7 olacaktir.

(¢) f siirekli oldugundan Her S € .7 igin f~1(S) € . dir. f~1 siirekli
oldugundan fof~1(S) = g=1(S) € J olacaktir.

12. Bir s ailesini alt-taban olarak kabul eden topolojinin, s ailesini kapsayan
biitiin topolojilerin arakesitine egit oldugunu gosteriniz (bkz. Gnerme 7.2.2).

Coziim 12 (Onerme 7.2.2 isteneni gstermistir.

13. Topolojik Toplam Uzay: (X,, 7,) uzaylar verilsin. 1 # 3 = X, N X, =0
olsun. Bu kogulu saglayan uzaylar ailesine ayrigik (dijoint) uzaylar denir.

§=UZ,=U{T: (he)T e 7}
bilegimi tizerinde 7 ailesini gdyle tanimlayalim:
Ue T osUnX, e, (vel)

(8, 7) bir topolojik uzaydir. Gosteriniz. (Bu uzaya (X,, J,) uzaylarinin
topolojik toplam uzay: denilir.)

Co6ziim 13
ABe 7= (AnX, € )N (BNX, €F)
=[(ANnB)NX,]e 7
= (ANB)e T
bagintis1 7 ailesinin [T2] aksiyomunun saglandigini gosterir.
Ay e T, 0ed)= (Ve NA4NX, € F), 1el)
= nx]ez)=(JA4)nXx, e7)

J€d J€J
=JA4,e7

1€J
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bagmntist 7 ailesinin [T3] aksiyomunun saglandigimi gosterir. [T1] aksiy-
omunun bu ikisinden ¢iktigini biliyoruz. O halde .7 ailesi § ilizerinde bir
topolojidir.

14. Bir X kiimesi {izerideki 7] ve 75 topolojileri arasinda .77 < 7 bagintisi
var ise Z) < 3 bagimtisinin da oldugunu gosteriniz.

Coziim 14 7] < 95 oldugunu varsayarsak,

KeJ =K e%
=K e
>KeJ,
=9, CT
= 7 <7

olur.

10.3 EK PROBLEMLER

1. SILINDIRLER

Bir kare ya da dikdortgen kagit aliniz. Bunun kargilikli iki kenarii ¢akigtiriniz.
Elde edeceginiz gekil (sonlu) bir silindirdir. Simdi bunu topoloji diliyle
ifade edelim. I? = [0, 1] x[0, 1] birim karesinin karsgilikl1 iki kenar1 ¢akigtiriliyor.
Bu durumda, birim karede agagidaki denklik bagintis1 kurulmug olur. Bu
soruda 0 < z,y < 1 oldugunu varsayiyoruz.

(z,y) ~ @ y) & [(z,y) = (", ¥)]VI0y) < (1,y)] (10.5)

Y = I?/ ~ diyelim. ¢ : I? — Y boliim déniigiimii her (x,%y) noktasini
[(z,y)] denklik sinifina resmediyor: ¢((z,y)) = [(x,y)]. I? iizerinde salt
topolojinin kondurdugu topoloji var olsun. Y boliim kiimesi iizerinde ¢
boliim doniigiimiinii siirekli kilan en ince topolojiye, béliim doniigiimii diy-
oruz. Bdylece sonlu silindir iizerinde bir topoloji tanimlamig oluyoruz.

2. Simdi sonsuz silindiri elde edecegiz. Diizlem iizerinde A = [0,1] x R ka-
pali geridini diigiinelim. Bu [0, 1] kapal aralig1 iizerinde diigey dogrultuda
agagiya ve yukariya sinirsiz uzayan serittir. Bu seridin soldaki ve sagdaki
diisey kenarlarim birbiri iizerine lelecek sekilde yapistiralim. Iki ucu son-
suza giden bir silindir elde ederiz. Simdi bunu bir boliim topolojisi olarak
elde edelim. A = [0, 1] x R geridi {izerinde diizlemin kondurdugu topoloji
var olsun. A iizerinde

(x,y) ~ @ y) e [(z,y) = (@, y)]VI0y) < (1,y)] (10.6)
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denklik bagintisin1 tanimlayalim. Tabii, burada 0 < z < 1 ve —infty <
y < 400 oldugu agiktir. Bu baginti, seridin diisey iki kenarim {ist {iste
cakigtirmaya denk olur. Y = A/ ~ diyelim. ¢ : A — Y bdliim doniigiimii
her (z,y) noktasi [(z, y)] denklik smifina resmediyor: o((x,y)) = [(x,y)].
Y boliim kiimesi {izerinde ¢ bolim doniigiimiinii siirekli kilan en ince
topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz.

3. Simdi yukarida elde ettigimiz silindiri yatay eksen byunca kaymaksizin yu-
varlayalim. Tabii ilk silindirde (0,y) noktasi ile (1,y) noktasi ¢akigmigtir.
Silindir yuvarlanarak yatay eksende 2 noktasina erigtiginde her y € R i¢in
(0,9) ~ (1,y) ~ (2,y) olacaktir. Bu sekilde silindiri pozitif ve negatif yon-
lerde yuvarlamaya devam edersek, biitiin diizlemi bir silindire doniigtiir-
miig oluruz. [Tabii, dizlemin kalinligs olmadign i¢in, sonsuz kez yuvarlanan
silindirin yanal yizeyinin de kalinligr olmayacaktir.] Simdi bunu bir bolim
topolojisi olarak elde edelim. R? = R x R analitik diizlemi {izerinde salt
topoloji var olsun. R? iizerinde

(z,y) ~ @) & [(z,y) =@y Ve —2"=n)Ay=y)] (10.7)

denklik bagintisini tanimlayalim. Tabii, burada —oco < z,y < +oo dir. Bu
baginti, biitiin geritlerin diisey kenarlarini iist iiste cakigtirmaya denk olur.
Y = R?/ ~ diyelim. ¢ : R? — Y béliim déniigiimii her (z,y) noktasii
[(z,y)] denklik smifina resmediyor: ¢((z,y)) = [(z,y)]. Y boliim kiimesi
iizerinde ¢ bdliim doniigiimiinii siirekli kilan en ince topolojiye, boliim
doniigiimii diyoruz. Burada, her n € Z tamsayisi ve her y € R gergel sayis1
icin
( ~ (77L,y) ~ (an) e (n7y) ~

denklikleri vardir; yani béliim uzayinda bu noktalar cakigirlar.

4. MoOBIUS SERIDI

I? = [0, 1]x[0, 1] birim karesinin karsilikli iki kenarini ters yonde ¢akigtiralim.
Elde edilen sekil bir Mobius gerididir. Bu seridin bir tek yiizeyi vardir. Her-
hangi bir yerden baglayarak, kalemi kaldirmadan biitiin yiizey iizerinde bir
cizgi cizebilirsiniz. Simdi bu yiizey iizerine bir topoloji kuralim. I? iizerinde
diizlemin salt topolojisinin kondurdugu topoloji var olsun. I? birim karesi
iizerinde su denklik bagintisini tanimlayalim:

(z,y) ~ (@ y) e (z,y) =@ Y))VIe=0Ay=1-y)] (10.8)

Bu bagint1, I? birim karesinin diisey kenarlarini ters yonde iist iiste ¢akigtir-
maya denk olur. Y = 12/ ~ diyelim. ¢ : 1> — Y béliim doniisiimii her (z,y)
noktasim [(z, y)] denklik sinifina resmediyor: ¢((x,y)) = [(x,y)]. Y bolim
kiimesi (Mobius yiizeyi) iizerinde ¢ boliim déniigiimiinii siirekli kilan en
ince topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz.

5. SIMIT YUZEYT (TORUS)
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I? = [0,1] x [0,1] birim karesinin dort kenarmin kargilikli olanlarini ikiger
ikiser cakistiralim. Elde edecegimiz sekil bir simit yiizeyidir. I? birim karesi
iizerinde diizlemin salt topolojisinin kondurdugu topoloji var olsun. Simit
yiizeyini karenin bir béliim uzay1 olarak elde edebiliriz. Bunun icin I? birim
karesi {izerinde gu denklik bagintisini kuralim:

(z,y) = (", y)V

(0,y) < (L,y) A (z,0) = (z,1) (10.9)

(x,y) ~ (1‘/,]/) g {

Bu bagmti, birim karenin yatay ve diisey kenarlarmin kargilikhi olarak
cakigtirilmasina denktir. Y = 12/ ~ diyelim. ¢ : I — Y béliim doniigiimii
her (z,y) noktasim [(z, y)] denklik smifina resmediyor: o((x,y)) = [(z,y)].
Y bolim kiimesi iizerinde ¢ boliim doniigiimiinii stirekli kilan en ince
topolojiye, boliim doniigiimii diyoruz. Bu iglem simit yiizeyi iizerinde bir
topoloji kurmaktadir.

. KORE YUZEVYI

I? = [0,1] x [0,1] birim karesinin dért kenarini bir noktada cakigtiralim.
Ornegin dort kenarin {izerindeki biitiin noktalar1 (0, 0) noktasina egleyelim.
Bu durumda bir kiire yiizeyi elde ederiz. I? birim karesi iizerinde diizlemin
salt topolojisinin kondurdugu topoloji var olsun. Kiire yiizeyini karenin bir
béliim uzay: olarak elde edebiliriz. Bunun icin I? birim karesi {izerinde su
denklik bagintisini kuralim:

(z,y) = (@', ¥ )V
(0,9) <> (0,0)v
(z,y) ~ (z',y) & < (2,0) « (0,0)V (10.10)
(1,y) < (0,0)v
(x, 1) + (0, 0)

Bu baginti, birim karenin yatay ve diigey kenarlar: tizerindeki biitiin nokta-
lar1 (0,0) noktasina egler. Y =12/ ~ diyelim. ¢ : [ — Y béliim doniigiimii
her (x,y) noktasim [(z,y)] denklik simfina resmediyor: o((z,v)) = [(z,y)].
Y boliim kiimesi (kiire yiizeyi) tizerinde ¢ boliim doniigiimiini siirekli
kilan en ince topolojiye, béliim doniigiimii diyoruz. Bu islem kiire yiizeyi
iizerinde bir topoloji kurmaktadir.

CEMBER

Kapali bir araliktan bir ¢cember elde etmek i¢in bu araligin iki ucunu bir-
lestirerek bir cembere benzetebiliriz. Bu goriigten hareketle, cemberi kapali
bir araligin boliim uzay1 olarak olusturabiliriz. Y = {(z,y)|z? + y* = 1}
diyelim. [0,27] aralig iizerinde salt topoloji var olsun. f : [0,27] — YV
fonksiyonunu f(t) = (cost,sint) € R? diye tammlayalim. Bu fonksiyon
stirekli ve kapalidir. A = [0, 2] aralig: iizerinde u¢ noktalar1 egleyen agagi-
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daki bagint1 bir denklik bagintisidir:

=z'Vv
PRV (10.11)
r=0Ay=27A

Buna gore f fonksiyonunu siirekli kilan en ince topoloji Y birim ¢emberi
iizerindeki béliim topolojisidir.



