Bolum 16

BAGLANTILI UZAYLAR

Baglantili bir uzay deyince sezgisel olarak anlayacagimiz gey, tek parcadan
olusan bir uzaydir. Burada tek parcali olmak deyimi tamamen topolojik bir
kavram olarak verilecektir. Basit bir deyigle, bog olmayan acik iki kiimenin
bilegimine esit olmayan uzay baglantilis bir uzaydir. Topolojik olarak cok basit
olan bu 6zelligin analizde ve geometride 6nemli uygulamalar1 vardir.

16.1 IKIi KUMENIN BAGLANTILILIGI

Tanim 16.1.1. Bir topolojik uzaym A ve B alt-kiimeleri verilsin.
ANB=0 ve ANB=10 (16.1)
ise A ile B kiimelerine baglantisiz iki kiimedir, diyecegiz.
Eger
ANB#0 ya da ANB#( (16.2)

ise, A ile B kiimelerine baglantili iki kiimedir, diyecegiz. Baglantisiz iki kiime
kavrami ayrik (kesigmeyen) iki kiime kavramindan farkhdir. Ornegin, her
kiime kendi tiimleyeninden ayriktir. Ama bu iki kiime baglantili olabilir.

Ornek 16.1.1. R iizerindeki salt topolojiye gore bir (a,b) acik arahg ile

(b, ¢) agik arahigr baglantisiz iki kiimedir. Ama (a, b) ile [b, ¢) ve (a, b] ile (b, c)
baglantil kiimelerdir.
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Onerme 16.1.1. Her ikisi de agik ya da her ikisi de kapali olan ayrik iki
kiime baglantisizdr.

IspAT: Bir topolojik uzayda ANB = () olacak sekilde herhangi iki A, B alt
kiimeleri verilsin. Eger hem A hem B kapal iseler ANB = ANB = ANB = )
olacagindan A ile B baglantisizdir. Eger A ile B acik iseler A" ile B’ kapal
olacaktir. Ayrica A C B’ wve B C A olacagindan, yine ANB =ANB =)
cikar.

Onerme 16.1.2. Eger A ile B kiimelerinin her ikisi de acik ya da her ikisi
de kapalr ise A — B ile B — A kiimeleri baglantisizdar.

IsPAT: Genel olarak

(A—B)N(B—A)=AnB'N(BNA)
CANB NBN(A)
=[AN(4)7]|n(B'NB)

bagmtist vardir. §imdi, A agik ise AN (A")” = ANA" = () olur. Eger B kapal
ise B'N B = B’'N B = ) olur. Buradan istenen sey goriiliir.

Onerme 16.1.3. Ejer AN B =0 ve AU B kapali ise A kapalv bir kiimedir-.

B IspaT: AUB kapali oldugunda (AUB) = 1_4_1 U B = AU B olacagina gore
A C AUB c¢ikar. Oysa ANB = () oldugundan A C A olur, ki bu A kiimesinin
kapali oldugunu soyler.

Onerme 16.1.4. ANB =0 ve AU B agik ise A kiimesi aciktur.

ISPAT: AN B = () ise

(AuB)N(B) =[AN(B)]U[BN(B)]

olur. Verilen kosul altinda esitligin sol yan1 acik oldugundan, A kiimesi acik
bir kiimedir.
Bu iki 6nermeden su 6zelik hemen soylenebilir.

Sonug 16.1.1. A ile B baglantisiz iki kiime olsun. Ejer AU B kapali ise A
ve B kapalidir. Eger AU B acik ise A ve B aciktir.
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16.2 BAGLANTILI UZAYLAR

Tanim 16.2.1. Eger bir topolojik uzay baglantisiz ve bos olmayan iki alt
kiimesinin bilegimine egitse, bu uzaya baglantisiz bir uzaydir, denilir. Baglan-
t1s1z olmayan bir uzaya baglantils bir uzaydir, diyecegiz.

Ornegin, ayrik olmayan her topolojik uzay baglantili bir uzaydir. Ama
enaz iki 6gesi olan her ayrik uzay baglantisiz bir uzaydir. Ciinkii bir X kiimesi
verildiginde, her z € X igin, ayrik topolojiye gore {z} ile {z}’ kiimeleri
baglantihidir ve bu iki kiimenin bilegimi X kiimesine esittir.

Bagka orneklere gecmeden Once, bir topolojik uzayin baglantili olup ol-
madigini belirleyen baglica 6zellikleri inceleyelim.

Teorem 16.2.1. Bir X topolojik uzay i¢in asagidaki 6zelikler birbirlerine
denktir:

(a) X uzay1 baglantisizdir.
(b) X uzayi, baglantisiz ve bog olmayan iki alt-kiimesinin bilegimine egittir.

(c) X uzayi, bog olmayan ve kesigmeyen iki agik alt-kiimesinin bilegimine
egittir.

(d) X uzayi, bog olmayan ve kesigmeyen iki kapal alt-kiimesinin bilegimine
egittir.

(e) X uzaymin bog olmayan, hem agik hem kapal has bir alt-kiimesi vardir.

[spAT:
(a) = (b): baglantili uzay tanimindan hemen goriiliir.

(b) = (¢): A ile B baglantisiz iki kiime ve X = AU B ise, Sonug 16.1.1
uyarinca, A ile B aciktir. Ayrica, baglantisiz iki kiime kesismedigine
gore, A ile B istenen kosullar1 saglar.

(c) = (d): Bos olmayan A ile B kesigmeyen iki agik kiime ve X = AU B
ise A’ = B ve B’ = A olacagindan, A ile B aym zamanda kapal iki
kiime olacaktur.
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(d) = (e): Bos olmayan A ile B kesigmeyen iki kapali kiime ve X = AUB
ise, A = B’ kiimesi hem acik hem kapali ve bos olmayan has bir alt
kiimedir.

(e) = (a): X uzaymin, bog olmayan hem acik hem kapali has bir alt-kiimesi
var olsun. Bu kiimeye A diyelim. Bu durumda B = A’ # ) kiimesi de
hem agik hem kapali has bir alt-kiime olur ve

X=AUB,ANB=ANB=ANB=1

kogulunu saglar. O halde, tanim saglanmadigi i¢in, X uzayi baglantih
degildir.

Ornek 16.2.1. Q rasyonel sayilar kiimesi, salt topolojiye gore, baglantisiz
bir uzaydir.

Bunu gormek icin, rnegin, v/2 irrasyonel sayisindan kiiciik olan biitiin
rasyonel sayilarin olugturdugu kiimenin Q icinde hem agik hem kapal bir
altkiime oldugunu gérmek yetecektir.

Onerme 16.2.1. Bir topolojik uzayin baglantily bir uzay olabilmesi i¢in ge-
rekli ve yeterli kosul, bos olmayan her has alt kiimesinin kenarinin bos olma-
masidar.

ISPAT:

Gerekligi: Uzay baglantili olsun ve A kiimesi bog olmayan herhangi bir
has altkiime olarak almsin. Eger OA kenar1 bog olsaydi A = A° U JA = A°
olacaktl. Oysa A° C A C A oldugundan, bu egitlik A° = A = A olmasini,
yani A kiimesinin hem agik hem kapal olmasini gerektirirdi. Bu ise, Teorem
16.2.1(e) uyarinca, uzaymn baglantih oldugu varsayumyla celigir. O halde A
kiimesinin kenar1 bog olamaz.

Yeterligi: OA # () ise 0A = A — A° esitliginden A # A° cikar. Demek ki A
kiimesi hem acgik hem kapali olamaz. Her altkiime i¢in bu 6zelik varolduguna
gore, Teorem 16.2.1(e) uyarinca, uzay baglantilidir.

Ornek 16.2.2. N dogal sayilar kiimesi, sonlu tiimleyenler topolojisine gore,
baglantili bir uzaydir.

A kiimesi N nin bog olmayan has bir alt-kiimesi olsun. Bu uzayin kapal
alt-kiimeleri sonlu alt-kiimeleri ile N nin kendisinden ibarettir. Buna gore;



16.3. BAGLANTILI KUME 199

Durum 1: Eger A sonluise A = A ve A° = () olmak zorundadir. Neden? O
halde A = A — A° = A = A olacaktur.

Durum 2: Eger A sonsuz ise A = N ve A° = A olmak zorundadir. Neden?
O halde 0A =N — A = A’ # () olacaktir.

Demek ki, Onerme 16.2.1 uyarinca bu uzay baglantilidir.

16.2.1 Problemler

1. Sonsuz bir kiime iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisine gore uzayin
baglantili olup olmadigin gosteriniz.

2. Sayilamayan sonsuz bir kiime {izerinde sayilabilir tiimleyenler topolo-
jisine gore uzayin baglantili olup olmadigini gosteriniz.

3. Gergel eksenin (0,1), [0,1) ve (0,1] alt uzaylarinin birbirleriyle egyapili
(homeomorphic) olamayacagini gosteriniz.

4. R™ uzaymi R uzayina egyapili (homeomorphic) olmadigini gosteriniz.
f :10,1] — [0, 1] fonksiyonu siirekli ise, bir sabit noktasmin oldugunu;
vani f(z) = z olan bir x € [0, 1] oldugunu gosteriniz. [0, 1] kapal araligi
yerine [0, 1) ya da (0, 1] yari-agik araliklar1 konulursa ne olur?

16.3 BAGLANTILI KUME

Tamm 16.3.1. Bir (X, .7) topolojik uzay: ile bir A C X altkiimesi verilsin.
Eger (A, Z4) alt uzay: baglantili ise, A kiimesine (X uzay1 iginde) baglantili
bir kiimedir, denilir.

Onerme 16.3.1. Bir (X,.7) uzayiman bir A alt-kiimesinin baglantiy olmas
wein gerekli ve yeterli kosul

ACMUN, ANM#(), ANN#D
ozelliklerine sahip her M, N € 7 icin

ANMNON £

olmasidar.



200 BOLUM 16. BAGLANTILI UZAYLAR

IspAT: Hipotezden

A=AN(MUN)=(ANM)U(ANN) (16.3)
ANMNON=ANM)N(ANN) (16.4)

yazabiliriz. Tabii, burada ANM € 94 ve ANN € T, olur. Eger A kiimesi
baglantili ise AN M N N = () olamaz, ¢iinkii bu kiime bog olsaydi, (16.3) ve
(16.4) egitlikleri uyarinca, (A, Z4) alt uzayi baglantih olamazdu.

Tersine olarak, verilen 6zelliklere sahip her M, N € .7 i¢cin ANMNN # ()
olmasi demek, (16.3) esitligi uyarinca, (A, Z4) alt uzaymin baglantili olmasi
demektir (bkz. Teorem 16.2.1(c)).

Onerme 16.3.2. Bos olmayan baglantily kiimelerden olusan bir ailenin ara-
kesiti bos degilse, bu ailenin bilesimi de baglantilidar.

fspaT: Verilen 6zelliklere sahip bir {Ay : A € A} ailesi diigiinelim. Arakesit
bos olmadigina gore, baglantili her A, kiimesinin icerdigi bir x 6gesi vardir.
Eger
A={UA\, A€ A}
bilegimi baglantili bir kiime olmasaydi, Onerme 16.3.1 uyarmca M N A #
DNNA#DACMUNve ANMNN = () olacak sekilde acik M, N
kiimeleri var olurdu. Bu durumda, z € M U N olur. z € M diyelim. Ote

yandan, enaz bir p € A i¢in A, NN # () olmak zorundadir; degilse NNA = ()
olurdu. Demek ki

MUN DA,
A, NMNON=10
MnNA,#0
NNA,#0

olacaktir. Bu durum A, kiimesinin baglantilihg ile celigir. Dolayisiyla, kabu-
liimiiz yanhgtir. O halde A baglantihdir.

Sonug 16.3.1. Baglantily kiimelerden olugan bir { A, : n € N} kiimeler dizisi
verilsin. Eger her n € N icin A, N A,y1 # 0 ise U, A, bilesimi de baglantal
bir kimedir.
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IspaT: Tiimevarimla, her n € N icin B,, = U, A; bilegiminin baglantili
oldugu goriiliir. Ote yandan, {B, : n € N} ailesi, yukaridaki énermenin
varsayimlarini saglar. O halde U, B,, bilesimi baglantili bir kiime olacaktir.
Oysa, bu bilesim, U, A, bilesimine esittir.

Onerme 16.3.3. Bir X uzayinin baglantils olmast i¢in gerekli ve yeterli ko-
sul, her x,y € X oge ciftini iceren baglantily bir kimenin varligidor.

ISPAT:

Gerekligi: Uzay baglantili ise, her nokta c¢iftini iceren baglantili kiime
olarak X uzayimin kendisi alinabilir.

Yeterligi: Sabit bir x € X secelim. Varsayim uyarinca, her y € X icin, x ve
y Ogelerini igeren bir B(z,y) baglantih alt-kiimesi vardir. {B(z,y) |y € X}
ailesi bog olmayan baglantili kiimelerden olugan ve arakesiti bog olmayan
(ciinkii, enaz x Ggesini icerir) bir ailedir. Onerme 16.3.2 uyarmca, bu ailenin
bilegimi olan X uzay:1 baglantilidar.

Onerme 16.3.4. Baglantils yojun bir alt kiimeye sahip olan her uzay bag-
lantildar.

IspaT: Bir (X, .7) uzaymm yogun bir A altkiimesi baglantil bir kiime ol-
sun. Eger X uzay1 baglantili degilse, X = MUN ve M NN = ) olacak sekilde
M, N € 7 kiimeleri varolacaktir. Bu durumda, A yogun oldugundan, AN M
ile AN N kiimeleri bog olamaz. Ayrica bu iki kiime .7, topolojisine aittir,
kesigsmezler ve bilegimleri A kiimesine egittir. Dolayisiyla, (A, 74) altuzay:
baglantili olamaz. Bu ise, A kiimesinin baglantililig: ile geligir.

Sonucg 16.3.2. Baglantili bir kimenin kaplam: da baglantilidar.

Onerme 16.3.5. A baglantil bir kiime ise, A C B C A kosulunu saglayan
her B kiimesi de baglantilidar.

Ispat icin A kiimesinin B icinde yogun oldugunu diisiinmek yetecektir.

Onerme 16.3.6. Bir topolojik uzayda A herhangi bir kiime ve B baglantil
bir kiime olsun. Eger B kiimesi hem A ile hem de A’ ile kesisiyorsa, A nin
kenary ile de kesigir.

IspAT: Eger BN A = () olsaydi, uzay1 X ile gosterirsek,

X = A°U(A)°UdA
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oldugundan

A°U(A)° > B
BNA#0
BN (A #0

olacaktl. Ama BN A°N(A’)° = § olur. Bu durum, Onerme 16.3.1 uyarimca B
kiimesinin baglantililig ile ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanhgtir, yani BNOA #
() olmahdir.

16.4 BAGLANTILILIGIN KORUNUMU

SUREKLI FONKSIYONLAR vE BAGLANTILILIK
Tikizlik, nasil siirekli fonksiyonlar altinda korunuyorsa baglantililhik da
korunur.

Onerme 16.4.1. Baglantily bir uzayin sirekli bir fonksiyon altindaki resmi
de baglantilidar.

IspaT: f: (X, 7) — (V,8) siirekli ve drten bir fonksiyon olsun. X uzay1
baglantili oldugu halde Y uzayinin baglantili olmadigini varsayalim. Bu du-
rumda, Y uzaymm Y = AUB ve AN B = () olacak sekilde bos olmayan, acik
A, B alt-kiimeleri vardir. (bkz. Teorem 16.2.1(c)). Oyleyse f~1(A) ve f~1(B)
kiimeleri X icinde acik ve kesigmeyen iki kiimedir. Ayrica bu iki kiimenin
bilegsimi X uzaymna egittir ve f orten oldugundan, higbirisi bog olamaz. Bu
ozellikler X uzayimin baglantili olmasiyla geligir. O halde Y uzay1 baglantih
olmalidir.

Uyar1 16.4.1. Baglantili bir uzayin siirekli bir fonksiyon altindaki ters res-
minin baglantili olmasi gerekmez.

Ornegin, ayrik bir uzaydan tek 6geli bir uzaya taniml fonksiyonu diisii-
niiniiz.

Onerme 16.4.2. Bir X uzayinn baglantily olmas icin gerekli ve yeterli ko-
sul, bu uzaydan Y = {0,1} ayrk topolojik uzayina sirekli ve érten hicbir
fonksiyonun var olmamasidar.
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ISPAT:

Gerekligi: X uzay1 baglantih olsun. Eger X uzayindan Y uzayina siirekli
ve Orten bir fonksiyon olsaydi, yukaridaki Uyar: geregince, Y uzayinin da
baglantili olmasi gerekirdi. Oysa Y ayrik uzayinin baglantilh olmadigimi bili-
yoruz. Bu celigki olamayacagina gore, kabuliimiiz yanhstir, yani X den Y ye
siirekli ve orten hicbir fonksiyon yoktur.

Yeterligi: X uzayindan Y uzayina siirekli ve 6rten hicbir fonksiyon varol-
masin. Bu durumda, eger X baglantih olmasaydi, X = AUB ve ANB =)
olacak gekilde bos olmayan agik A, B kiimeleri varolurdu. Simdi X den Y ye
bir f fonksiyonunu

0, z€ A

f(@:{l, z€B

diye tanimlayalim. Bu fonksiyonun siirekli ve 6rten oldugu apagiktir. Bu ise,
varsayimimizla celigir. O halde X uzay: baglantili olmalidir.

16.5 BOLUM UZAYLARININ
BAGLANTILILIGI

Teorem 16.5.1. Baglantils bir uzayin her bolim uzayr da baglantily bir uzay-
dar.

IspAT: X baglantih bir uzay, 8 bagmtis1 X iizerinde taniml bir denklik
bagmtisi olsun. X den X/ boliim uzayi {izerine tanimlanan boliim doniigiimii
siirekli oldugundan (bkz. Onerme 10.1.2), istenen sey Onerme 16.4.1 den
cikar.

Bu teoremin kargit1 yoktur, ama asagidaki 6zelik vardir.

Onerme 16.5.1. X bir topolojik uzay ve B bagintisina gire denklik simafla-
rinan her birist baglantily birer kiime ise X wuzayr da baglantily olur.

IsPAT: X uzay1 baglantih olmasaydi, X = AU B, AN B = () olacak
sekilde agik A ve B kiimeleri var olacakti. S bagintisina gore A ve B kiimeleri
doymug iki kiimedir, ¢iinkii bir z € A i¢in [z] N B # 0 olsaydi [x] kiimesi, [z]
altuzaymda agik ve birbirlerinden ayrik olan [x] N A ile [x] N B kiimelerinin
bilegimine egit olacagindan, [z] denklik sinifi baglantih olamazdi. Bu geligki
olamayacagma gore, A ile B doymus iki kiimedir. O halde, Onerme 10.1.5
uyarinca, ¢ boliim doniigiimii altinda bu iki kiimenin ¢(A) ve ¢(B) resimleri
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agiktir. Ayrica bu iki kiime kesigmez. Bog degildirler ve bilegimleri X/ ya
egittir. Bu ise X/f boliim uzayimn baglantih oluguna aykirdir. Bu geligki
olamayacagina gore, X uzay1 baglantihidir.

16.5.1 Problem

1. ¢ : X — Y bir béliim doniisiimii olsun. Y baglantili ve her y € Y icin
¢'(y) C X baglantili ise, X uzayinin da baglantih oldugunu gsteriniz.

16.6 CARPIM UZAYLARIN
BAGLANTILILIGI

Teorem 16.6.1. Bir ¢carpim uzayin baglantils olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul ¢arpan uzaylarin her birisinin baglantily olmasidar.

ISPAT:

Gerekligi: Carpim uzay baglantih ise siirekli izdiigiim fonksiyonlar1 altin-
daki resimleri olan carpan uzaylarin herbirisi de baglantili birer uzay olacaktir
(bkz. Onerme 16.4.1).

Yeterligi: {X : A € A} ailesi bog olmayan baglantili uzaylardan olugan
bog olmayan bir aile olsun. Bunlarin ¢arpim uzayimi X ile gosterelim. Olma-
yan ergi yontemini uygulamak icin X carpim uzayimin baglantili olmadigini
varsayalim. Bu durumda, Onerme 16.4.2 uyarmca, X uzayindan {0,1} ay-
rik uzay: iizerine siirekli bir f fonksiyonu var olacaktir. X icinde sabit bir
a = (ay) noktas: secelim. Sonra herhangi bir y € A damgasim ele alalm ve
X, carpan uzaymdan X carpim uzayina bir i, fonksiyonunu soyle tanimla-
yalim :

_{CL)\, )\#/"L
Yx =
T, A:M

olmak tizere

hu@u) = (), €A

olsun. Bu fonksiyonun siirekli olacagi apaciktir. Oyleyse, X, carpan uzayin-
dan {0,1} ayrik uzayma tanimh olan foh, bilegkesi siirekli olacaktir. X,
baglantili olduguna gore, Onerme 16.4.1 uyarinca, foh, bileskesi orten bir
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fonksiyon olamaz, ki bu foh, bilegkesinin deger bélgesinin 0 ya da 1 den
yalmz birisi olmasini gerektirir. Demek ki her z, € X, i¢in

thu(xu> = f(a)

dir.

Buradan su sonug ¢ikar: Bir (z,) = x € X 6gesi verildiginde, eger segilen
i damgasindan farkh her A € A igin 2\ = a, ise f(z) = f(a) olur. p yerine
degisik p; damgalar1 secerek sonlu tane

M1, 2, ey tn (TLE N)

icin yukandaki igi tekrarlayabiliriz. Boylece pq, po,--- , 1, damgalarindan
farkli her A € A igin z), = a) kogulunu saglayan her (z,) = x € X 06gesi
i¢in

f(z) = f(a)
olacagini sdyleyebiliriz. Oysa bu kosulu saglayan z &6gelerinin olusturdugu
kiime X icinde yogundur. Neden? Demek ki X iizerinde siirekli olan f fonk-
siyonu X uzaymin yogun bir alt-kiimesi iizerinde sabit f(a) degerini almak-
tadir. Oyleyse f fonksiyonu biitiin X iizerinde sabit f(a) degerini almak
zorundadir. Neden? Oysa f fonksiyonu {0, 1} ayrik uzaym ortecek bigimde
se¢migtik. Bu geligki, X carpim uzayini baglantili varsaymayigimizdan dog-
mustur. Demek ki X baglantili bir uzaydir.

16.7 GERCEL EKSENIN
BAGLANTILILIGI

Teorem 16.7.1. R gercel sayilar kiimesinin herhangi bir E alt-kimenin salt
topolojiye gore baglantily olmasi i¢cin gerekli ve yeterli kosul, bu kiimenin bir
aralik olmasudar.

IspAT:

Gerekligi: E baglantili olsun. Eger E tek 6geden olugan bir kiime ise bir
araliktir. Simdi F kiimesinin birden ¢ok 6gesinin oldugunu varsayalim. a < b
olacak gekildeki her a,b € E i¢in a < x < b kogulunu saglayan x € R 6gesinin
E kiimesine ait oldugunu gostermek yetecektir. Eger x ¢ E olsaydi

E Cc{z} = (—o00,2) N (z,00)
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olurdu, yani E kiimesi birbirlerinden ayrik ve acik iki kiime tarafindan 6r-
tiiliiyor ve her ikisiyle de kesigiyor olurdu. Bu ise E kiimesinin baglantil
olmasiyla celigir. O halde z € E olmaldir.

Yeterligi: E kiimesi R icinde bir aralik olsun. E kiimesinin baglantili ol-
madigim varsayalhm. O halde, salt topolojiye gore, E kiimesi acik (ya da
kapal1) olan birbirlerinden ayrik ve bog olmayan iki kiimenin birlegimine egit-
tir. Bu kiimelere A ve B diyelim. Herhangi bir a € A ile herhangi bir b € B
ogesini secelim. Kiimeler kesismedigine gore a # b olacaktir. a < b oldugunu
varsayabiliriz, degilse kiimelerin adlarim degigtirmek yetecektir. AN{a, b] kii-
mesi bog degildir; ¢iinkii a 6gesini icerir. Ayrica b 6gesi bu kiimenin bir iist
siniridir. Gergel sayilar kiimesinin siraca tam oldugunu; yani, iistten sinirl ve
bog olmayan her gercel say1 kiimesinin {ist smirlarinin en kii¢iigiiniin ( ekis,
sup, supremum) var oldugunu biliyoruz (bkz. [1] , [22], [23], [6]). O halde

¢ =sup{ANJa,bl}

vardir ve ¢ € A dir (kaplama R icinde yapiliyor). Ayrica a < ¢ < b ve E bir
aralik oldugundan ¢ € E dir. Demek ki ¢ € EN A olur. Oysa bu son kiime A
kiimesinin F ic¢indeki kaplamindan bagka bir sey degildir. Ayrica A kiimesi
E icinde kapal oldugundan E N A = A olacaktir. Demek ki ¢ € A dir.

A kiimesi ayn1 zamanda FE icinde acik oldugundan ¢ 6gesinin A tarafindan
kapsanan bir komgulugu vardir. O halde,

r<z<b wve ce(x,z)NECA

olacak gekilde x,z € R vardir. Simdi bir ¢t € (c, z) secelim. ¢,b € E ve E bir
aralik oldugundan ¢t € E dir O halde ¢ € (x, z) N E olacaktir. Demek ki t € A
dir. Oysa ¢ < t ve ¢ 6gesi AN[a, b] kiimesinin R iginde bir iist simir1 oldugundan
t ¢ A dir. Boylece, E arahgmm baglantih olmadigim varsaydigimizda bir
celigkiye varmig oluyoruz. Demek ki her aralik baglantili bir kiimedir.

Sonug 16.7.1. Salt topolojiye gore R gercel sayilar kiimesi baglantils bir uzay-
dar.

IspPAT: Her acik araligin R ye es yapili oldugunu ve baglantili bir uzayin
siirekli bir fonksiyon altindaki resminin de baglantili oldugunu diisiinmek
yetecektir.

Sonug 16.7.2. R" ve C* (n > 1) Oklit uzaylar: baglantilidor.
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ISPAT: baglantih uzaylarm carpim uzay1 baglantih oldugundan R™ uza-
yinin baglantili olacag: apaciktir. Ote yandan, C" karmagik Oklit uzay1 R?"
gercel Oklit uzay ile egyapilidir, dolayisiyla o da baglantili bir uzaydir.

Ozel olarak R? diizleminin ya da buna egyapili olan C karmagik sayilar
uzayinin baglantili oldugu ortaya cikar.

Sonug 16.7.3. Asagidaki ozelikler saglanir:
(a) R? igindeki her cember baglantili bir kiimedir.

(b) R? i¢indeki her silindir baglantilidir.
(c) R3 i¢indeki her simit yiizeyi (tor) baglantihdir.

IsPAT: Bu kiimelerin herbirisinin [0, 1] baglantili uzaymin birer béliim uza-
yina egyapili oldugunu diisiinmek yetecektir.

Onerme 16.7.1. Oklit uzayindaki her dishiikey kiime baglantilidar.

fspat: R* (n > 1) uzayinda bir A alt-kiimesinin digbiikey bir kiime
olmasi demek, her z,y € A i¢in bu iki noktay: birlegtiren D(z,y) dogru par-
casinin A tarafindan kapsaniyor olmasi demektir. Ote yandan, R™ icindeki
her D(z,y) dogru parcasi R i¢inde kapali bir araliga egyapih oldugundan, Te-
orem 16.7.1 uyarinca baglantilidir. Oyleyse, istenen sonuc énceki 6nermeden
cikar.

Bu 6nermenin karsit1 dogru degildir, yani bir Oklit uzayinda baglantih
her kiimenin digbiikey olmasi gerekmez. Ornegin, diizlemdeki her disk dis-
biikeydir, dolayisiyla baglantili bir kiimedir. Ama bu disklerin kenarlar1 olan
cemberler digbiikey birer kiime degildir. Oysa, her ¢cemberin birim ¢embere
egyapili oldugu apagiktir ve birim ¢emberin ise [0,27] kapali arahigimin bir
boliim uzay1 oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek 10.1.1). O halde, Teorem 16.5.1
uyarinca, her cember baglantilidir.

Onerme 16.7.2. Gercel eksenin bir alt-kiimesinin tikiz ve baglantily olmast
wein gerekli ve yeterli kosul, kapaly bir aralik olmasidar.

Gerekligi: Gergel eksenin tikiz ve baglantih bir alt-kiimesi E olsun. Bag-
lantili olusu, Teorem 16.7.1 uyarinca, E nin bir aralik olmasini gerektirir. Ote
yandan, gercel eksenin her tikiz alt-kiimesinin en ki¢ik (min) ve en biyik
(maz) 6geleri vardir. Oysa, en kiigiik ve en biiyiik 6geleri var olan her aralik
kapali bir araliktar.

Yeterligi: E kapali bir aralik ise, bunun baglantili olusu Teorem 16.7.1
den, tikiz olusu ise klasik Heine-Borel teoreminden ¢ikar (bkz. [22]).
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Sonug 16.7.4. R" (n > 1) uzayindaki bir A alt-kiimesinin tikiz ve baglan-
tils olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul, A kiimesinin {m;(A)| (1 < i < n)}
1zdiisiimlerinin R icinde kapali birer aralik olmasidar.

fspar: m;(A) = A; olmak iizere A = II7_ A; dir. Tychonoff Teoremi ge-
regince, A kiimesinin R" icinde tikiz olmasi igin gerekli ve yeterli kosul A;
kiimelerinin R i¢inde tikiz olmahdir. Teorem 16.6.1 uyarinca, A kiimesinin R"
icinde baglantili olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A; kiimelerinin R icinde
baglantili olmalaridir. Onerme 16.7.2 uyarinca, A; kiimelerinin R icinde tikiz
ve baglantili olmalar i¢in gerekli ve yeterli kogul kapali birer aralik olmala-
ridir.

Teorem 16.7.2 (Ara Deger Teoremi). X baglantils bir uzay olsun ve bir
f X — R sirekli fonksiyonu verilsin. a,b € X i¢in f(a) <y < f(b) ise,
f(x) =y olacak sekilde bir x € X dgesi vardr.

ISPAT: Teorem 16.4.1 uyarinca f(X) resmi R nin baglantih bir alt kii-
mesidir. O halde, Teorem 16.7.1 gore f(X) bir araliktir. f(a), f(b) € f(X)
oldugundan [f(a), f(b)] C f(X) olacaktir. Bu ise, y € f(X) olmasimi gerek-
tirir. Demek ki f(x) = y olacak gekilde bir z € X &gesi vardir.

Sonug 16.7.5. X baglantils bir uzay olsun ve f : X — R siirekli fonksiyonu
verilsin. Eger a,b € X wve f(a) <0, f(b) > 0 ise f(c) =0 egitligini saglayan
bir c € X égesi vardur.

Bunu gérmek igin, yukaridaki teoremde y = 0 almak yetecektir.

Teorem 16.7.3. (Sabit Nokta Teoremi) f : [a,b] — [a,b] strekli bir fonksi-
yon ise, [ fonksiyonunun bir sabit noktasy vardr.

fspaT: f(c) = ¢ olacak gekilde bir ¢ € [a, b] 6gesinin varhgmi gostermek
i¢in [a, b] den R ye bir g fonksiyonunu g(x) =z — f(x),x € |a,b] diye tamm-
layalim. Eger f(a) = a ya da f(b) = b ise, sirasiyla, a ya da b aradigimiz 6ge
olur. Eger f(a) # a ve f(b) # b ise, f nin deger holgesi [a, b] oldugundan

gla)=a—fla)<0 ve g(b)=b—f(b)>0

olacaktir. Buradan, yukaridaki sonug uyarinca, g(c) = 0 olacak sekilde bir
¢ € [a, b] noktasinin varlig ¢ikar, ki bu istedigimiz f(c) = c esitligini saglar.
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16.7.1 Problemler

1. Bir noktas: atilan bir ¢ember baglantih mudir? Tki noktasi atilan bir
¢ember baglantili midir?

2. A ile B baglantili iki kiime oldugu halde
ANB, AUB, 0A, A°
kiimeleri baglantili olmayabilir. Bunlara birer 6rnek veriniz.

3. Baglantililigin kalitim 6zelligi yoktur, yani baglantili bir uzayin her alt
uzay1 da baglantili olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnekle gosteriniz.

4. Irrasyonel sayilar kiimesinin R icinde baglantili olmadigini gosteriniz.

5. {z|(x=0)V(x=1/n), n € N} kiimesinin R i¢inde baglantil olma-
digimi gosteriniz.

6. Baglantili bir X uzaymndan R ye siirekli bir fonksiyon varsa, X kiime-
sinin sayilamayan sonsuz bir kiime oldugunu gosteriniz.

16.8 BIR UZAYIN BILESENLERI

Bir topolojik uzay baglantili degilse, bunu en biiyiik baglantili alt uzaylarina
ayirmak kullanigli olmaktadir. Eger baglantili bir alt-uzay1 kapsayan daha
biiyiik baglantili bir alt uzay yoksa, bu alt uzaya verilen uzayin bir bilesenidir,
diyecegiz. Baglantili bir uzayin bir tek bilegeni vardir, o da kendisidir. Ayrik
bir topolojik uzayin her noktasi bir bilesendir. Ama her noktasi bir bilesen
olan bir topolojik uzayin ayrik bir uzay olmasi gerekmez. Ornegin, Q rasyonel
sayilar kiimesi {izerine mutlak deger topolojisini koyalim. Bu topolojiye gore
her rasyonel say1 uzayin bir bilegenidir (Neden?) Ama bu uzay ayrik bir uzay
degildir. Salt topolojiye gore her rasyonel say1 kapali bir kiime olusturur;
tek Ogeli bu kiime hem acik hem kapalidir. Demek ki bir uzayin bilegenlerini
bilmek o uzayin biitiiniiniin yapisini bilmeye yetmeyecektir.

Tanim 16.8.1. Bir topolojik uzayin bir x 6gesini iceren bilegsenine x 6gesinin
bilegeni diyecek ve bunu B, simgesiyle gosterecegiz.
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Bu tanimin anlamh olabilmesi i¢in bir uzayn her 6gesini iceren bir ve
yalmzca bir bilegen gostermeliyiz. Uzayin her x 6gesi i¢in {x} kiimesinin
baglantili bir kiime olacagi apagiktir. O halde z 6gesini iceren baglantih kii-
meler ailesi bog degildir. Bu ailenin arakesiti x 6gesini icerdigine gore, ailenin
arakesiti de bog degildir. Oyleyse, Onerme 16.3.2 uyarinca, bu ailenin bile-
simi baglantili bir kiimedir. Bu baglantili kiimenin x 6gesini iceren en biiyiik
baglantili kiime olacagi, yani  6gesinin bir bileseni olacagi apaciktir. Ote
yandan bir 6genin bilegeninin tekligini gérmek kolaydir. Gercekten, A ile B
bir x 6gesinin iki bilegeni ise, A kiimesi x 6gesini iceren baglantili bir kiime ve
B bu 6genin bilegeni oldugundan, tanim uyarinca, A C B yazlabilir. Sonra
A ile B kiimelerinin rollerini degigtirirsek B C A olacaktir. Demek ki A = B
dir. Boylece asagidaki 6zelikleri ispatlamis oluyoruz.

Onerme 16.8.1. Bir topolojik uzaywn her dgesinin bir ve yalnizca bir tane
bileseni vardar.

Onerme 16.8.2. Bir topolojik uzayin bilesenleri o uzayin bir ayrisiming olus-
turur.

Onerme 16.8.3. Bir uzayin baglantils her alt kiimesi o uzayin bir bileseni
tarafindan kapsanar.

Her rasyonel sayinin, hem ayrik topolojiye ve hem de salt topolojiye gore
bir bilegen oldugunu, ama bu bilegenlerin birinci topolojiye gore acik oldugu
halde ikinci topolojiye gore acik olmadiklarini soylemistik. Demek ki bir topo-
lojik uzayin bilegenlerinin acik birer kiime olmalar1 gerekmiyor. Buna kargin
su 6zelik vardir:

Onerme 16.8.4. Bir topolojik uzaywn bilesenleri kapalidur.

ISPAT: A bir bilegen ise, A baglantih bir kiimedir ve bunu kapsayan daha
biiyiik baglantili bir kiime yoktur. Oysa Sonug¢ 16.3.2 uyarinca, A baglanti-
hdir ve A y1 kapsar. O halde A = A olmahdir.

Onerme 16.8.5. Bir topolojik uzayin hem a¢ik hem kapaly olan baglantily alt
kiimesi, bu uzayin bir bilesenidir.

IspAT: A kiimesi hem acik hem kapal ve baglantili bir altkiime olsun.
Yukaridaki sonu¢ uyarmca, A kiimesi bir B bilegeni tarafindan kapsanir. Eger
A kiimesi B bilegeninin has bir altkiimesi ise

B=(ANnB)U (A" NB)
olacaktir. Oyleyse, B kiimesi baglantih olamaz. Bu celigkiden A = B cikar.
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16.8.1 Problemler

1. Bir uzaymn baglantili olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kogul bir tek bilege-
ninin olmasidir. Gosteriniz.

2. Bir uzaymm sonlu sayida bilegeni varsa, bu bilegenlerin her birisi hem
agik hem kapalidir. Ancak sonsuz bilegen varsa, bilegenlerin acik olmasi
gerekmez. Bir 6rnekle dogrulayimiz.

16.9 TAMAMEN BAGLANTISIZ UZAYLAR

Tanmim 16.9.1. Bir topolojik uzaym her x 6gesinin bilegeni yalnizca {z}
kiimesinden ibaret ise, bu uzaya tamamen baglantisiz bir uzaydir, denilir.

Eger bir A alt uzayr tamamen baglantisiz bir uzay ise, A alt-kiimesine
tamamen baglantisiz bir kiimedir, denir.

Bilesenler kapali oldugundan, tamamen baglantisiz bir uzayin her 6gesi
kapal bir kiime olugturur. O halde tamamen baglantisiz her uzay bir T}
uzayidir.

Her ayrik uzay tamamen baglantisizdir. Ama tamamen baglantisiz her
uzayin ayrik olmasi gerekmez. Bunu agagidaki orneklerle gosterebiliriz.

Ornek 16.9.1. Q rasyonel sayilar kiimesi, salt topolojiye gore, tamamen
baglantisiz bir uzaydir, ama bu uzay ayrik degildir. Neden?

Ornek 16.9.2.
A={z:2=0 ya da x=1/n, neN}

kiimesi, iizerindeki salt topolojiye gore tamamen baglantisizdir. Ama {0} alt
kiimesi bu uzayda acik bir kiime olmadigindan, A ayrik bir uzay olmaz.

16.10 YEREL BAGLANTILI UZAYLAR

Tikizlik kavramini nasil yerellestirerek yerel tikiz uzay kavraminmi getirdiysek,
benzer igi baglantililik kavrami i¢in de yaparak yerel baglantililik kavramin
getirecegiz.

Tanim 16.10.1. Bir topolojik uzayin her noktasinin baglantili kiimelerden
olusan bir komsuluklar tabani varsa, bu uzaya yerel baglantils uzaydir, denilir.
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Onerme 16.10.1. Bir X uzayinin yerel baglantily bir uzay olmasi i¢in ge-
rekli ve yeterli kosul her x dgesinin her V- komsulugunun, baglantily bir B
komsulugu kapsamasidar.

Ornek 16.10.1. Ayrik bir topolojik uzaym her x gesine kargilik {{z}} ailesi,
yani yalnizca {z} kiimesinden olugan aile, x 6gesinin bir komguluklar taba-
nidir.

Ohalde her ayrik uzay yerel baglantilidir. Ayni diigiiniigle, tamamen ay-
rilmig her uzayin da yerel baglantili oldugunu séyleyebiliriz.

Onerme 16.10.2. R yerel baglantilidur.

ISPAT: Gercekten her € R noktasi icin, bu noktay: iceren biitiin acik
araliklarin ailesi x noktasinin bir komguluklar tabanidir. Her araligin baglan-
tii oldugu da bilindigine gore, ispat biter.

Ornek 16.10.2. Agagidaki iki kiimenin bilesimi R? icinde baglantihidir. Ama
yerel baglantili degildir.

A={0,y):c<y<1, e¢>-1} (16.5)
B ={(z,y) : y =sin(1/z),0 < 2} U{(0,0)} (16.6)

ISPAT: A kiimesinin her 6gesi B kiimesinin bir y1gilma noktasidir. Gercek-
ten A kiimesine ait her a noktasinin her U komsulugu B ile kesigir. O halde
AN B # 0 olur, yani A ile B kiimeleri baglantihi iki kiimedir. Bu demektir ki
X = AU B kiimesi R? icinde baglantili bir kiimedir.

Ancak X kiimesi yerel baglantili degildir. Ciinkii @ € A noktasimin her-
hangi bir € > 0 yarigaplh disk komgulugu baglantili hicbir komgulugunu kapsa-
maz, ¢iinkii bu komgulugun, sonsuz ¢oklukta bilegenleri vardir. (Sekil ¢izerek
goriiniiz.) Boylece agagidaki dnermeyi ispatlamig oluyoruz.

Onerme 16.10.3. Baglantili bir uzay yerel baglantils olmayabilir.

Teorem 16.10.1. Bir X wuzays icin asagrdaks ozellikler birbirine denktir:

(a) X uzay1 yerel baglantihdir.

(b) E C X acik bir kiime ve C kiimesi E alt uzayinin bir bilegeni ise
0C C OF dir.
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(c) X uzaymin agik her alt uzayinm bilegenleri X iginde agiktir.

ISPAT:

1.

2.

3.

[(a) = (b)] z € OC ise x € C C E ve E = E° U0OE olacagindan, eger
x ¢ OF olsaydi x € E° olurdu. X uzay1 yerel baglantili oldugundan,
baglantih 6yle bir U ¢ B(x) vardir ki z € U C E° C F olur. Buradan
CNU # 0 gikar (¢linkii 2 € 9C ve x € U dur.) Demek ki C'UU kiimesi
E nin baglantili bir alt kiimesidir. Oysa C' kiimesi, F alt uzaymin bir
bileseni idi. Oyleyse CUU = C, yani U C C ve dolayisiyla 2 € C° olur.
Bu ise C° N JC = O olmasiyla celigir. O halde, z ¢ E° dir. Oyleyse,
x € OF olmahdir. Bu ise 0C C JF olmasit demektir.

[(b) = (c)] Ispat ahstirma igin okura birakilmistir.

[(c) = (a)] Ispat aligtirma icin okura birakilmigtir.

16.10.1 Problemler

1.

2.

Tikiz ve yerel baglantili bir uzayin ancak sonlu sayida bilegenleri vardir.

Stirekli ve agik fonksiyonlar yerel baglantililigr korurlar.

. Yerel baglantili uzaylarin bog olmayan sonlu bir ailesinin kartezyen c¢ar-

pimi da yerel baglantilidir.

Yerel baglantili uzaylarin bog olmayan keyfi bir ailesinin kartezyen car-
pimu yerel baglantili olmayabilir. ( Yol Gésterme : Iki ogeli bitin ayrik
uzaylarin kartezyen ¢arpimany digintiniz. )

Hem baglantili, hem yerel baglantili olan uzaylarin bos olmayan bir
ailesinin kartezyen carpimi yerel baglantili olur.

Bog olmayan yerel baglantili uzaylardan olugan bir ailenin sonlu sa-
yidas1 digindakiler baglantili ise, kartezyen carpimlar yerel baglantili
olur.

Rasyonel sayilar kiimesi, salt topolojiye gore, yerel baglantili degildir.

. R? yerel baglantihdir. K tikiz bir altkiime ise R? — K yerel baglantihidir.
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9. Yerel baglantili bir uzayin her hangi bir béliim uzay1 da yerel baglan-
tilidar.

10. Her ayrik uzay yerel baglantilidir.
11. Tamamen ayrilmig her uzay yerel baglantihidir.

12. Gergel eksende [0,1] U [2,3] kiimesinin yerel baglantili oldugunu ama
baglantili olmadigini gdsteriniz.

16.11 YOL ILE BAGLANTILI UZAYLAR

(X,.7) uzayu ile siirekli bir f : [0,1] — X fonksiyonu verilsin.

Tanim 16.11.1. 1. [0,1] arahgmn siirekli bir fonksiyon altinda resmi
olan her Y C X alt uzayma bir yol, denilir.

2. X uzaymin x,y 6ge ciftini iceren bir yol varsa, bu yola x ile y 6gelerini
birbirine baglayan bir yoldur, denilir.

3. Eger X uzaymin her 6ge cifti bir yol ile birbirine baglanabiliyorsa, X
uzayina yol ile baglantils bir uzaydir, denilir.

X uzay iginde Y yolu verildiginde, tanim uyarinca siirekli bir f : [0, 1] —
X fonksiyonu vardir ve Y = f([0,1]) dir. Bu durumda f(0) = a dgesine
Y yolunun baslangi¢c noktasy ve f(1) = b 6gesine Y yolunun bitim noktasi
denilir. Eger baglangi¢ ve bitim noktalarn cakigiyorsa Y yoluna kapali bir
yoldur, diyecegiz.

R™ Oklit uzaymin W altkiimesi verilsin. W kiimesine ait her a,b nokta
ciftine kargilik Gyle sonlu tane

a’:pO)pl?"'apn:b

noktalar1 varolsun ki, ardigsik noktalar1 birlestiren

PoP1, pP1p2, ceey Pn—1Pn

dogru parcalar1 W tarafindan kapsaniyor olsun. Bu durumda W kiimesine
cokgenle baglantilidir, diyecegiz.
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(okgenle baglantili her W kiimesinin yol ile baglantil oldugunu goérmek
kolaydir. Ama yol ile baglantili bir kiimenin ¢okgenle baglantili olmasi ge-
rekmez. Ornegin, R? icinde B birim ¢emberi yol ile baglantili (gercekte B
nin kendisi bir yoldur) bir alt uzayidir. Ama bu alt uzay ¢okgenle baglantil
degildir.

Onerme 16.11.1. Yol ile baglantils her uzay baglantildar.

IspAT: X yol ile baglantili bir uzay olsun. Her z,y € X 6ge ciftini iceren
bir ¢(z,y) yolu vardir ve bu yol baglantih bir kiimedir. O halde istenen gey
Onerme 16.3.5 den cikar.

Bu oOnermenin karsiti dogru degildir, yani baglantili bir uzaymn yol ile
baglantili olmas1 gerekmez. Bunu asagidaki érnekle gosterecegiz.

Ornek 16.11.1. R? diizleminde
1
G={(z,y) |y =sin—, z > 0}
X

kiimesini diigiinelim. X = G U {(0,0)} kiimesi R? iginde baglantili oldugu
halde yol ile baglantili degildir.

IspaT: (0, 00) araligindan R? ye tanimli olan
1
h:x— (z,sin—)
T

fonksiyonunu diigiinelim. Bu fonksiyonun siirekli oldugunu (gergekte kendi
grafigi iizerine bir egyap1 doniigiimiidiir) biliyoruz. O halde, (0, 00) baglantih
kiimesinin siirekli A fonksiyonu altindaki resmi olan G kiimesi de baglantili
bir kiime olacaktir. Ote yandan (0, 0) noktasinin her komsgulugu G ile kesisir,
dolaysiyla (0,0) € G dir. Buradan G C X C G qkar. Artik, X kiimesinin
baglantili olugu Sonu¢ 16.3.5 tan ¢ikar.

Ote yandan, eger p € G ise p noktas: ile (0,0) noktasimi birlegtiren ve G
i¢cinde kalan higbir yol olamaz; boyle bir yol olsaydi  — sin (1/x) fonksiyonu
(0,0) noktasinda siirekli olurdu. Oysa boyle olmadigim biliyoruz.

16.12 PROBLEMLER

1. U kiimesi R? i¢inde acik ve baglantihi bir kiime ise, U nun yol ile bag-
lantili oldugunu gosteriniz.
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. X baglantili bir uzay ve C' baglantili bir alt uzay1 olsun. A C X kiimesi

icin ANC # 0 ve AANC # 0 ise, )AN C # 0 oldugunu gosteriniz.

f X — Y bir boliim doniigiimii olsun. Y uzay1 baglantili oldugunda,
her y € Y igin f~!({y}) C X baglantih ise X uzaymin da baglantih
oldugunu gosteriniz.

R icinde sayilabilir hi¢ bir alt kiime salt topolojiye gore baglantili de-
gildir. Gosteriniz.

Y C R? sayilabilir bir alt kiime ise R2 \ Y baglantihdir. Gésteriniz.

R iginde a < b < ¢ olmak iizere [a,b) U (b, c| kiimesi yerel baglantih
oldugu halde baglantili degildir. Neden?

Tamamen baglantisiz uzayin siirekli bir doniigiim altindaki resmi tama-
men baglantisiz olmayabilir. Bir 6rnekle gosteriniz.



