Bolum 15

TIKIZLIK

Kisa Tarihge

19.Yiizy1l, matematikte devrim niteliginde biiylik buluglarin yapildigi,
yeni akimlarin filizlendigi ve 20.Yiizyil matematiginin yolunu ¢izen ¢ok ve-
rimli bir dénemdir. Bu dénemin degerlendirilmesi, bu satirlar1 yazanin ya-
pamayacagl kadar ¢ok zor bir istir ve bu kitabin konusu degildir. Ancak,
tikizlik (compactness) ile ilgili gelisimi ¢ok kisaca 6zetlemenin, 6grenciyi
motive edici bir yarar1 olacagi diisiiniilebilir.

19.Yiizyilda, aralarinda Cantor, Weierstrass, Peano ve Dedekind gibi ad-
larin yer aldigi bir akim matematigin temellerini (foundations) kurmaya ug-
ragmaktadir. Bolzano ile baslayan ve sonrasinda Weierstrass, Arzeld, Ascoli,
Peano ve Fréchet gibi adlar i¢ine alan bir akim ise sayilabilir tikizlik
(countable compactness) kavramina erigti. Heine, Borel, Lebesque ve Ury-
sohn gibi adlar icine alan bagka bir akim agik ortiilerle belirlenen
ti1kizlik kavramina ulasti.

Elbette bu akimlar: kesin ¢izgilerle birbirinden ayirmak olanaksizdir. Her-
halde, gidilen ana yolun gercel sayilar1 kurmak, fonksiyonlarin 6zeliklerini
aciga cikarmak, diferensiyel ve integral denklemleri ¢6zmek gibi zor problem-
lerle dolu oldugu séylenebilir.

Genel topolojide tikiz uzaylar, analizdeki baz 6nemli 6zelikleri soyut
uzaylara genellegtirir. Konuyu cok basit ifade etmeye kalkigmak yanhg anla-
malara neden olabilir. Ama, 6grencinin konuya ilgisini cekebilmek icin gunu
sOyleyebiliriz. Sonlu kiimelerle ugragmak kolaydir. Acaba kiime sonsuz oldu-
gunda, benzer kolayligi saglayacak araclar yaratilabilir mi? Benzer olarak,
gercel eksende "kiiciik kiimelerle" ugrasmak da kolaydir. Tabii, burada kii¢iik
kiime terimi tanimsizdir. Ama gercel eksendeki sinirli ve kapali kiimelerin
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bu kavrama karsihk getirildigini sezebiliriz. Acaba gercel eksende sinirli ve
kapali kiimelerin 6zeliklerini soyut uzaylara tasiyabilir miyiz?

19.Yiizyida matematik analizde elde edilen bazi Gzeliklerin genellegtiril-
mesi i¢in harcanan g¢abalar, sonunda bu giin adina tikiz (compact) uzaylar
dedigmiz uzaylar1 yaratmigtir. 1817 yilinda Bernhard Bolzano dogru iizerinde
ya da diizlemde alinan sinirh bir dizinin terimlerinin bir noktaya (limit) yak-
lagtigini kegfetti. Adina yarilama yontemi dedigimiz basit ama zekice bir bu-
lug olan Bolzano’'nun ispat teknigi 50 yil sonra Karl Weierstrass tarafindan
yeniden kegfedilinceye kadar c¢ok ilgi gérmedi.

1880 yilinda, Bolzano-Weierstrass teoreminin benzerinin siirekli fonk-
siyon uzaylarina uygulanabilecegi Giulio Ascoli ve Cesare Arzeld tarafin-
dan gosterildi. Bu sonug, uygun fonksiyonlar ailesinden diizgiin yakinsak bir
fonksiyon dizisinin secilebilecegini sdyliiyordu. Secilen bu dizinin limiti, Bol-
zano’nun kesfettigi limit noktasinin roliinii oynuyordu.

20.Yiizylla girilirken, David Hilbert ve Erhard Schmidt, Arzela-Ascoli
teoreminin benzerinin integral denklemlere uygulanabileegini gosterdiler. Bu
bulug tikiz operator (compact operator) kavramim yaratti.

1906 yilinda Maurice Fréchet, Bolzano-Weierstrass teoreminin 0ziinii
yakalayabildi ve ondan sayilabilir tikizlik (countable compactness) dedigimiz
genellemeye ulagabildi. Fréchet, tikizlik (compactness) terimini ilk kullanan
kisidir.

Matematik analizi derinden etkileyen bu alandaki caligmalarin farkli yon-
lerde gelismig olmasi dogaldir. Dolayisiyla, farkh tikizlik kavramlar ortaya
¢ikti. Bunlarin bazilar birbirlerine (belli uzay tipleri iizerinde) denktirler.
Bazilar1 bagkalarini 6zel haller olarak icgsellestiren genelliktedirler.

1870 yilinda Eduard Heine, kapali ve sinirli bir aralikta tanimli olan fonk-
siyonlarin diizgiin siirekli olduklarini1 gosterdi. Heine, bu teoremi ispatlamak
i¢cin Once bir yardimci teorem (lemma) ispatlama geregini duydu. Bu yar-
dimc1 teoremde, aldigi sinirli ve kapali araligi 6rten sayilabilir sayida acik
araliklardan olugan her ortiiden, sonlu bir altortii secilebilecegini gostermisti.
Heine’'nin farkedemedigi bu 6zeligin 6nemini 1895 yilinda Emile Borel gordii.
Bu 6zelik, Pierre Cousin (1895) ve Henri Lebesgue (1904) tarafindan, sayila-
bilirlik kosulu kaldirilarak her hangi bir acik araliklar 6rtiisii i¢in ispatlandi.
Bu giin Heine-Borel teoremi diye bilinen bu bulug, gercel sayilarin kapali
ve sinirh altkiimelerinin tasidigi 6nemli bir 6zeliktir.

Ortaya konan bu bulugun 6nemi, fonksiyonun bir noktadaki siirekliligi
gibi yerel kavramlari, diizgiin siireklilik gibi global kavramlara tagimasidir.
Bu 6zeligi agiga vuran Lebesgue (1904) kendi adiyla anilan integral kuramini



15.1. TIKIZ UZAYLAR 179

olusturdu.

Kurulan bu biiyiik binanin ¢atisini, Pavel Alexandrov ve Pavel Urysohn
yonetimindeki Rus Okulu tamamladi. 1929 yilinda bu ikili su bulguya ulagtz:
Fréchet tarafindan ortaya konulan dizisel takizlak, belirli kogullar al-
tinda, sonlu altortiiniin varhgindan cikarilabilir.

Bu giin matematikte baskin (dominant) konuma gelen tikizlik kavrama,
her acik ortiiden sonlu bir altértii secilebilmesi 6zeligine dayali olan tikiz-
liktir. Ama tek bagima bu kavram, ne tikizhgin tarihi geligimini ne de farkh
tikizlik kavramlarini i¢seller. Acik Ortiilerle belirlenen tikizlik yaninda, belirli
kogullar altinda biri 6tekine denk olan ya da biri 6tekini genelleyen farklh
tikizlik kavramlarini sayabiliriz. Her dizinin yakinsak bir alt diziye sahip ol-
mas1 durumu dizisel tikizlik, sayilabilir her acik ortiiden sonlu bir altortii se-
cilebilmesi durumu sayslabilir tikizlik, her sonsuz altkiimenin bir limite sahip
olmasi1 durumu limit noktasu tikizlige, Bourbaki okulunun tikizemst (quasicom-
pact) uzayi, siirekli her gergel fonsiyonun sinirh olmasi durumu sézde tikuzlik
(pseudo-compact), indeksi Ry olan (Lindeldf) tikizligr bunlarin baghcalandir.
Bu kavramlar yaratanlarin verdikleri adlar da bu giin kullandigimiz terim-
lerden farkl idi.

15.1 TIKIZ UZAYLAR

Asagidaki tanimlar1 animsayalim:

Tanim 15.1.1. Bir (X, .7) uzay verilsin. X kiimesinin altkiimelerinden olu-
san bir 4 ailesinin bilegimi X kiimesine egit oluyorsa, il ailesine X kiimesinin
bir értistdir, denilir.

Eger il ailesine ait kiimelerin hepsi agik (ya da kapali) ise, i ailesine X
kiimesinin ag¢ik (ya da kapaly ) bir értisidir, denilir.

Eger 4 nun bir altailesi X kiimesinin bir oOrtiisii ise, bu altaileye Ll nun
bir altértisi, denilir.

Tanim 15.1.2. ilile U, X kiimesinin iki agik ortiisii olsun. Eger her U € 4
icin V' C U olacak sekilde bir V' € U kiimesi varsa U ortiisiine, $ 6rtiisiiniin
bir bizilmisidir, denilir. Eger acik 4 ortiisiiniin bir biiziilmiigii varsa, 4 ya
bizilebilir bir ortudir, diyecegiz.

Tamim 15.1.3. Bir (X, .7) uzay1 verilsin. Eger X kiimesinin her agik ortii-
stiniin sonlu bir altortiisii varsa, (X, .7) uzayma tikiz (compact ) bir uzaydir,
denilir.
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Uyar1 15.1.1. 20.Yiizy1l matematigine biiyiik katkis1 olan Fransiz Bourbak:
Okulu tik1z (compact) uzay yerine tikizimsi (quasicompact) uzay terimini kul-
lanir 1.

Tanim 15.1.3 ile Bourbaki tanimi arasinda bir iistiinliik fark: yoktur. Ki-
tap boyunca hangi tanimin esas alindig iyi gozetildigi siirece, birisi otekine

gore ne kolaylik ne de zorluk yaratir.

Tamim 15.1.4. (X, .7) bir uzay olsun ve bir A C X altkiimesi verilsin. Eger
(A, Z4) alt uzay1 tikiz ise A ya X in #1k1z bir altkiimesidir, denilir.

Ornek 15.1.1. Gercel eksen, iizerindeki salt topolojiye gore tikiz degildir.
Gergekten, M = {(—n,n)|n € N} agik araliklar ailesi gergel eksenin bir agik
ortiisiidiir, ancak bu aileden sonlu bir altortii secilemez.

Ornek 15.1.2. Sonsuz bir kiime, iizerindeki sonlu tiimleyenler topolojisine
gore tikizdir.

Tanim 15.1.5. Bir kiimeler ailesinin her sonlu altailesinin arakesiti bog de-
gilse, bu aileye sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denilir.

Teorem 15.1.1. Bir (X, .7) uzay i¢in asagidaki ozellikler esdegerdir:

(i) Uzay tikizdar.
(ii) X iizerindeki her siizgecin enaz bir kaplama noktasi vardir.

(iii) Kapal kiimelerden olugan ve sonlu arakesit 6zelligine sahip olan bir
ailenin arakesiti bog degildir.

(iv) Kapal kiimelerden olugan ve arakesiti bog olan bir ailenin, arakesiti
bos olan sonlu bir altailesi vardir.

Ispar: (i) = (i): . ailesi X iizerinde bir siizge¢ olsun. 8 nin highir
kaplama noktas1 olmasaydi, Tanim 13.4.3 geregince

(1S=0 (15.1)

Ses

!Bourbaki: Bir (X,.7) uzay1 verilsin. (i) Eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu
bir altortiisii varsa (X, J) uzayr tikizamst (quasicompact) bir uzaydir. (i7) Tikizims1 bir
Hausdorff uzay: tikiz (compact) bir uzaydir.
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olacakti, ki bunun eglek bagintisi

U®y=x (15.2)

Ses

olurdu. Bu ise {(S)'| S € .#’} ailesinin X kiimesinin bir agik értiisii olmas

demektir. O halde, (i) geregince, bu ailenin sonlu bir {(S5;)"|i = 1,2,...,n}
altortiisii vardir; yani

dir. Bunun eglegi

olacaktir, ki bu . nin siizge¢ olmasiyla celigir.

(73) = (4i7) : X kiimesinin kapali altkiimelerden olugan ve sonlu arakesit
ozelligine sahip olan bir 8 ailesi verilsin. & min {irettigi bir .7 siizgeci vardir.
(bkz. Onerme 13.2.2). O halde (ii) geregince bu siizgecin en az bir kaplama
noktasi varolacaktir ve £ nin 6geleri kapali oldugundan, bu kaplama noktasi
R nin her 6gesine ait olacaktir; yani £ nin arakesiti bos degildir.

(i43) = (iv) : Kapal kiimelerden olugan bir R ailesinin arakesiti bog olsun.
Eger K ailesinin hig bir sonlu arakesiti bog olmuyorsa, (iii) geregince, & nin
da arakesiti bog olmayacaktir, ki bu, verilen varsayimla celigir.

(1v) = (4): Y ailesi X kiimesinin bir acik ortiisii olsun

Uv=x

Ued

o=

Uedl

bagintisinin eglegi olarak

bagmtisi elde edilir. U’ ler kapali ve arakesitleri bog oldugundan, (iv) gere-

gince
Ui =0
i=1

olacak gekilde sonlu bir {U] | i = 1,2,...,n} alt-ailesi vardir. Bu bagmtinin
eglegini yazarsak 4 nun sonlu, {U; | i = 1,2,...,n} alt-ailesinin X kiimesinin
bir agik ortiisii oldugu goriiliir.
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Teorem 15.1.2. (X, .7) uzay i¢in asagidaki ozellikler esdegerdirler:
(i) X kiimesinin sayilabilir her agik Ortiisiiniin sonlu bir altortiisii vardir.
(ii) X kiimesinin her sonsuz altkiimesinin enaz bir yigilma noktas: vardir.

(iii) Bog olmayan kapali kiimelerden olugan

Al DA DA3D...DA, DAL D ... (15.3)
gibi ic-ice azalan her kiimeler dizisinin arakesiti bog degildir.

ISPAT:

(i) = (1) : Sonsuz bir A kiimesinin higbir yigilma noktas1 olmasm. A nin,
farkl noktalardan olusan sayilabilir bir B = {z,, |n € N} altkiimesini alahm.
Tabii, B nin de hicbir yigilma noktasi olmayacaktir. Ayrica B nin her 6gesi bir
kenar noktasidir; yani 0B = B dir. Kenar kiime kapah oldugundan (bkz. 2.3.1
Problem 4) B kapalidir. O halde B” agiktir. Kabuliimiiz geregince, her x,, € B
icin 6yle bir V,, komsulugu bulabiliriz ki V,, nin B ile x,, den baska ortak
noktasi olmaz. Bu durumda {B’,V!|n € N} ailesi X kiimesinin sayilabilir
bir acik ortiisii olacaktir ve bu ailenin sonlu bir altortiisiiniin olmayacagi
apaciktir. Bu ise (i) varsayimma aykiridir. Oyleyse kabuliimiiz yanhgtir; yani
A nin enaz bir yigilma noktas1 vardir.

(73) = (i4i) : Eger belli bir damgadan sonra A,, kiimeleri esit iseler, verilen
kiimeler dizisinin arakesiti bu ortak kiimedir; dolayisiyla bog degildir. Eger
boyle degilse, gerekiyorsa verilen kiimeler dizisinin birbirlerinden farkh bir
alt dizisini secerek, her ¢ € N icin A; # A;,1 kabul edebiliriz. Her n € N
i¢in bir a, € A, — A, 41 08esi secerek sonsuz bir {a,} dizisi olugturalm. (ii)
geregince {a,} dizisinin bir y1gilma noktasi vardir; buna a diyelim. Her i € N
icin n > 7 oldugunda a, € A; olacagindan a € A; dir. O halde

oo
a € ﬂAz
i=1

dir; yani verilen kiimeler dizisinin arakesiti bog degildir.
(13i) = (13): ¥ = {V,|n € N} ailesi X kiimesinin sayilabilir agik bir
ortiisii olsun.

A, ={(ViuVhU...UV,)'} n=1,23,...
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seklinde kapali kiimelerin i¢-ice azalan bir {A,} dizisini olugturalim. Hemen

goriilecegi gibi
(N Ai=0
n=1

olur. O halde (iii) geregince bir A; = () olmalidir. Buradan

%=h%=X

j=1
¢ikar ve bu ¥ ortiisiiniin sonlu bir altortiisiiniin varhg demektir.

Ornek 15.1.3. Tikiz bir uzay Hausdorff olmayabilir. Ornegin, X = {a, b, c}

kiimesi
T = {@7 {CL}, {CL, b}7 {CL, C}, X}

topolojisi ile donatilirsa (X, .77) uzay: tikiz olur. Ancak, B = {b} ile C' = {c}
ayrik ve kapal kiimelerinin birbirlerinden ayrik agik komguluklar: yoktur.

Onerme 15.1.1. [kinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan bir Hausdor{f uzay
Teorem 15.1.1 nin egdeger ozelliklerinden birini (dolayisiyla hepsini) sagli-
yorsa tikiz bir uzaydar.

[sPAT: Bir (X, .7) uzayiile .7 nun bir & = {B,, | n € N} sayilabilir taban1
verilsin. U ailesi X kiimesinin bir acik ortiisii olsun. Her V' € 4l kiimesi £ ye
ait kiimelerin bir bilegimi olarak yazilabilir. O halde X kiimesi # tabanina
ait kiimelerin bir bilegimi olarak yazilabilir.

Varsayimimmiz geregince, % nin sonlu bir {B;|j = 1,2,...,n} ailesi X
kiimesini ortecektir (bkz. 4.1.3). Ote yandan herbir B; i¢in B; C V; olacak
sekilde bir V; € U var oldugundan

V=X

1

]:
olacaktir.
Onerme 15.1.2. Tikiz bir uzayin kapali her altkiimesi tikizdar.

IsPAT: A kiimesi (X, .7) uzaymin kapali bir altkiimesi olsun. (A, ) alt-
uzaymda kapal olan her B C A altkiimesi (X, .7) uzay1 i¢ginde de kapali
olacagindan, Onerme 8.3.2 ile Teorem 15.1.1 den istenen sey hemen goriiliir.
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Onerme 15.1.3. (X,.7) Hausdorff, A C X tikuz bir altkiime olsun ve bir
p & A verilsin. Bu durumda

ACV,peW, VvnWw =10
olacak sekilde V' ve W ac¢ik kimeleri vardar.

IspAT: Degisken bir « noktast A yi1 tarasm. Uzay Hausdorff oldugundan
her € A igin 6yle bir V,, € A(x) ile dyle bir W, € Z(p) agik komguluklari
vardir ki V, N W, = 0 dir. Tabii {V, |z € A} ailesi A nmn agik bir ortiisii
olacaktir. O halde bu ailenin

Vi Vigs oo Vi

gibi sonlu bir altortiisii varolacaktir. Bu durumda

W:éwg

kiimeleri agiktir ve kesismezler. Ayrica

W e %(p)
AcCV
Vaw =90

olacagr agiktir.
Teorem 15.1.3. Bir Hausdorff uzayimin her tikiz altkiimesi kapalidair.

ISPAT: Yukarida her p € A’ noktasinin A’ niin bir ic-noktas1 oldugunu
gosterdik; yani A" agiktir. O halde A kapahdir.

Teorem 15.1.4. Hausdorff ve tikiz bir uzaywn bir altkiimesinin tikiz olmast
icin gerekli ve yeterli kosul kapali olmasidar.

ISPAT: Gerekligi 6nceki Sonucta, yeterligi ise 6nceki Onermede verildi.

Teorem 15.1.5. Tikiz ve Hausdorff olan her uzay normaldir.
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IspaT: (X, .7) tikiz ve Hausdorff bir uzay olsun. X icide A ile B ayrik ve
kapali (dolayisiyla tikiz) herhangi iki altkiime olsun. Degisken bir y noktasi
B kiimesini tarasin. Her y € B icin, Onerme 15.1.3 uyarinca,

ACV,, yeW,, V,nW,=10

olacak sekilde agik V,, ve W, kiimeleri vardir. B nin {W,, |y € B} acik ortii-
siinden sonlu bir

{Wh WQ? I Wm}
altortiisii segilebilir. O halde

v=v . w=w (15.4)
=1 =1
acik kiimeleri
ACV, BCcW, VW =10 (15.5)

bagintilarmi saglayacaklardir, ki bu, normal uzay olma aksiyomunun (bkz.
Tanim: [N] aksiyomu 14.7.1) saglanmas: demektir.

E nin bir altkiimesinin kaplami tikiz ise buna goreceli tikiz bir altkiimedir
denilir.

Klasik Bolzano-Weierstrass teoremi der ki n-boyutlu R™ Oklid uzaymnin
tikiz altkiimeleri hem sinirli hem kapali olan altkiimeleridir; bunun goreceli
tikiz altkiimeleri ise yalniz sinirli olan altkiimeleridir.

Bu konu Metrik Uzaylarda daha ayrintih olarak incelenecektir.

Bir Hausdorff uzayinda sonlu her altkiimenin tikiz oldugu apaciktir. Yine
sonlu tane tikiz altkiimenin bilegiminin tikiz oldugunu ve bu 6zeligin goreceli
tikiz altkiimeler icin de varhgimi gérmek kolaydir.

Teorem 15.1.6. [ : (X,.7) — (Y,.) siirekli bir fonksiyon ve (X,.T) tikiz
bir uzay ise f(X) CY resmi de tikizdar.

IspaT: # ailesi f(X) altkiimesinin bir acik ortiisii olsun. f siirekli oldu-
gundan

[N ={"WIVer}

ailesi X in bir acik ortiisii olacaktir. Varsayimimiz geregince, bunun

{0, 7 (Ve), e (V)

gibi sonlu bir altortiisii vardir.Buradan, Vi, V5, ..., V,} sonlu alt-ailesinin
f(X) kiimesini ortecegi hemen goriiliir.
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Sonug 15.1.1. Gergel degerli ve stirekli bir f fonksiyonu tikiz bir kiime tize-
rinde sinarlidir ve bu kime tizerinde maksimum ve minimum degerlerini alor.

IsPAT: (X, .7) tikiz bir uzay olsun ve siirekli bir f : (X,.7) — R fonk-
siyonu verilsin. Yukaridaki énerme geregince, f(X) gercel ekseninin tikiz bir
altkiimesi olacaktir. X bog olmadigindan f(X) goriintii kiimesi bog degildir.
Gergel eksenin sinirsiz bir altkiimesi tikiz olmayacagima gore, f(X) sinirhdir.
Ayrica f(X) kapahdir. (bkz. Teorem 15.1.4). O halde f(X) kiimesinin gergel
eksen tizerindeki < siralamasina gore en biyik alt sinuri (ebas, inf) ve en
kiigiik st sinar (ekiis, sup) vardar.

a= (X)), b=sup{f(X)}
diyelim. Bu durumda a = f(z), b = f(y) olacak gekilde bir z € X ile bir
y € X var demektir. a,b € f(X) oldugunu gormek igin

1
F,={zeX:a< f(z)<a+-}, n=1,2,3,---
n

ic-ice kiimeler dizisini tanimlayalim. f siirekli oldugundan her bir F), kiimesi
kapahdir. Oyleyse, her nicin a € F,, oldugu diisiiniiliirse, 15.1.1 (iii) uyarimca,
a € NF, C X olur.

Simdi de,

1
K,={zeX:b——<f(2)<b}, n=1,2,3,---
n

ic-ice kapali kiimeler dizisini tamimlayalim. Yukaridakine benzer diigiiniigle
b € NK,, C X oldugu sdylenebilir.

Teorem 15.1.7 (Alexander). (X,.7) bir Hausdorf topolojik uzayr ve & bu-
nun herhangi bir alt-tabani olsun. Bu durumda asagidaki iki ifade esdegerdir:

(i) X uzay1 tikizdr.

(ii) X uzaymin & alt-tabaninin kimi 6gelerinden olugan her ortiisiinden
sonlu bir 6rtii secilebilir.

IspaT: (i) = (i) : Tikiz olma tammindan apacik goriiliir.
(17) = (i): Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. (i¢) nin saglandigini
ama (i) in saglanmadigim varsayalim. X uzayindaki biitiin agik oOrtiilerin
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icinden, sonlu altortiisii olmayanlarin ailesini 2 ile gosterelim. 2 ailesi
"kapsama" bagintisina gore tikel (kismi) siralidir. 27 i¢inde bog olmayan
bir zincirin bilesimi 2" i¢indeki bir agik ortiidiir. Zorn Teoremine gore 2~
ailesi iginde bir biyikce (maksimal) bir 9t ortiisii vardir. Bu demektir ki, 9
ortiisii X uzaymin bir acgik ortiisiidiir, ama 90 ortiisiiniin sonlu bir altortiisii
yoktur. Oyleyse, U kiimesi 9 icinde olmayan herhangi bir acik kiime olmak
tizere M U {U} ailesi M ailesine ait degildir; dolayisiyla sonlu bir altortiisii
vardir. Boyle olmasaydi bu aile 2~ ye ait olacakt1, ki bu durumda 997 ailesine
ait olmasi gerekirdi. U ¢ 9 oldugundan, bu olanaksizdir.

Simdi # = 9 N & arakesitini diigiinelim. Bir yandan, % C 9 oldu-
gundan 7 ailesinin X uzaymi oérten sonlu bir altailesi yoktur. Ote yandan,
W C G oldugundan, # ailesi X uzaymi ortemez; ortseydi (i7) kogulu uya-
rinca # ailesinin X uzayin Orten sonlu bir altortiisii olacakti. Buise, #° C 9
kapsamasi nedeniyle, 91 ailesinin de X uzayini 6rten sonlu bir altortiiye sahip
oldugu anlamina gelirdi. Oysa 90 ailesi bu nitelige sahip olmayacak sekilde
secilmigti.

W ailesi X uzaym ortmiiyorsa,

xEXﬁ(LJW) (15.6)

wew

olacak gekilde bir x noktasi secebiliriz. 91 bir 6rtii oldugundan x € M € N
olan bir M agik kiimesi vardir. & alt-taban oldugundan, M acik kiimesi &
ailesine ait baz1 kiimelerin bir bilegimi olarak yazilabilir. Bunlar arasindan x
Ogesini igeren sonlu sayida

S1,52,...,5, (15.7)
kiimelerini segelim.
re()S; cM (15.8)
j=1

olacag agiktir.

re(lJw) (15.9)

Wew
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oldugundan, (15.7) kiimelerinin hi¢ birisi # i¢inde degildir. 9t maksimal bir
ortii oldugundan, her ¢ = 1,2,3,...,n icin

X =5 U(M;UM;, UM, U...UM,) (15.10)

olacak gekilde sonlu sayida M;,, M;,, M,,, ..., M; € 9 agk kiimeleri vardir.
Heri=1,2,3,...,n i¢gin

A= (M;; UM, UM, U...UM,) (15.11)

dersek,

MU (U Aj) 2 (ﬂ sj) ' (U Aj> “x e

bagintis1 ¢ikar. Boylece X uzayir 9 ailesine ait sonlu sayida kiimelerin bir
bilegimi olur. Bu sonug¢ 2N ailesinin segiligine aykiridir. Bu bir geligkidir. O
halde, kabuliimiiz yanligtir.

Teorem 15.1.8 (Tychonoff). Bos olmayan topolojik uzaylarin bos olmayan
bir ailesinin ¢carpim uzayinin tikiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, ¢arpan
uzaylarin her birisinin tikiz olmasidar.

[SPAT:
{(X,, %) €1} (15.13)

verilen topolojik uzaylar ailesi olsun.
Gerekligi: Bu uzaylarin (X, &) ¢arpim uzay tikiz ise, izdiigiim fonksiyon-
lar1 siirekli oldugundan,

n(X)=X, (el (15.14)

resimleri de tikiz olacaktir (bkz. Teorem 15.1.6).

Yeterligi: Alexander Teoremine gore, &2 carpim topolojisinin & alt taba-
niyla yapilan agik ortiilerini diigiinmek yetecektir [bkz. (9.6)| Olmayana ergi
yontemini kullanacagiz. Bir Y C & altortiisiiniin X carpim uzayini orten
hicbhir sonlu altortiisii olmadigini varsayalim. Her 2 € [ icin

U,={TeZ n }(T)c &}
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diyelim. i iizerine koydugumuz varsayim altinda, 4, agik kiimeler ailesi X,
tikiz uzayinin bir ortiisii olamaz. Olsaydi, X, nin sonlu bir 71,75, ...,T, € Z,
altortiisii secilebilirdi. Bu durumda

o T),r=1,2,...,n

(2

ailesi X carpim uzaymin i dan secilen sonlu bir altortiisii olurdu. Bu ise U
ya yiiklenen varsayima aykiridir. Oyleyse X, carpan uzayindan Gyle bir x,
ogesi secgebiliriz ki, bu 6ge 4, ye ait hi¢ bir kiime tarafindan igerilemez. Her
1 € I igin bu bi¢imde segilecek 6geleri bilegenleri varlayan z = (z,),e; 6gesini
diigiinebiliriz ki bu bir ¢eligkidir. Bu ¢eligki olmayacagindan, & alt-tabaninin
her altortiisiinden X carpim uzayinin bir altortiisii secilebilmelidir.

Tanim 15.1.6. Tikiz ve baglantih uzaya sirey (continuum) denilir.

15.1.1 PROBLEMLER

1. Gergel eksenin acik ya da yari-acik hichir araliginin tikiz olmadigim
gosteriniz.

2. Tikiz bir uzayda tikiz iki altkiimenin bilesiminin ve arakesitinin tikiz
oldugunu gosteriniz.

3. Sonsuz bir kiime, kendi {izerindeki sonlu tiimleyenler topolojisine gore
tikizdir. Neden?

4. Ayrik topolojiye gore bir kiimenin tikiz olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul sonlu olmasidir. Neden?

5. (X, ) sayilabilir tiimleyenler uzayr ve B C A C X olsun. B nin
(A, Z4) nin tikiz bir altkiimesi olmasi igin gerekli ve yeterli kogul sonlu
olmasidir. Neden?

6. Tikiz bir uzaydan bir Hausdorff uzay1 iizerine taniml bire-bir siirekli
bir fonksiyonun bir topolojik esyapi doniisiimii olacagini gosteriniz.

15.2 YEREL TIKIZ UZAYLAR

Tanim 15.2.1. Bir Hausdorff uzayinin her noktasinin tikiz bir komgulugu
varsa, bu uzaya yerel tikiz bir uzaydir, denilir.
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Tikiz bir uzay ayn1 zamanda yerel tikizdir. Ciinkii, kendisi her noktasinin
bir komgulugudur. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin, sonsuz bir
kiime, iizerindeki ayrik topolojiye gore yerel tikizdir, ama tikiz degildir. Gene,
gercel eksen, iizerindeki salt topolojiye gore yerel tikizdir, ama tikiz degildir.
Gergekten, her z € R noktasimin [z — h,z + h],h > 0 geklinde tikiz bir
komgulugu vardir.

Onerme 15.2.1. Yerel tikiz uzayda tikiz bir altkimenin tikiz komsuluklar,
bu kiimenin bir yerel tabanine olusturur.

ISPAT: E yerel tkiz bir uzay ve X onun tikiz bir altkiimesi olsun. Once
E nin tikiz oldugunu varsayalim. X’in bir U komsgulugunu diigiinelim. Ge-
rekiyorsa i¢ noktalar1 kiimesini secerek, U nun acik bir komguluk oldugunu
kabul edersek genellikten birgey yitirmis olmayiz. Boylece Y = U’ kiimesi, F
nin kapali bir altkiimesi oldugundan, tikiz olacaktir ( E yi tikiz varsaydigimiz
i¢in bkz. Teorem 15.1.4). O halde, X CV, Y C W ve VAW ={ olan V, W
kiimelerinin varligmi (bkz. Teorem 15.1.5) den sdyleyebiliriz. V- C W' ve W
acik oldugundan V' C W’ olacaktir. Ote yandan W’ C U oldugunu diisiiniir-
sek V C U yazabiliriz. Oysa V kiimesi X in kapali bir komsulugudur ve U
tarafindan kapsanir. Bu 6zel halde ispat1 bitirmek icin ayrica V kiimesinin
tikiz olduguna igaret etmek yetecektir.

Simdi E nin yerel tikiz olmas1 halinde ispat1 yapalim. Bunun icin, once,
X in enaz bir tane tikiz U komguluguna sahip oldugunu gésterelim. z € X
icin U, kiimesi z 0gesinin tikiz bir komgulugu olsun. z noktalar1 X kiimesini
taradigi zaman U, kiimelerinin igleri X in acik bir ortiisii olacaktir; dyleyse,
oyle x1, 2o, ..., 2z, € X noktalar vardir ki, X kiimesi

U=U, UU, UU,, U...UU,,

icinde kalir ve U tikizdir. Simdi V' kiimesi X in keyfi bir komsulugu olsun. UN
V kiimesi X in tikiz U uzay1 i¢indeki bir komgulugu oldugundan, bagtaki 6zel
hal geregince, U uzayinda X in Oyle bir W komgulugu vardir ki W C U NV
olur. Ozel olarak W C V dir ve W,E uzayinda X in tikiz bir komsgulugudur.

15.3 KARMA PROBLEMLER

1. X tikiz ve Y Hausdorff ise siirekli f :— Y fonksiyonu kapahdir. Goste-
riniz.
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Y tikiz ise m; 0 X X Y — X izdiigiimii kapali bir doniigiimdiir. Goste-
riniz.

.Y tikiz ve hausdorff ise f : X — Y doniigtimiiniin siirekli olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kogul
Gy =A{(z, f(z)) : z € X}
grafiginin X x Y icinde kapali olmasidir.

f X — Y doniisiimii kapali, siirekli ve érten olsun. Y tikiz oldugunda,
her y € Y icin f~'({y}) C X tikiz ise, X uzaymin da tikiz oldugunu
gosteriniz.

Her acik aralik salt topolojiye gore R uzayinda aciktir. Gdsteriniz.

. n € Z olmak iizere (n,n + 1) araliklarmin bilegimi agiktir. Gosteriniz.

[e.9]

{0} = ﬂ(—%,%) (15.15)

n=1

esitligini kullanarak sonsuz sayida acik kiimelerin arakesitinin acik ol-
mayabilecegini gosteriniz.

. Q rasyonel sayilar kiimesinin, salt topolojiye gore R uzayinda ne acik

ne de kapali oldugunu gdosteriniz.

Salt topolojiye gore R uzayinda bir (a,b) acik araligimin her z € (a, b)
0gesi icin bir komsuluk oldugunu gosteriniz.

o1n=UL1- )

oldugunu gosteriniz. Buradan gu sonucu ¢ikariniz: Sonsuz sayida kapali
kiimelerin bilegimi kapali olmayabilir.



