Bolum 14

AYIRMA AKSIYOMLARI

Bir X kiimesi iizerinde ayrik olmayan topolojik yapidan baslayarak ayrik
topolojik yapiya kadar ¢ok degisik topolojik yapilarin kurulabilecegini biliyo-
ruz. Topojik yapi inceldikce, bir yandan, uzay iizerindeki siirekli fonksiyonlar
cogalir ve farkh kiimeleri farkli komguluklarla ayirma olanagi dogar. Bu ise,
yakinsak dizi ve siizgeclerin tek limite gitmelerini saglar; ancak, 6te yandan,
topolojik yapinin incelmesi, yakinsak dizilerin ve yakinsak siizgeclerin sayisini
azaltir ve uzaym birinci ya da Ikinci Sayilabilme Aksiyomlarini saglamasini
zorlagtirir. Bu nedenle, matematikci, kiime iizerinde yapmak istedigi ise uy-
gun olan bir topolojik yap1 kurar. Degisik yapilari, bazi1 ortak niteliklere sahip
olan simiflara ayirip her sinifin 6zeliklerini ayri ayr1 incelemek daha kolay ve
daha yararh olmaktadir. Bu béliimde, Alezandroff ve Hopf tarafindan or-
taya konan aksiyomlarla (ki bunlara ayirma aksiyomlar: diyecegiz) yapilan
siniflamay1 inceliyecegiz. Almanca’da "‘Ayirma Aksiyomu" anlamima gelen
"Trennungsaxiom"’ kelimesinin bag harfi kullamlarak, Ty, Ty, Ty, T3, Ty,
ile gosterilen beg ayr sinifi, sirasiyla, tanimlayacagiz.

14.1 1T, -UZAYLARI

Tamm 14.1.1. Bir (X, .7) topolojik uzay1 verilsin. X kiimesinin farkl iki
noktasi verildiginde, bu noktalardan en az birisinin, digerini icermeyen bir
komgulugu varsa, (X, .7) uzayma bir Ty -uzayidir denilir.

Ornek 14.1.1. X kiimesi birden cok 6geye sahipse, bu kiime iizerindeki
ayrik olmayan topolojiye gore uzay bir T -uzay:1 degildir.
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Onerme 14.1.1. T, uzaywun her alt uzay: da bir Ty-uzayidir. Ancak T
uzayman bir bolim uzayinin yine Ty uzayr olmast gerekmez.

I s P A T: Kolayca goriiliir.

14.2 T} -UZAYLARI

Tanim 14.2.1. Bir (X, .7) topolojik uzaymin herhangi farkh iki noktasi ve-
rildiginde, bu noktalarin herbirisinin, digerini icermeyen bir komgulugu varsa,
bu uzaya bir T} -uzayidir, denilir.

Bunu asagidaki gibi simgelerle ifade edebiliriz:

dH € # bg H
7] a,beX, a#b= €Bla), b¢

G € B(b), a¢ G
Teorem 14.2.1. Bir uzaywn T1-uzayr olmasy icin gerekli ve yeterli kosul her
noktasimin kapaly bir kiime olmasidar.

IsPAT:

Gerekligi: Herhangi bir p € X alalim. {p}’ niin agik oldugunu gosterecegiz.
x € {p} ise x # p olacagmdan [T}] geregince p ¢ G olacak gekilde bir
G € A(z) vardir. Her = € {p} i¢in aym gey yapilabileceginden {p}’ agiktir.
O halde {p} kapaldir.

Yeterligi: a,b € X ve a # bise b € {a} dir. Varsayimimiz geregince {a}
kapali oldugundan {a} € Z(b) ve a &€ {a}’ diir. Benzer diigiiniigle {b}' €
A(a) ve b € {b} olacagindan [T}] beliti saglanir.

Sonug 14.2.1. Bir (X,.7) uzaywun Ti-uzayr olmast igin gerekli ve yeterli
kosul 7 nun sonlu timleyenler topolojisinden daha ince dokulu olmasidur.

IspaAaT:

Gerekligi: Uzay Ti-uzayi ise, onceki teorem geregince, her sonlu kiime
kapalidir; yani her sonlu kiimenin tiimleyeni agiktir. Bu ise, sonlu tiimleyenler
topolojisinin .7 dan daha kaba olmas1 demektir.

Yeterligi:  topolojisi sonlu tiimleyenler topolojisinden daha ince ise her
noktanin tiimleyeni agik olacagindan, tek noktadan olusan her kiime kapali-
dir. O halde, gene 6nceki teorem geregince, (X, .7) bir Tj-uzayidir.
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14.3 15 -UZAYLARI

HAUSDORFF UZAYLARI

Tamim 14.3.1. Bir (X, .7) uzaymmn herhangi farkli iki noktasi verildiginde
bu noktalarin birbirlerinden ayrik birer komgulugu varsa, (X, Z) uzayma bir
Ty -uzayidir ya da bir Hausdorff uzayidir, denilir.

Bunu agagidaki gibi simgelerle ifade edebiliriz:
Ty] a,be X,a#b= (A€ HB(a) (3B€ # (b)) ANB=1

Her Hausdorff uzayimin bir Tj-uzay1 oldugu apaciktir. [T3] aksiyomu Haus-
dorff aksiyomu diye adlandirihr ve bu nedenle ¢ogu kez [H] ile gosterilir.

Teorem 14.3.1. Bir (X, .7) uzay i¢in asagqidaki ozelikler esdegerdir:

(i) Uzay bir Hausdorff uzayidir.

(ii) Herhangi bir noktanin biitiin kapal komguluklarinin arakesiti yalmz bu
noktadan ibarettir.

(i) X iizerindeki yakinsak bir siizgecin tek kaplama noktasi, siizgecin ya-
kinsadig1 noktadir.

(iv) X {izerindeki bir siizgecin birden ¢ok limit noktasi yoktur.

IspaAT:

(i) = (ii): Sabit bir p € X noktas1 segelim. p # x € X ise [T3] aksi-
yomu geregince, U NV = () olacak sekilde p noktasmin bir U komsulugu ile x
noktasinin bir V komsulugu vardir. Ozel olarak bu komguluklar: acik kiime-
ler olarak segebiliriz. Bu durumda V’,p nin kapal bir komsulugudur ve bu
komguluk x noktasini icermez; yani x noktasit p nin kapali komguluklarinin
arakesit kiimesine ait olamaz. Her = # p noktasi i¢in aym sey sdylenebilece-
gine gore, soz konusu arakesit p den farkh hicbir noktay1 iceremez.

(ii) = (iii): X iizerinde . — p olacak gekilde bir . siizgeci alalim.
- nin biricik kaplama noktasinin p den ibaret oldugunu gosterecegiz. x # p
ise, (ii) geregince x ¢ K olacak gekilde p nin kapal bir K komgulugu vardir.
Ayrica . — p oldugundan, S C K olacak sekilde bir S € . vardir. O halde
SN K" =0 olur. Oysa K', x noktasmin bir komsulugudur, éyleyse x noktasi
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- nin bir kaplama noktas1 olamaz.

(iii) = (iv): Bir siizgecin her limit noktasi ayn1 zamanda bir kaplama
noktasi oldugundan, istenen sey apaciktir.

(iv) = (i): Olmayana ergi yontemiyle yapacagiz. © # y olsun ve x nokta-
sinin her V' komgulugunun y nin her W komgulugu ile kesistigini varsayalim.
Bu durumda V N W geklindeki kiimelerin ailesi, X iizerinde hem z, hem y
noktasina yakinsayan bir siizgeg tabani olacaktir. Oysa, boyle olmasi (iv) ile
celigir.

Sonug 14.3.1. Bir X kiimesinden bir Y Hausdorff uzayina bir f fonksiyonu
verilsin. X tzerindeki bir .7 siizgecine gore f nin encok bir limit noktas:
varolabilir. Eger béyle bir limit varsa, bu nokta [ nin % ye gore biricik
kaplama noktasidur.

I s P A T: Siizgecin yakinsamasi tanimi ile 6nceki teoremden hemen cikar.

Onerme 14.3.1. Bir f : (X, .7) — (Y, .) siirekli fonksiyonu veriliyor. Eger
(Y, ) bir Hausdorff uzay ve her x # y i¢in f(x) # f(y) oluyorsa (X, T)
uzayr da Hausdorff uzayidar.

IspamT: f(z)ve f(y) nin, sirasiyla, V ve W gibi birbirinden ayrik iki
komgulugunu alahm. f=*(V) ve f~'(W) kiimeleri, sirasiyla  ve y nin ayrik
birer komgulugu olacaktar.

Sonug 14.3.2. Bir Hausdorff topolojisinden daha ince olan her topoloji gene
bir Hausdorff topolojisidir.

I sp AT (H ) bir Hausdorff uzay1 ve 5 C J ise I : (X,.7) —
(X, ) 6zdeslik doniisiimii siireklidir. Onceki 6nerme uygulanirsa 7 nun
bir Hausdorff topolojisi oldugu goriiliir.

Sonucg 14.3.3. Bir Hausdorff uzayinin her alt-uzay: da bir Hausdorff uzay-
dar.

[ sP AT (X,5) bir Hausdorff uzay1 olsun ve bir A C X alt-kiimesi
verilsin. (A, #,) dan (X, ) i¢ine olan dogal gdmmeye onceki dnerme uy-
gulanabilir.
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Onerme 14.3.2. Bos olmayan uzaylarin bos olmayan bir ailesinin carpim
uzayinan bir Hausdorff uzayr olmast igin gerekli ve yeterli kosul ¢arpan uzay-
larin her bisinin bir Hausdorff uzay: olmasidar.

Gerekligi: Bir {(X,,7,) : » € I} ailesinin (X, ) ¢arpim uzay1 Haus-
dorff ise her j € I i¢in (X}, .7;) uzaymm (X, &) nin bir alt-uzayma esyapili
oldugunu gostermek yetecektir.

e X, =X 32 =(x,),

noktasimin biitiin (2 # j)-ma koordinatlarim X, lar iginde herhangi birer
sabit olarak segelim; &yle ki yalmiz j-inci koordinati X i¢inde degisken bir
nokta olsun. X carpim kiimesinin béyle bir noktasim 27 ile gdsterelim. Bu
noktanin x; koordinatinin X; yi taramasiyla elde edilen kiimeyi 9; ile goste-
relim. ¥; nin X carpim kiimesinin bir altkiimesi oldugu agiktir; dolayisiyla,
& carpim topolojisinin bu kiime iizerine kondurdugu topolojiyi O; ile gos-
terirsek (¥;, 0;) uzay1, onceki sonug uyarinca, Hausdorfftur. Bunun (9;, ;)
uzay1 ile egyapil oldugu aciktir.

Yeterligi: Eger =,y noktalar1 X carpim kiimesinin farkh iki noktasi ise
enaz bir j € I i¢in 7;(z) = z; izdiisiimii 7,(y) = y; izdiigiimiinden farkhdur.
(X, Z;) bir Hausdorf uzay1 olduguna gore, =, ve y; nin, sirasiyla, V' ve W
gibi ayrik birer komsuluklar vardir. O halde 7; (V) ile «r; '(W) kiimeleri X
icinde x ve y nin ayrik iki komgulugu olacaktir.

14.4 DUZENLI UZAYLAR

Tanim 14.4.1. Eger (X, .7) uzay1 agagidaki aksiyomu saglhiyorsa, bu uzaya
diizenli (regular) bir uzay ve topolojisine de dizenli bir topoloji, denilir:

[D] Kapali bir K alt-kiimesi ile bir z ¢ K noktasi verildiginde, K kiimesi
ile x noktasinin birbirlerinden ayrik birer komgulugu vardir.

Onerme 14.4.1. Bir (X,.7) uzaymmn asaqidaki 6zelikleri esdegerdir:
[D1] Uzay diizenlidir.

[D2] Her noktanin kapal komguluklar ailesi bu noktanin bir yerel tabanidir.
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[D3] Herhangi bir # noktasinin her V' komsulugu, W C V olacak sekilde
acik bir W komgulugu kapsar.

IspaAT:

[D1] = [D2]: Tanim 5.3.1 geregince, bir x noktasmin her hangi bir W
komsulugunun kapali bir komsuluk kapsadigin1 gosterecegiz. Ozel olarak W
yu agik ahirsak, W’ kapali olur ve = noktasini igermez. O halde [D1] geregince
W' niin 6yle bir U komsgulugu ile x noktasmin dyle bir V' komgulugu vardir
ki UNV =0 dir. Uile V yi acik alabiliriz. V C U’ oldugundan V C (U’) =
(U°) = U’ olacaktir. Oysa U D W' idi. O halde U" C W dur ve buradan
V C W cikar.

[D2] = [D3]: U kiimesi x noktasinin herhangi bir komsulugu ise, [D2]
geregince, U kiimesi, kapali bir V komgulugu kapsayacaktir. Ote yandan,
komguluk tanimi geregince, V' acik bir W komgulugunu kapsar. (bkz Tanim
5.1.1). O halde W C V =V C U dur ve buradan W C U olacag goriiliir.

[D3] = [D1]: K kapah bir alt-kiime ve z ¢ K olsun. K’,z noktasinin
bir komsulugu oldugundan, [D3] geregince, W C K’ olacak sekilde acik bir
W komsulugu vardir. (W)’ aciktir ve K y1 kapsar; yani bu kiime K nin bir
komgulugudur ve x noktasinin W komgulugu ile kesismez.

14.5 15 -UZAYLARI

Tanim 14.5.1. Asagidaki aksiyomu saglayan (X, 7)) uzayma bir Ts-uzayidir
denilir:

[T5]  Uzay diizenlidir ve T aksiyomunu saglar.

Uyar1 14.5.1. Baz kaynaklarda diizenli uzay diye [D] aksiyomunu saglayan
Hausdorff uzaylarina denilir.

Onerme 14.5.1. Asaqidaki ézelikler vardar.
1. Her T5-uzay: bir Hausdorff uzayidir.

2. Diizenli bir uzayin her alt-uzay1 da diizenlidir.
3. Bir Ts5-uzayinin her alt-uzay1 da bir T3-uzayidir.

4. Bir ¢arpim uzayin diizenli (ya da T3) olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
herbir ¢arpanin diizenli (ya da 7%) olmasidir.

[

. Ts-uzaylarimin boliim uzaylarinin 7T5-olmasi gerekmesz.
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14.6 BUSBUTUN DUZENLI UZAYLAR

Tanim 14.6.1. Bir (X,.7) uzay: verilsin. Kapalh bir A C X alt kiimesi ile
bir x ¢ A noktasi verildiginde eger X kiimesinden gercel eksen tizerindeki salt
topolojinin [0, 1] alt-uzay: iizerine agagidaki kogullar saglayan siirekli bir f
fonksiyonu varsa, (X, .7) uzayma bisbitin dizenli uzaydur denilir:

fiX = [0,1], f(A) =1, f(z) =0

Boyle bir fonksiyona A kiimesi ile x noktasini aysriyor denilir.
Biisbiitiin diizenli olan Ti-uzaylarina Tychonoff uzaylar, diyecegiz. Bazi
kaynaklarda Tychonoff uzaylar Tg simgesi ile gosterilir.

Onerme 14.6.1. Asaqidaki 6zelikler vardur.

(a) Biisbiitiin diizenli (ya da Tychonoff) bir uzayin her alt-uzay:r da biis-
biitiin diizenli (ya da Tychonoff) dir.

(b) Bir garpim uzaym biisbiitiin diizenli (Tychonoff) olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul her bir ¢arpaninin biisbiitiin diizenli (Tychonoff) olmasidir.

(¢) Tychonoff uzaylarmin boliim uzaylarinin da Tychonoff olmasi gerek-
mez.

14.7 NORMAL UZAYLAR

Tanim 14.7.1. Asagidaki aksiyomu saglayan (X, .7) uzayma normal uzay
denilir:

[N] X kiimesinin birbirlerinden ayrik herhangi iki kapali alt kiimesinin, bir-
birlerinden ayrik birer komguluklar1 vardir.

Onerme 14.7.1. Bir (X, T) uzayimn asagrdaki ozelikleri birbirlerine denk-
tir:

[N1] Uzay normaldir.

[N2] Kapali bir A kiimesinin her komgulugu A nin kapal bir komgulugunu
kapsar.
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[N3] Kapali bir A kiimesinin her U komsulugu V' C U olacak sekilde A nin
acik bir V' komgulugunu kapsar.

I s P A T: Buiic 6zelligin denkligini gostermek icin z noktas: yerine kapal
bir kiime alarak tamamen Onerme 14.4.1 deki yontemi uygulamak yetecektir.
Agagidaki 6nermeyi daha sonra yardimci arag olarak kullanacagiz.

Onerme 14.7.2. [0,1] arahginda, tabany 2 nin bir tamsayr kuvvetine esit
olan kesirler kiimesi salt topolojiye gore [0,1] i¢inde yogundur.

IsPAT:

1 113 5 7 1 15
p—{- — — 2 2 L 2 14.1
{27 22’ 23’ 237 237 237 247 7247 } ( )

kiimesinin, salt topolojiye gore [0, 1] iginde yogun oldugunu gésterecegiz. Bu-

nun i¢in, [0, 1] igindeki her (a, b) agik arahgmin D ye ait enaz bir 6ge icerdigini
gostermek yetecektir. 2% — 0 oldugundan

1
n2p=>2—n<b—a (14.2)

olacak bicimde dogal bir p sayisi vardir. Ote yandan

{(k;ll),;n] (k=1,2,3,...,2") (14.3)

araliklarn [0, 1] araliginin bir ortiisiidiir. Dolayisiyla bu araliklardan birisi a
ogesini icerir, yani

<a< — (14.4)

olacak bi¢imde dogal bir m sayisi vardir. (14.2) ve (14.4) esitsizliklerinden,
hemen
m
a < on <b (14.5)

oldugu goriiliir.

Uzerlerindeki siirekli gergel fonksiyonlarin bollugu normal uzaylarin 6ne-
mini artirir. Genel topolojinin koge taglarindan biri olan bu gercegi agagidaki
teoremle belirleyecegiz.
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Teorem 14.7.1. [Urysohn| Bir Hausdorff uzayinin normal olmast i¢in ge-
rekli ve yeterli kosul, Urysohn aksiyomu diye bilinen asagidaki dzeligin sag-
lanmasidar:

[U] A ile B kiimeleri (X, .7) uzaymin birbirlerinden ayrik iki kapal alt kii-
mesi ise, agagidaki 6zelikleri saglayan siirekli bir f : X — R fonksiyonu
vardir:

0<flz) <1, [f(A)={0} ve f(B)={1} (14.6)

Yeterligi: [U] 6zelligi saglanmiyorsa [N] 6zeliginin de saglanacagini gostere-
lim. Istenen Ozeliklere sahip f fonksiyonuna bagh olarak su kiimeleri tanim-
layalim.

U={z|f(z) <1/2}
V=A{x|f(x) >1/2}
U ve V kiimelerinin agik oldugunu gosterelim. a € U ise f(a) < 1/2 dir. f

siirekli oldugundan, a nin 6yle bir W komgulugu vardir ki, yeterince biiyiik
n dogal sayilari icin

reW = |f(x)— fla)] <277
olur. Buradan, n yeteri kadar biiyiik secilerek
flz) < fla)+27" < 1/2

cikarilabilir. Bu ise x € U olmasi ve o da U nun agik olmasi demektir. V' icin
de benzer islem yapilabilir. Ote yandan A C U,B C V ve U NV = () oldugu
apaciktir.

Gerekligi: Aile B birbirlerinden ayrik ve kapali iki alt kiime oldugunda B’
acik kiimesi kapali A kiimesinin bir komgulugu olacagindan, [N3] aksiyomu
uyarinca

AC%/QC%/QCB,

olacak bicimde agik bir V;/, kiimesi var olacaktir. Aym diisiince
AC Vi, VipCVipp, VipC B
kapsama bagintilar: icin yeniden uygulanirsa

ACViy CViyg CVipp CVipp CVayy C Vs CB
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olacak bigimde V4 ve V3,4 acik kiimelerinin varhg: séylenebilir.

Bu biiyiiyen kiimeler dizisindeki kapali her kiimeyi kapsayan acik bir kiime
i¢in [N3] aksiyomu uygulanarak, her ¢ € D ikidelik (dyadic) kesiri i¢in dyle
bir V; agik kiimesi bulunabilir ki ;s € D ve r < s oldugunda V, C Vj
bagintis1 saglanir. Ayrica her ¢ € D ic¢in V; C B’ oldugundan V; N B = ()
olacaktir.

Simdi X {izerinde bir f fonksiyonunu goyle tanimliyalim:

_Jinf{t:x € Vi}, {z ¢ B}ise
flz) = {1, {z € B} ise

D C [0,1] ve t € D oldugunda her z i¢in 0 < f(x) < 1 olacag: goriiliir.
Ayrica, her t € D icin A C V; oldugunda f(A) = {0} olacaktir. Ote yan-
dan f(B) = {1} oldugu tamimdan bellidir. Geriye kalan gey bu fonksiyonun
siirekli oldugunu gostermektir.

Biliyoruz ki f : X — [0, 1] fonksiyonunun siirekli olmas: i¢in her 0 <
a,b < 1igin f71([0,a)) ve f~1((b,1]) ters resimlerinin agik olmas1 yetecektir.
(Neden?) Simdi, eger

f0,a)) = U{Vi:t<a}

FHO) = U{(V) :t > b}

esitliklerini gosterirsek, sag yanlar acik kiimelerin birer bilegimi oldugundan,
ispat bitecektir. Once birinci esitligi saglayalim.

z € f71([0,a)) ise f(z) € [0,a), yani 0 < f(z) < a olacaktir. Ote yandan
D kiimesi [0, 1] i¢inde yogun oldugundan (bkz. Onerme 14.7.2) f(z) < t, < a
olacak bicimde bir t, € D vardir. Oyleyse

fle)=if{t:z €V} <t,<a

olacaktir ki, bu ¢, < a olmak iizere x € V;, olmas1 demektir. Dolayisiyla
r € U{V;:t <a} olur.

Tersine olarak, y € U{V; : t < a} ise t, < a ve y € V, olacak bigimde bir
ty € D vardir. Dolayisiyla

fly)=imf{t:yeVi} <t,<a

olacaktir. Bu ise y € f7!([0,a)) olmas1 demektir.



14.7. NORMAL UZAYLAR 167

Simdi ikinci esitligi gosterelim. x € f~1((b,1]) ise b < f(z) < 1 olacaktir.
D kiimesi [0, 1] i¢inde yogun oldugundan b < t; < ty < f(x) olacak bi¢imde
t1,ty € D vardir. Bagka bir deyigle

f(x) =inf{t : z € V;} > t,

olur. Oyleyse x ¢ V;, dir. Ote yandan t; < t, olmas1 V;, C V;, olmasmi ge-
rektirdiginden = & V;, dir. Demek ki ¢; > b oldugunda z € (V},)" olmaktadr.
O halde
x € U{(V,) :t>b} ckar.
Tersine olarak, y € U{(V;)' : ¢ > b} ise t, > bve y € (V;,) olacak bi¢imde
bir ¢, € D vardir; Dolayisiyla y & \7ty dir oysa t <, olmas1 V; C V;, C Vty

olmasini gerektirdiginden, her ¢t < ¢, icin y € V; ¢ikar
Demek ki

fly)=inf{t:yeVi} >t,>0b
dir. Buradan y € f~((b, 1]) gikar.

Teorem 14.7.2. |Birimin ayriggmi| X normal uzay, F kiimesi, X uzayinda
kapaly bir alt kime ve Uy, Us,--- , U, kiimeleri F' nin bir a¢ik ortisi ise X
tizerinde degerleri [0, 1] iginde olan ve agagudaki iki kosulu saglayan siirekli
hi,ha, -, hy, fonksiyonlar, vardr:

(i) > i(z) =1, her x € F igin
(ii) hi(U)) =0, k=1,2,--- ,nigin
I s P A T: Kabuliimiize gore
Fcl]Jus
k=1

bagintist vardir. Ispati 6nce 6zel bir durum icin yapacak, sonra bu kisiti
kaldiracagiz.
Durum 1:

o
k=1



168 BOLUM 14. AYIRMA AKSIYOMLARI

oldugunu kabul edelim. Bu kabul altinda
JA=X ve A CU(k=12--n)
k=1

olacak sekilde kapal
AI)A2>"' 7An

kiimeleri vardir. Ispati tiime varimla yapacagiz. n = 1 hali apaciktir. U;UU, =
X olsun. U7 ve U, ayrik kapali iki kiimedir ve X normal oldugundan 6yle ayrik
ve agik Vi, V5 kiimeleri vardir ki U] C V; ve Uy C Vy olur. A =V/ Ay =V
koyarsak n = 2 i¢in istedigimiz sonug elde edilmis olur.

Bu savimizin n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve U}_,U, = X

olsun
n—1
X:(U@)um
k=1
n—1
oldugundan oyle kapali A ve A, kiimeleri vardir ki A C U Ug, A, C U, ve
k=1
AUA, =X olur. k =1,2,--- ,n—1icin V}, = U, N A tanimlayalim. Buna
gore

n—1
Uwn=A4
k=1

olur. Simdi A ya tiime varim hipotezimizi uygularsak,
n—1
Uar=4 AcVi (k=12...,n-1)
k=1

olacak sekilde A ic¢inde kapali olan A, Ay, -+, A, 1 kiimelerinin varligini
sOyleyebiliriz. Ayrica A, kiimelerinin herbirisi X icinde de kapahdir ve A, C
U kapsama bagintisi vardir. Dolayisiyla, gostermek istedigimiz

e
k=1

bagintisi ¢ikar.
Durum 2:
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Simdi teoremi [’ = X hali i¢in ispat edecegiz. U;_;U, = X esitliginin
varligini ve Ay, Ao, -+, A, kiimelerinin Durum 1 deki gibi olduklarini varsa-
y1yoruz.

Urysohn Teoremine gore, X iizerinde

fe(X) € [0,1], fi(Ar) =1ve fip(U'k)=0(k=1,2,---,n) (14.7)

ozeliklerini saglayan siirekli fj fonksiyonlar: vardir. Simdi £ = 1,--- ,n icin
hy. fonksiyonlarini géyle tanimlayalim:
hi(x) = I /{CoN reX (14.8)

251 fi(@)

Her » € X igin } 7, fj(x) > 1 oldugundan hy nin siirekli oldugu (i) ve (ii)
yi de sagladig1 apaciktir.

Durum 3: Artik, yukarida koydugumuz kisitlar: kaldirip, teoremi en genel
haliyle ispatlayabilecegiz. F' kiimesi X uzayi iginde kapali bir alt kiime olsun
ve

n
FclJu
k=1
kapsama bagntis1 saglansm. Uy = F” kiimesini tamimlayalim ve

Uui=Xx

k=0

olacagina dikkat edelim. Durum 2 uyarinca, X lizerinde, degerleri [0, 1] ara-
sinda olan dyle siirekli hg, hy,-- - , hy, fonksiyonlar1 vardir ki

ihk(m) =1, (zeX) (14.9)

ve
ho(UL) =0, (k=0,1,---,n) (14.10)
olur. (U] = F) demistik. (14.10) den ho(F) = 0 ¢ikar. Bunu (14.9) de kulla-

nirsak x € F' i¢in
> h(z)=1
k=1

elde edilir. Yani hq, hs, - - , h,, fonksiyonlar1 istenen 6zeliklere sahiptirler.



170 BOLUM 14. AYIRMA AKSIYOMLARI

14.8 T, -UZAYLARI

Tanim 14.8.1. Agagidaki aksiyomu saghyan (X, .7) uzayma bir T -uzayidir
denilir.

[T;] Uzay normaldir ve [T7] aksiyomunu saglar.

Onerme 14.8.1. Asaqidaki ézelikler kolayca gorilebilir.

1. Ti-uzayinda her nokta kapah oldugundan, her Tj-uzayr ayn1 zamanda
bir Ti-uzayidir.

2. Bir T uzayimin bir alt-uzayinin yine bir 7Ty uzay1 olmasi gerekmez; yani
T)-uzayimin kalitim 6zelligi yoktur.

3. [D] aksiyomu, Hausdorff aksiyomunun noktalar yerine kapali kiimeler
icin ifade edilmis geklidir. Ancak bir diizenli uzayin Hausdorff olmasi
gerekmedigi gibi, bir Hausdorff uzayinin da diizenli olmasi1 gerekmez.

4. Normal (ya da Ty) uzaylarimin kapal alt-uzaylar1 da normal (ya da T})
diir.

5. Normal uzaylarin ¢carpim uzayinin da normal olmasi gerekmez.

14.9 G5 ve F, Kiimeleri

Tanim 14.9.1. Bir topolojik uzayda sayilabilir sayida agik kiimelerin ara-
kesiti olan kiimelere G -kiimesi denilir.

(X, 7) uzayinda A alt kiimesi bir G kiimesi ise

A=(\T., Tie7 (14.11)
i=1
olacak bigiminde T;: (1 =1,2,3,...) agk kiimeler ailesi vardir.

Tanim 14.9.2. Bir topolojik uzayda sayilabilir sayida kapali kiimelerin bi-
lesimi olan kiimelere F), -kiimesi denilir.



14.9. G5 VE F, KUMELERI 171

(X,.7) uzayinda B alt kiimesi bir F, kiimesi ise

A=|JF, F kapah (14.12)
i=1
olacak bigiminde F;: (i =1,2,3,...) kapah kiimeler ailesi vardir.

Tanim 14.9.3. Bir X kiimesinden bir Y kiimesine taniml olan biitiin fonksi-
yonlarin kiimesini .% (X, Y) ile gosterelim ve bir &7 C .#(X,Y) alt kiimesini
diigiinelim. Her z,y € X i¢in f(x) # f(y) olacak bi¢imde bir f € 47 fonksi-

yonu varsa, 7 ailesi X icindeki noktalar1 ayiriyor denilir.

14.9.1 Problemler

1. R? iizerinde asagidaki .7 topolojik yapisim kuralim: Bir (zy yo) € R?
noktasinin komguluklar ailesi, bir |z —x¢| <€, (e > 0), seridini kapsa-
yan biitiin kiimeler olarak tanimlansin. Komguluk aksiyomlarinin sag-
landigim ve dolayisiyla R? {izerinde bu yolla tanimlanan bir .7 topolo-
jisinin var oldugunu goriiniiz.

(a) (R?,7) uzay1 T;(i = 1,2, 3,4) uzaylarindan bir simfa ait midir?

(b) Bu uzayda bir (z,y) noktasindan ibaret kiime kapali midir?

2. Bir Hausdorff uzayinda bir dizinin en ¢ok bir limitinin olabilecegini
gosteriniz.

3. Bir Hausdorff uzayinda bir A kiimesinin bir yigilma noktasinin her
komgulugu A ya ait sonsuz noktayi icerir.

4. Bir kiime iizerinde en kaba T}-topolojisinin sonlu tiimleyenler topolojisi
oldugunu gosteriniz.

5. Her sonlu 7Ti-uzayinin ayrik oldugunu gosteriniz.

6. Sonlu tiimleyenler topolojisinin bir Hausdorff topolojisi olmadigini gos-
teriniz.

7. Bir Tj-uzayimin sonlu bir alt-kiimesinin bir yigilma noktasinin olmaya-
cagini gosteriniz.
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Bir T uzayinin her alt-uzay1 da bir 77 uzayidir. Gésteriniz.
Bir diizenli uzayin her alt-uzay1 da diizenlidir. Gosteriniz.
Her T3 uzay1 ayn1 zamanda bir Hausdorff uzayidir. Gosteriniz.

Bir T} -uzayinin bir alt-uzayinin yine bir 7y uzay1 olmasi gerekmez. Bir
ornekle gosteriniz.

14.10 KARMA PROBLEMLER

1.

Her n dogal sayisi1 i¢in X, kiimesi 0 ile 1 6gelerinden olugan kiimeye
esit olsun; yani X,, = {0, 1} olsun. Bu kiimeler iizerinde ayrik topolojiyi
varsayalim. Simdi X = IIX,,, n € N ¢arpim uzayimm diigiinelim. Her
n dogal sayist i¢in V,, = {0} kiimesi ¢arpan uzaylarda agiktir. Ama
V = 11V,, n € N, kartezyen carpimi, ¢arpim uzay icinde acik bir
kiime degildir. Gosteriniz.

. X ile Y iki topolojik uzay ve A C B ile B C Y kapali iseler A x B nin

carpim uzayda kapal oldugunu gosteriniz.

X ile Y iki topolojik uzay ve W C X X Y carpim uzayda acik ise

(a) m (W) C X ile m(W) C Y izdiigiimlerinin agik kiimeler oldugunu
gosteriniz.

(b) Yukaridaki 6zeligin kapali kiimeler igin genel olarak saglanmadi-
g1 bir ornekle gosteriniz.

(X, ;) uzaylarmin herbiri i¢inde kapal olan bir K; C X; kiimesi ve-
riliyor. K1 X Ko X K3 X -+ X K, kiilmesinin X; X Xo X X3 X --- X X,
carpim uzayinda kapali oldugunu gésteriniz.

Carpim uzaydan carpan uzaylara tanimh izdiigiim fonksiyonlariin 6r-
ten oldugunu gosteriniz.

Qarpim uzaydan carpan uzaylara tanimli izdiigiim fonksiyonlarinin sii-
rekli oldugunu gosteriniz.

Carpim uzaydan carpan uzaylara tanimli izdiisiim fonksiyonlarinin acik
oldugunu gosteriniz.
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8.

10.

f (X, 7) = (V,.) fonksiyonu X uzaymm yogun alt kiimelerini Y
uzayinin yogun alt kiimelerine resmederse, siirekli midir? Simgelerle
soylersek,

A=X=fA) =Y (14.13)

olmasi f fonksiyonunun siirekli olmasimi gerektirir mi? Neden?

. X bir topolojik uzay ise

A={(z,x): zex}C X xX (14.14)

kdsegeninin X x X carpim uzayinda kapali olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul X uzayimin Hausdorff olmasidir.

Bir ¢arpim uzaydan bilesen uzaylara tanimh izdiisiim fonksiyonlar: bi-
rer boliim doniigiimiidiir; yani (X, ;) uzaylar verilmigse

7TiiX1><X2XX3X"'XXn—>Xi (7;:1,2,3,...,71)

doniigiimleri birer béliim doniigiimiidiir. Gosteriniz.



