Bolum 9

CARPIM UZAYLARI

9.1 CARPIM TOPOLOJISi

Bog olmayan kiimelerden olugan bog olmayan bir ailenin kartezyen ¢arpiminin
da bog olmadigini, Se¢gme Aksiyomu [13],[20], [8] ile kabul ediyoruz. Simdi
verilen aileye ait her kiime iizerinde bir topolojik yapi oldugunu varsayalim.
Bu topolojik yapilara dayal olarak, verilen ailenin kartezyen ¢arpimi iizerinde
¢ok kullanigh bir topoloji tamimlayacagiz. Adina, verilen topolojilerin ¢arpim
topolojisi diyecegimiz bu topolojik yapiy1 en genel bi¢imiyle tanimlamak hig
de zor degildir. Ancak bu genel tanimi vermeden 6nce, 6grenciyi konuya
hazirlamak amaciyla, yapilacak igin 6ziinii yalin bir érnekle agiklayalim:

(X, 7) ile (Y,.7) iki topolojik uzay olsun. X ve Y kiimelerinin kartezyen
carpimim Z ile gosterelim; yani Z = X X Y olsun. Simdi 7" acik kiimesi .7
topolojisinden ve S agik kiimesi de . topolojisinden se¢ilmek iizere T x Y
bi¢gimindeki biitiin kiimelerle X x.S bi¢imindeki biitiin kiimelerin olugturdugu
aileye G diyelim; yani

S={T'xY,XxS|TeZ, Se.s} (9.1)

olsun. Kolayca goriilecegi gibi & ailesine ait kiimelerin bilegimi Z kartezyen
carpimina esittir. Oyleyse, Onerme 4.1.7 geregince & ailesinin 4 ile gostere-
cegimiz sonlu arakesitleri ailesi Z iizerinde bir topoloji iiretir. Bu topolojiyi
Z ile gosterelim Bu durumda, & ailesi & topolojisinin bir alt-tabani ve %
ailesi da bir tabanidir. Iste, bu gekilde belirlenen & topolojisine .7 ile .
nin ¢arpim topolojisi diyoruz. Kolayca goriilecegi gibi 4 tabani, Z ve . to-
polojilerine ait kiimelerin, kargilikli olarak, kartezyen ¢arpimlarindan olusan
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ailedir; yani
B={TxS|TeT, S} (9.2)
dir. Buradan hemen, Onerme 2.3.1 ye gore, sunu sdyleyebiliriz:

Onerme 9.1.1. Yukaridaki kavramlar altinda, bir W C X XY alt-kimesinin
carpim uzayda agik olmasy i¢in gerekli ve yeterli kogul, her (x,y) € W igin
TxS cWwex €T,y € S olacak sekilde bir T € T ile bir S € .
kiimesinin var olmasidar.

Simdi, genel tanima gegebilmek amaciyla, ¢carpim topolojisinin (9.1) ile
verilen alt-tabanini izdiigiim fonksiyonlar: yardimiyla belirleyelim:

Z = X x Y kartezyen carpimindan X bilegeni iizerine olan izdiigiimii
7 ile, Y bilegeni iizerine olan izdiigiimii 79 ile gosterelim. Her T' € .7 i¢in
TxY =m"(T) ve her S € . icin X x S =7, '(S) dir. Oyleyse (9.1) den

S = {r Y(T),5'(S) | TeT,Sec) (9.3)

yazabiliriz. Yani, carpan uzaylardaki acik kiimelerin izdiigiim fonksiyonlar:
altindaki ters resimleri, carpim uzayda acik birer kiimedir. Bu, izdiisiim fonk-
siyonlarinin siirekli olmasi demektir. Bununla da yetinmeyip, (9.3) ile verilen
alt-tabanin Onerme 8.1 yi sagladigini gorerek, carpim topolojisinin izdiigiim
fonksiyonlarini siirekli kilan en kaba topoloji oldugunu soyleyebiliriz. Bagka
bir deyisle, & carpim topolojisi, .7 ile .¥ topolojilerinin 7; ve 7y izdiigiim
fonksiyonlarma gore izdisel topolojisidir. [14], [20], [12], [11]

(9.3) ile verilen alt-tabanin sonlu arakesitlerlinden olugacak tabaninin
(9.2) ye esit oldugu hemen goriilebilir. # tabanina ait her hangi bir 7" x S
kiimesi icin

m(TxS)=T ve m(TxS)=>S
dir; yani izdiigiim fonksiyonlari, ¢carpim topolojisinin tabanina ait kiimeleri
acik kiimelere resmediyorlar. O halde, Onerme 6.3.3 geregince, izdiisiim fonk-
siyonlar1 birer acik doniisiimdiir.

Artik, her hangi bir topolojik uzaylar ailesinin ¢carpim uzayini tanimlaya-
biliriz:

Tanim 9.1.1. Bir

{(Xx, Z3) s A e A} (9.4)
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topolojik uzaylar ailesi verilsin,

X =[x (9.5)

kartezyen carpimindan X, bilegeni iizerine olan izdiigiimii 7 ile gosterelim.

Verilen topolojilerin, izdiigiim fonksiyonlarina gore, izdiigel topolojisine
bu topolojilerin ¢arpimi diyecek ve bunu & ile gosterecegiz. Bu durumda,
(X, Z,) uzaylarmin herbirine bir ¢arpan uzay ya da bilegsen uzay; (X, &) ye
de carpim uzay denilir.

Izdiisel topoloji tanimina gére, & carpim topolojisi, izdiisiim fonksiyon-
larim siirekli kilan en kaba topolojidir.

Onerme 8.1.1 ye gdre, & carpim topolojisinin bir alt-taban

G={A4 | BGAeNBT e A=nr(T)} (9.6)

dir. Tabii, buradaki A kiimelerinin nasil olduklarini gérmek kolaydir. \; € A
ve T; € 7; olmak iizere, A; = 7; (T;) ise, My (A € A) kiimelerini

M)\ _ X)\, A 7& )‘Z (97)
T. A=A\

biciminde tanimlayalim. Bu durumda A; kiimesinin

Ay =] My (9.8)

A€A

seklinde olacagl, hemen izdiisiim fonksiyonu tanimindan c¢ikar.

Simdi de & carpim topolojisinin & alt-tabaninin sonlu arakesitlerinden
olusan # dogal tabanimi diigiinelim. Her B € % kiimesine karsilik 6yle sonlu
tane A; € S(i = 1,2,...,m) kiimesi vardir ki

olur. (9.8) den kolayca goriilecegi gibi,

N, {XA, A£ N, (1<i<m) 99)
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olmak iizere, B kiimesi
B =1IN,, (A €A) (9.10)

bi¢cimindedir; yani carpan kiimelerinin ancak sonlu tanesi ¢arpan uzaylardan
farkl acik kiimeler olmaktadir. Hemen buradan énemli bir 6zeligi soyleyebi-
liriz. Her A € A igin, (9.10) dan

7T)\(B) = N)\

oldugu izdiigiim tamimindan cikar. Ote yandan, (9.9) geregince Ny kiimesi .7,
va ait acik bir kiimedir. Tabana ait her B kiimesi ve her 7, izdiigiimii i¢in bu
ozelik vardir; yani izdiigiim fonksiyonlar1 tabana ait kiimeleri agik kiimelere
resmederler. Oyleyse, Onerme 6.3.3 ye gére su sonucu soyleyebiliriz:

Onerme 9.1.2. Bir carpim uzaydan ¢arpan uzaylara tanimlanan izdisim
fonksiyonlary acik birer déndsimdir.

Ancak, izdiigiim fonksiyonlar1 kapali birer déniigiim degildir. (bkz. Ornek
6.3.1).

Uyar:1 9.1.1. & carpim topolojisinin (9.6) ile verilen & alt-tabam yerine
agagidaki iki taban1 daha tamimlayabiliriz.

Carpim tammmindaki gosterimleri varsayalim. Sonra her A € A igin 9
topolojisinin bir 4, tabam ile bir &, alt-tabaninin verildigini diigiinelim.
Bu durumda tabanlara ait kiimelerin izdiigiim fonksiyonlar1 altindaki ters
resimlerine b ve alt-tabanlara ait kiimelerin ters resimlerine de s diyelim;
yani

b={A|(3\ € A) (3B € B)) A= r'(B)} (9.11)

s={A|GreA) (3S € &A=, 1(S)} (9.12)

olsun. Onerme 8.1.2 ile Onerme 8.1.3 uyarinca, bu iki ailenin &2 carpim topo-
lojisine birer alt-taban olacaklar1 apaciktir.

Ornek 9.1.1. Diizlem iizerindeki salt (mutlak) topoloji, gergel eksen iizerin-
deki salt topolojinin kendisiyle capimina egittir.
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Yapilacak igi geometrik olarak temsil edebilmek icin, diizlemde dikey bir
koordinat sistemi secelim. Yatay ve diisey eksenlerin her ikisinde de gercel
eksen iizerindeki salt topoloji var olsun. (R, %) uzaymin kendisiyle ¢arpi-
min1 olusturacagiz. Z salt topolojisinin bir tabani, R iizerindeki biitiin acik
araliklardir.

Yatay eksen iizerindeki her (a,b) agik aralhigmin m izdiigiimii altindaki
ters resmi (a,b) araligindan gecen diigey ve agik A; gerididir. Benzer ola-
rak, diigey eksen iizerindeki her (c,d) agik arah@inin 7y izdiigiimii altindaki
ters resmi (¢, d) arahgindan gecen yatay ve agik Ay serididir (Sekil ¢iziniz). O
halde, bu 6rnek i¢in, &2 ¢arpim topolojisinin (9.11) ile tanimlanan alt-tabani,
diizlemdeki diisey ve yatay biitiin acik seritler ailesidir. Oysa bu aile, diiz-
lemdeki salt topolojinin bir alt-tabani idi (bkz. Ornek 4.1.4). Alt-tabanlar
ayni olan iki topoloji egit olacagindan, istenen gey ¢ikmig olur.

Ornek 9.1.2. R* (1 <n < oo) Oklid uzay1 n tane (R, %) uzaymin carpi-
mina egittir.

R; =R (1 <i<n)olmak iizere
Rn:R1XR2X...XRn

yazalim. R; iizerindeki bir (a;,b;) acik araliginin 7; izdiigiimii altindaki ters
resmi, bu aralik iizerine kurulan

Ai:RlX...XRi_1X(ai,bi)XRi+1X...XRn

silindiridir. Bu silindirler ailesi n-boyutlu Oklid uzaymin bir alt-tabanidur.
Tabii bunlarin sonlu arakesitleri ailesi

A=1I"(a;,b;), —oo<ai<bi<+oo (9.13)

bi¢imindeki sinirh ya da sinirsiz biitiin n-boyutlu hiicreleri olugturacaktir, ki
bu R™ Oklid uzaymin bir topoloji tabanidir.

Uyar1 9.1.2. {(X;,Z) : 1 < i < n} topolojik uzaylarinim (X, &?) ¢arpim
uzaymi diigiinelim. (9.10) uyarinca, & topolojisinin bir tabam

%:{T1XT2X...XTn|ﬂ€e%, i:1,2,...,n}

ailesidir.



102 BOLUM 9. CARPIM UZAYLARI

Tabii buradaki T; agik kiimelerinin hepsi ya da bazis1 tiim X; uzaylarin-
dan farkli acik kiimeler olabilir. Ustelik, carpim uzayina ait her acik kiime,
daima carpan uzaylara ait acik kiimelerin bir kartezyen ¢arpimi bi¢iminde ol-
mayabilir. Ornegin, diizlemde acik bir disk R? uzayinda aciktir. Ama bu disk
carpan uzaylara ait iki acik kiimenin kartezyen carpimi olarak yazilamaz. Bu
da gosteriyor ki bir carpim uzaydaki acik kiimeler, ¢carpim uzayin tabanina
ait kiimelerin bi¢iminden ¢ok farkli olabilirler.

Uyar1 9.1.3. Bununla ilgili bir uyar1 daha yapmak yararhh olacaktir. Son-
suz tane uzayin carpim uzayinda, carpan uzaylara ait acik kiimelerin sonsuz
kartezyen ¢arpim agik bir kiime olmayabilir (bkz. 6.Problem).

Tanim 9.1.2. Bir Z kiimesinden (9.5) ile verilen X ¢arpim kiimesine bir g
fonksiyonu verilmig olsun. z € Z igin g(z) = z = (x,) € X ise,

mog(z) =z (A €A) (9.14)
T O g = gx (9.15)

diyelim.

Onerme 9.1.3. g dondisiimii, Z den X bilesenlerine tanaml olan {g\|\ € A}
dontsumlerini tek olarak belirler. Tersine olarak, her X € A icin Z den X
ya bir gy fonksiyonu verilmisse

9(2) = (92(2))xea (9.16)

bagintist Z den X carpimaina bir g fonksiyonu tanimlar ve bu wy 0 g = gx
esitligini saglar.

Demek ki bir Z kiimesinden X carpim kiimesine bir g fonksiyonunun ta-
nimli olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, Z den X bilegenlerine 7y o g = g,
fonksiyonlarinin tanimlhi olmasidir. Buradan, iglemlerde basitlik saglamak
amaciyla, su gosterimi tanimlayabiliriz: ¢ = (g,). Bu durumda, g, fonksiyon-
larina g fonksiyonunun bilegenleri diyecegiz. Artik g fonksiyonunun siireklilik
ozeligine gecebiliriz.

Onerme 9.1.4. Bir (Z,0) uzaymdan (X, P) ¢arpim uzayna verilen bir
g = (gx) fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, her A € A
1¢in gy bileseninin strekli olmasidir.
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ISP AT gy = og fonksiyonlarma, Onerme 8.1.4 yi uygulamak
yetecektir.

Bu 6nermenin bir uygulamasi olarak, bir fonksiyonun grafigi ile siirekli-
ligi arasindaki iligkiyi inceleyebiliriz. Bir f : (X,.7) — (Y,.) fonksiyonu
verilsin. Bu iki uzayin ¢carpimim (W, &) ile ve f fonksiyonunun grafigini G
ile gosterelim. G C W = X x Y oldugundan, & topolojisinin G {izerine
kondurdugu ¢ topolojisinden sozedebiliriz; yani (G, &), ¢arpim uzaym
bir alt-uzayidir. Simdi X kiimesinden G grafigi iizerine, her x € X i¢in

9(x) = (z, f(x)) (9.17)

diye bir g fonksiyonu tanimlayalim. G grafiginin

G ={(x.f(x): x € X}

oldugu animsanirsa, (9.16) ten ¢ fonksiyonunun X kiimesinden G iizerine
bir fonksiyon oldugu goriiliir. Ote yandan g(x1) = g(z9) ise (z1, f(z1)) =
(xq, f(x2)) olacaktir ki bu x; = x5 olmasi demektir; yani g fonksiyonu bire-
birdir. Boylece ¢ fonksiyonunun bire-bir-orten oldugu ortaya cikar. Ayrica
(9.16) gosterimini kullanmak igin, g fonksiyonunun bilegenlerini (9.11) ba-
gmtisindan bulabiliriz. Gergekten g = (g1, g2) dersek (9.17) dan

gi(z) =mog(z) =z (9.18)
ga(x) =m0 g(x) = f(x) (9.19)

gikar); yani I fonksiyonu X kiimesinin 6zdeglik doniigiimii olmak iizere, g; = [
ve go = f olur. O halde

g=(I1f) (9.20)

yazabiliriz. Simdi énermemizi sdyleyelim:

Onerme 9.1.5. Bir f : (X,.7) — (Y,.) fonksiyonunun sirekli olmas
igin gerekli ve yeterli kogul, (9.17) ile tanvmlanan g : (X,.7) — (G, Pg)
fonksiyonunun bir topolojik esyapr resmi olmasidar.

ISP A T: gbir esyap: resmi olsun. g siirekli oldugundan, Onerme 9.1.4 ye
gore, g fonksiyonunun bilegenleri de siirekli olacaktir. Bu, (9.20) geregince, f
fonksiyonunun siirekli olmasini gerektirir.
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Tersine olarak, f siirekli olsun. Onerme 9.1.4 uyarinca, g fonksiyonunun
siirekli oldugu (9.20) den cikar. g bire-bir ve 6rten oldugundan ¢g~! ters fonk-
siyonu tanmimlidir. Ustelik bu ters fonksiyon X x Y carpimindan X fizerine
olan m; izdiiglimiiniin G ye kisitindan bagka birgey degildir; dolayisiyla, sii-
reklidir (bkz. Teorem 8.1.4). Boylece, g fonksiyonunun bir topolojik egyapi
resmi oldugu ortaya ¢ikar.

Bu Onermeyi, kisaca, soyle de sdyleyebiliriz; Bir fonksiyonun siirekli ol-
masi ic¢in gerekli ve yeterli kogul, kalkig uzayi ile grafiginin topolojik egsyapil
olmasidir.

Onerme 9.1.6. (X, .7) ile (Y,.) uzaylalr verilsin. Sabit bir x € X sege-
lim. {x} XY alt-kiimesi izerinde & ¢arpvm topolojisinin kondurdugu topoloji
varolsun. Bu durumda, Y uzayindan ¢arpim uzayin {x} X Y alt-uzayina ta-
nimlanan h, @y — (x,y) fonksiyonu bir esyapr donigimidir.

I sP AT h, fonksiyonunun BBO oldugu apaciktir. Her y € Y icin
m o hy(y) = x oldugundan 7 o h, bilegkesi Y uzayindan X uzayma tanimh
sabit bir fonksiyondur; yani siireklidir. my o h, bilegkesi ise Y uzay1 iizerin-
deki 6zdeslik doniisiimiidiir; yani siireklidir. Bilegenleri siirekli oldugundan h,
fonksiyonunun tersi 7y izdiigiimiiniin {x} x Y alt-kiimesine kisitlanmigindan
bagka bir sey degildir; O halde o da siireklidir. [3], [7], [9], [19]

9.2 KARMA PROBLEMLER

1. Aile B, sirasiyla, X ile Y topolojik uzaylariin birer alt-kiimesi olsun-
lar.

(a) (Ax B)°=A°x B°

(b) (AxB)=AxB
(¢c) O(A x B) = (0A x B)U (A x OB)
oldugunu gosteriniz.
2. X bir topolojik uzay ise X x X carpim uzayinda

A ={(z,z)|r € X}

kogegeninin X uzayina egyapili oldugunu gésteriniz.
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3. Bir {X),Z\) : A € A} topolojik uzaylar ailesi verilsin ve bunlarin
carpim uzay1 (X, &) olsun.

(a)

Eger A sonlu yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise, ¢carpim uza-
yin Birinci (ya da Ikinci) Sayilabilme Aksiyomunu saglayabilmesi
icin gerekli ve yeterli kosul, carpan uzaylardan herbirisinin de bu
aksiyomu saglamasidir.

A damgalayan kiimesi sayillamaz sonsuz bir kiime olsun. Carpan
uzaylarin herbirisinin Birinci Sayilabilme Aksiyomunu sagladigini
varsayalim. Bu durumda, eger carpan uzaylarin sayilamaz sayidasi
enaz ikiger 6geli ise, carpim uzay Birinci Sayilabilme Aksiyomunu
saglayamaz.

A damgalayan kiimesi sayillamaz sonsuz bir kiime olsun. Carpan
uzaylarin herbirisinin ikinci sayilabilme aksiyomunu sagladigini
varsayalim. Bu durumda, ¢arpim uzayin ikinci sayilabilme aksiyo-
munu saglayabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul, carpan uzaylarin
ancak sayilabilir sayidasinin ayrik olmayan topolojiden farklh bir
topolojiye sahip olmasidir.

Gosteriniz.

4. Ayrik uzaylarin sonlu sayidasinin ¢arpiminin da ayrik bir uzay oldugunu
gosteriniz.

5. Ayrik uzaylarin sonsuz sayidasimin ¢arpiminin da ayrik olmasi igin, bu
uzaylarin hemen hemen hepsinin (sonlu sayidasi harig geri kalanlar) tek
ogeli olmasi gerektigini gdsteriniz.



