Bolum 7

TOPOLOJILERIN
KARSILASTIRILMASI

71 KABA ve INCE DOKULULUK

7.1.1 KARSILASTIRILABILIR TOPOLOJIK YAPILAR

Tanim 7.1.1. Aym bir X kiimesi iizerinde .7 ve . topolojik yapilari veril-
mis olsun. Eger .7 topolojisine gore acik olan her kiime . topolojisine gore
de agik oluyorsa; yani .7 C . ise (X, .7) uzayma (X,.%) uzayindan daha
kaba dokuludur, ya da, 7 topolojisi . topolojisinden daha kabadir, denilir.

7 topolojisine . topolojisinden daha kabadir demek yerine, buna es
anlamh olarak, . topolojisi .7 topolojisinden daha ince dokuludur (daha
incedir), denebilir.

Eger 7 topolojisi . topolojisinden hem daha kaba hem de daha ince
ise; yani . C . ve .Y C 7 ise bu iki topoloji egittir diyecek ve I = .
yazacaglz.

Eger 7 C & ve T # . ise, 7 topolojisi . topolojisinden kesinlikle
daha kabadir; ya da buna es anlamli olarak % topolojisi .7 topolojisinden
kesinlikle daha incedir, denilir.

Tanim 7.1.2. Bir X kiimesi iizerinde verilen .7 ve .% topolojilerinden birisi
otekinden daha kaba (ya da daha ince) ise, bu iki topolojiye karsilastirilabilir
ki topologik yapidir, denilir.

Tabii bir kiime iizerindeki iki topolojinin her zaman karsilastirilabilir ol-
masi gerekmez. Ornegin, .7 ya ait olup . ye ait olmayan bir A kiimesi ile .
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ye ait olup 7 ya ait olmayan bir B kiimesi varsa, bu iki topolojiden birisi ote-
kinden kaba ya da ince dokulu olamaz; yani bu iki topoloji kargilagtirilamaz.

Tanimdan hemen anlasildigi gibi, ince dokulu topolojinin kaba dokulu
topolojiden daha c¢ok acik kiimesi vardir. Buradan hareketle, ince dokulu
topolojinin daha ¢ok kapali kiimesi oldugunu ve ince dokulu topolojiye gore
bir noktanin komsuluklarinin daha ¢ok oldugunu soyleyebilecegiz. Ayrica, iki
topolojinin kargilagtirilmasi i¢in 6zdeglik doniigiimiiniin, topoloji tabanlarinin
ya da komguluklar ailesinin nasil kullanilabilecegini gorecegiz.

Onerme 7.1.1. Bir X kiimesi tizerinde T ve . topolojileri verilsin. T
topolojisinin . topolojisinden daha ince dokulu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul I : X — X oOzdeslik dontisiminin 7 — .7 stirekli olmasidar.

IspPAT:.7 topolojisi . topolojisinden daha ince dokulu olsun. Her
M e & igin I"'(M) = M € ¥ C Z oldugundan, Teorem 6.2.1 (d)
geregince [ siireklidir.

Tersine olarak [ siirekli ise her M € . i¢gin I='(M) = M € 7 dur; ki bu
& C 7 olmasi demektir. O halde 7 topolojisi .¥ topolojisinden daha ince
dokuludur.

Onerme 7.1.2. Bir X kiimesi izerinde T ve . topolojileri verilmis olsun.
Asaqidaki ozelikler birbirlerine denktirler:

(a) 7 topolojisi . topolojisinden daha ince dokuludur;

(b) Her z € X igin, . topolojisine gore = 6gesinin her komgulugu 7
topolojisine gore de bu noktanin bir komgulugudur.

(c) Her A C X alt-kiimesi igin, 7 topolojisine gore A kiimesinin kaplam
< topolojisine gore A kiimesinin kaplami tarafindan kapsanir;

(d) 7 topolojisine gore kapali olan her alt-kiime 7 topolojisine gore de
kapalidar.

IspaT:(a)= (b)oldugu, I : (X,.7) — (X,.) 6zdeslik déniigiimiiniin
stirekliligi kullanilirsa Teorem 6.1.1(d) den ¢ikar. Artik (b) = (¢) = (d) =
(a) oldugu Teorem 6.2.1 den hemen goriiliir.
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Onerme 7.1.3. B ve M uaileleri, siraswyla, bir X kiimesi tizerindeki T ve
< topolojileri igin birer taban olsunlar. Eger her N € . kiimesi 9 tabanina
ait bazi kiimelerin bir bilesimine egit oluyorsa, 7 topolojisi . topolojisinden
daha ince dokuludur.

IspPaAT:Bir Me.7 alahm. M kiimesi .# tabanina ait kiimelerin bir
bilegimi olarak yazilabilir. Oysa, varsayim geregince, bu bilesimdeki .Z ye ait
kiimelerin herbirisi de £ tabanina ait bazi1 kiimelerin bir bilesimine esittir.
Oyleyse, M kiimesi % tabanimna ait kiimelerin bir bilesimi olarak yazilabil-
mektedir; yani M € 7 dur.

Onerme 7.1.4. B ve M aileleri, swraswyla, bir X kiimesi tizerindeki 7 ve
< topolojileri i¢in birer taban olsunlar. . C .7 olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul, her N € .# ve her x € N i¢cin © € B C N olacak sekilde bir B € A
ogesinin var olmasudar.

IsPAT: Y C Tise, #4 C.¥ C 7 oldugundan, her N € .# icin
N € 7 olacaktir. O halde
N=JB:

i€l
olacak gekilde bir {B; : i € I} C £ alt ailesi vardir ve buradan her z € N
icin z € B, C N olacak sekilde bir B, € # 6gesi segilebilir, ki bu, kogulun
gerekligi demektir.
Tersine olarak, her N € .# ve her x € N i¢in x € B, C N olacak sekilde
bir B, € £ varolsun. Bu durumda

N = |J{B. B.€ %, B, C N}

zeEN
olacagindan, istenen sey Onerme 7.1.3 den cikar.

Ornek 7.1.1. Gercel eksen iizerindeki salt topoloji dist-limit topolojisiden
kesinlikle daha kabadir (bkz. Ornek 4.1.8).

Ispam:
1.Yol: Salt topolojinin tabanma ait her (a,b) agk aralig:

o

(a.b) = J (b—%] bmas

n=~k
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seklinde, iist limit topolojisinin tabanina ait (a, b— %] kiimelerinin bir bile-
simi olarak yazilabilir. O halde Onerme 7.1.3 geregince, salt topoloji dst-limit
topolojisinden daha kabadir. Ote yandan (a, b] acik-kapali araliklari dist limit
topolojisine ait olduklar1 halde salt topolojiye ait degildirler, 6yleyse salt to-
poloji iist-limit topolojisinden kesinlikle daha kabadir.

2.Yol: Salt topoloji tabanina ait bir (a, b) araligi diigiinelim. Her hangi bir
x € (a,b) i¢in 7 = min{|x — al, |z — b|} olmak iizere (z —r,x+7r] C (a,b) ola-
caktir. O halde, Onerme 7.1.4 geregince, iist-limit topolojisi salt topolojiden
daha incedir.

Ote yandan b € (a, b] dir ve b dgesini iceren hicbir acik aralik (a,b] tara-
findan kapsanamaz. Oyleyse, Onerme 7.1.4 geregince, salt topoloji iist-limit
topolojisinden daha ince olamaz. Bu iki sonug bir arada diigiiniiliirse, salt to-
polojinin iist-limit topolojisinden kesinlikle daha kaba dokulu oldugu ortaya

cikar.
Uyar1 7.1.1. Daha ince topolojiye gore yogun bir alt-kiime daha kaba to-

polojiye gére de yogundur. Bagka bir deyisle, topoloji inceldik¢e yogun alt-
kiimeler azalir, topoloji kabalagtikca yogun alt-kiimeler ¢ogalir.

71.2 PROBLEMLER

1. Bir X kiimesi iizerinde .7 ve . topolojileri veriliyor. . C 7 ise,
gosteriniz ki her A C X alt-kiimesinin .7 ya gore i¢i, . ye gore i¢inden
daha biiytiktiir.

2. Ayni bir alt-tabana sahip iki topolojinin egit olacagimi gdsteriniz.

3. Gercel eksen iizerindeki salt topolojinin alt-limit topolojisinden kesin-
likle daha kaba oldugunu gosteriniz.

4. s1 ve 5o sirasiyla 7 ve 5 topolojileri i¢in birer alt-taban olsunlar.

(a) S9 C 51 iSG%C%;
(b) 52C51C<% ise%:%

oldugunu gosteriniz.
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7.2  TOPOLOJILERIN STRALANMASI

Onerme 7.2.1. Bos olmayan bir X kiimesi dizerinde tanimlanmas her topo-
lojiler ailesi "daha kaba dokulu (ya da daha ince dokulu) olmak" bagintisina
gore tikel (kismi) siraldar.

ISPAT: Bu bagmtinin donisli, antisimetrik ve gegisli oldugu hemen go-
riilebilir (bkz. 1.Problem).

Onerme 7.2.2. a ailesi T topolojisinin bir alt-tabani olsun. a ailesini kap-
sayan bitin topolojiler ailesinin en kabast 7 topolojisidir.

I sP A T: Séz konusu topolojnin, a ailesini kapsayan biitiin topolojiler
ailesinin en biyik alt simere (inf) oldugunu gostermeliyiz. a C .7 oldugunu
biliyoruz; yani .7 topolojisi a ailesini kapsayan topolojiler kiimesine aittir.
Ote yandan, .7 topolojisi a ailesini kapsiyor olsun; yani a C . olsun. O
halde [T2] beliti geregince, a ailesinin biitiin sonlu arakesitlerinden olugan
A ailesi . tarafindan kapsanir; yani # C . dir. Buradan, [T3] beliti gere-
gince, £ ailesine ait kiimelerin biitiin olas1 bilegimlerinden olugan .7 ailesinin
< tarafindan kapsanacag ¢ikar; yani .7 C . olur. Demek ki .7 topoloji-
sinin bir a alt-tabanim kapsayan her . topolojisi .7 topolojisinden daha
incedir. Suhalde 7 topolojisi, a ailesini kapsayan topolojiler kiimesinin en
bityiik alt-siniridir. Ustelik, .7 topolojisi de bu kiimeye ait oldugundan, kii-
menin en kii¢iik 6gesidir. Bagka bir deyigle, .7 topolojisi a ailesini kapsayan
topolojilerin en kabasidir.

Bir X kiimesi iizerinde tanimli bir topolojiler ailesinin arakesitinin de
X kiimesi iizerinde bir topoloji oldugunu biliyoruz (bkz. (9)) Bu arakesite
deggin olan agagidaki énermeyi sik sik kullanacagiz:

Onerme 7.2.3. Bos olmayan bir X kiimesi tizerinde tanimlanmus bir § =
{F, 11 € I} topolojiler ailesi kapsama bagintisina gore tikel siralidir ve en
biiyiik alt simir1 (inf) § ailesinin arakesitine egittir.

IspPAT:
L=Z%={T: (2heTeT} (7.1)
el

arakesitinin § ailesinin en biiyik alt siniry (inf) oldugunu gosterecegiz. (7.1)
geregince, her + € [ i¢in £ C 7, olacagi apagktir: yani £ topolojisi §
ailesinin bir alt-siniridir.



76 BOLUM 7. TOPOLOJILERIN KARSILASTIRILMASI

Ote yandan, eger bir .7 topolojisi § ailesinin bir alt swnar: ise, alt-simir
tanimi uyarinca, her » € I icin . C 7, olur. Oyleyse, (7.1) den, . C &
cikar. Demek ki £ topolojisi § kiimesinin en biytik alt siniridir. Tabii bu
Z topolojisinin § kiimesine ait olmas1 gerekmez. Eger § ailesine aitse, £
topolojisine § ailesine ait topolojilerin en kabasidir, diyecegiz.

Simdi § ailesine ait topolojilerin en kii¢ik st sinirinin ne oldugunu ara-
yalim. Onerme 4.1.7 den, bos olmayan bir u ailesinin biitiin sonlu arake-
sitlerinden olugsan 4 ailesinin X = Uu kiimesi iizerinde bir topoloji tabam
olacagim biliyouz. Bu topolojiye % diyelim. s ailesine % topolojisinin alt
tabani diyorduk.

Artik asil sorumuzu yanitlayabiliriz. Verilen § = {Z7¢ : 1« € I} topolojiler
ailesinin en kiicik tist sinire, bu topolojilerden en az birisine ait olan biitiin
acik kiimeleri kapsayan topolojilerin en kabasi olacaktir. Simdi bu topolojiler-
den enaz birisine ait olan biitiin acik kiimelerin olugturdugu aileye u diyelim;
yani

u={T:(Tel)TecJ} (7.2)

olsun. u ailesini alt taban olarak kabul eden % topolojisi, aradigimiz en kiicik
tist stmar (sup) olacaktir. Tabii bu topolojinin verilen u ailesine ait olmasi
gerekmez.

Béylece su 6nermeyi ispatlamig oluyoruz:

Onerme 7.2.4. Bir X kiimesi izerinde tanvml bir topolojiler ailesinin en
kiigiik dst sinure (sup), verilen topolojilerin bilesimine egit olan aileyi bir alt-
taban olarak kabul eden topolojidir.

Son olarak bir X kiimesi iizerindeki biitiin topolojilerin olugturdugu kii-
meye X diyelim. Onerme 7.2.1 ye gére, bu kiime daha kaba (ya da daha ince)
olma bagintisina gore tikel siralidir.

Bu siralamaya gore, ayrik olmayan topoloji X kiimesinin en kiicik ogesi-
dir; yani en kabasidar.

Ote yandan X kiimesinin her alt-kiimesi ayrik topolojiye ait oldugundan,
X iizerindeki her topoloji ayrik topolojiden daha kabadir; yani bir kiime
iizerindeki topolojilerin en incesi bu kiime iizerindeki ayrik topolojidir.

Ozel olarak, .7, .7 € X ise 7 N .7 arakesiti, 7 ile .# topolojilerinin en
biiyiik alt-simiridir (bkz. Onerme 7.2.3).

T ile .7 topolojilerinin en kiigiik iist smir1 (sup) ise .7 U. ailesini bir
alt-taban olarak kabul eden topolojidir (bkz. Onerme 7.2.4).

Boylece su 6nermeyi ispatlamig oluyoruz:
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Onerme 7.2.5. Bir X kiimesi tizerindeki biitin topolojilerden olusan kiime,
"daha kaba olmak" bagintisina gore bir tam kafes (lattice) dir. Bu kafesin en
biyiik ve en kicik ogeleri vardir ve bunlar, siraswyla ayrik topoloji ile ayrik
olmayan topolojidir.

721 PROBLEMLER

1. Bog olmayan bir X kiimesi {izerinde verilen bir topolojiler ailesinin
"daha kaba dokulu olmak” bagintisina gore tikel siralanmig bir dizge
olusturdugunu gosteriniz (bkz. Onerme 7.2.1).

2. Tkinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan uzay, Birinci Sayilabilme Aksi-
yomunu da saglar. Gosteriniz.



