Bolum 6

SUREKLI FONKSIYONLAR

6.1 YEREL SUREKLILIK

Tanim 6.1.1. (X,.7) ve (Y,.”) topolojik uzaylari ile f : X — Y fonk-
siyonu verilsin. Eger f(xg) 6gesinin her V komsuluguna kargihk f(U) C V
olacak gekilde xy 6gesinin bir U komgulugu varsa, f fonksiyonu z¢ noktasinda
stireklidir denilir.

Bundan baoyle, %(z) ile z noktasimin komguluklar ailesini; &(z2) ile z nok-
tasmin bir komsguluklar tabanini; 4 ile bir topoloji tabanini; s ile bir alt-
tabanini gosterecegiz.

Teorem 6.1.1. (X,.7) ve (Y,.) topolojik uzaylari ile f: X — Y fonksi-
yonu verilsin. Asagqidaki ifadeler esdegerdir:

(a) f fonksiyonu zg € X noktasmda siireklidir;
(b) Her Her V € A(f(x0)) komguluguna kargilik
relU= f(x)eV
olacak gekilde bir U € #(z() komgulugu vardir;

(c) Her V € B(f(z)) komguluguna karsihk U C f~*(V) olacak sekilde bir
U € B(xy) komgulugu vardir;

(d) Her V € B(f(x)) igin f~1(V) € B(z0) dir;
(e) Her S € &(f(z0)) igin f~1(S) € B(zp) dur.
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IspPAT:

(a) = (b): Bu gerektirme Tanim 6.1.1 den ¢ikar.
(b) = (c¢): oldugu f~(V) nin tanimindan gikar.
(c) = (d): oldugu Onerme 5.1.2 nin [N1] 6zeliginden
(d) = (e): oldugu &(f(zo) C A(f(x0)) dan ¢ikar.

(e) = (a): Gergekten her V € HA(f(x)) komguluguna karsilik, komguluk-
lar tabam tamim (bkz. Tanim 5.3.1) geregince f(zo) € W C V ola-
cak gekilde bir W € &(f(zo)) vardir. (e) nin varhgmi kabul edersek
f7H W) € B(xp) olacaktir. U = f~1(W) ahrsak (a) min varligi, hemen
f(U)=ff~"(W)=W CV bagmmtisindan ¢ikar.

Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 6.1.1. (X,.7) ve (Y,.) topolojik uzaylari ile f : X =Y fonksi-
yonu verilsin. Eger f fonksiyonu x noktasinda sirekli ve v € A, A C X, ise
f(x) € f(A) dur.

[sPaTVeB(f(z)ise fFH(V) € B(x) dir; yani f~1(V)N A # ) dir.
Buradan, f(f~'(V)NA) C f(f~(V))Nf(A) oldugu diisiiniiliirse, VN f(A) #
() gikar. O halde, Problem 3 geregince, f(z) € f(A) olur.

Onerme 6.1.2. (X,.7), (Y,.%) ve (Z, %) topolojik uzaylari ile f : X —Y
ve g:Y — Z fonksiyonlar: verilsin. Eger f fonksiyonu x € X noktasinda ve

g fonksiyonu da f(z) € Y noktasinda sirekli iseler h = gof : X — Z bilegke
fonksiyonu x € X noktasinda stireklidir.

IspaT: Ac B(h(z)) ise, g fonksiyonu f(z) noktasinda siirekli oldu-
guna gore g '(A) € B(f(x)) dir. Yine, f nin z noktasinda siirekli oldugu
diisiiniiliirse f~'(g71(A)) = h™1(A) € B(z) olacaktir: ki bu istedigimiz seyi
verir.

6.2 YAYGIN SUREKLILIK

Tanim 6.2.1. (X,.7) ve (Y,.) topolojik uzaylar ile f : X — Y fonksi-
yonu verilsin. Eger bir A C X alt-kiimesine ait her noktada f fonksiyonu
stirekli ise, f fonksiyonu A iizerinde (yaygin) sireklidir (global siireklidir),
denilir. Eger X kiimesine ait her noktada siirekli ise, f fonksiyonu strekli bir
fonksiyondur, diyecegiz.
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Eger f fonksiyonunun tanim ya da deger kiimesi iizerinde birden ¢ok topo-
lojik yapiyr aym zamanda diigiiniiyorsak, f fonksiyonunun hangi topolojilere
gore siirekli oldugunu belirtmek i¢in f : (X,.7) — (Y, ) siireklidir ya da f
fonksiyonu . — . siireklidir, diyecegiz.

Ayrica ispatlarda kisahg saglamak igin bir (H, ) topolojik uzayinin
biitiin kapali kiimeleri ailesini 7" ile gosterecegiz.

Teorem 6.2.1. (X,.7) ve (Y,.) topolojik uzaylari ile f: X — Y fonksi-
yonu verilsin. Asagqidaki ifadeler esdegerdir.

(a) f fonksiyonu X {izerinde siireklidir;
(b) Her A C X alt-kiimesi i¢in f(A) C f(A) dur;
(c) Her K € %" i¢in f~Y(K) € 7' diir;
(d) Her S € . i¢in f71(S) € 7 dur.
fspam:

(a) — (b): Bu gerektirme Onerme 6.1.1 den gikar.

(b) = (¢): K € ¥ igin F = f~(K) dersek,

fR) CfF)CK=K
olacaktir ve buradan
FCcfl'f(Rcf'(Ky=FCF

cikar, ki bu F = F olmasi, yani F' kiimesinin kapali olmas1 demektir.

(c) = (d): S € Fise 5 e diir. (¢) den f~1(5") € J diir.
FHS) =119

den f71(S) € I ¢ikar.

(d) — (a): Bir z € X noktasi ile bir V € #(f(x)) komsulugu verilsin.

flx)ye SCV
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olacak gekilde bir S € . vardir; dyleyse
z€ [THS) S fTHV)
olacaktir. Varsayimimiza gore f~1(S) € J oldugundan,
V) € #(x)
cikar.

Onerme 6.2.1. (X, 7) ve (Y,.) topolojik uzaylari ile f : X — Y fonksi-
yonu verilsin A ailesi . topolojisinin bir tabanu ise, [ fonksiyonunun siirekli
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her B € & i¢in [~Y(B) € T olmasudar.

[ s P A T: Kogulun gerekligi Teorem 6.2.1 (d) sikkinda verildi. Yeterligini
gormek icin bir S € . alalim.

S=|/Bi: B € #}
iel
oldugunu varsayalim. Bu durumda
s -t (Yn) -Urie)
iel iel

olacaktir. Varsayimimiz geregince, acik kiimelerin bir bilesimi oldugu igin
F7Y(S) aciktir; dyleyse Teorem 6.2.1(d) den f fonksiyonunun siirekliligi ¢ikar.

Onerme 6.2.2. XY, Z topolojik uzaylars verilsin f : X - Y ileg:Y — Z
stirekli fonksiyonlar ise h = gof : X — Z stirekli bir fonksiyondur.

Bunun ispat1 hemen bilegke fonksiyon tanimindan ¢ikar.

6.2.1 Problemler

1. Bir topolojik uzaydan kendisine olan 6zdeglik doniigiimii siireklidir. Ne-
den?

2. Her hangi bir topolojik uzaydan bagka bir topolojik uzaya olan sabit
fonksiyonlar siireklidir. Neden?



6.3. ACIK VE KAPALI DONUSUMLER 65

3. Bir ayrik uzaydan her hangi bir topolojik uzaya olan fonksiyonlar sii-
reklidir. Neden?

4. Her hangi bir topolojik uzaydan ayrik olmayan bir uzaya olan fonksi-
yonlar siireklidir. Neden?

5. (X, ) ve (Y,.) topolojik uzaylar ile f : X — Y fonksiyonu verilsin.
s ailesi . nin bir alt tabani ise, f nin siirekli olmasi icin gerekli ve
yeterli kogul, her S € s i¢in f~(S) € 7 olmasidir. Gosteriniz.

6. Bir X topolojik uzayindan bir Y topolojik uzay1 icine bir f fonksiyonu
veriliyor. Agagidaki ifadelerin egdeger olduklarin gosteriniz:

(a) f fonksiyonu X iizerinde siireklidir,
(b) Her A CY alt kiimesi icin f~(A°) C (f~1(A))° dur,
(c) Her A CY alt kiimesi icin f~1(A) D (f~1(A)) di.

6.3 ACIK ve KAPALI DONUSUMLER

Tamm 6.3.1. (X,.7) ve (Y,.%) topolojik uzaylari ile bir f : X — Y fonksi-
yonu verilsin. Eger f fonksiyonu acik kiimeleri acik kiimelere resmediyorsa f
fonksiyonuna a¢ik bir donidigiim; kapali kiimeleri kapali kiimelere resmediyorsa
f fonksiyonuna kapalr bir dénisimdir denilir.

f fonksiyonu siirekli olsa bile acik kiimeleri acik kiimelere ya da kapali kii-
meleri kapali kiimelere resmetmeyebilir. Ancak f siirekli oldugu zaman, acik
kiimelerin f altindaki ters resimlerinin acik; ve kapali kiimelerin f altindaki
ters resimlerinin kapal oldugunu biliyoruz (bkz. Teorem 6.2.1). Bagka bir de-
yigle f : X — Y fonksiyonu siirekli, bire-bir ve érten (BBO)ise f~!:Y — X
ters fonksiyonu hem agik, hem de kapali bir doniiglimdiir. Buradan hemen gu
onerme cikar:

Onerme 6.3.1. Bire-bir ve drten f : X — Y bir fonksiyonunun bir topolo-
Jik esyapr resmi (homeomorphism) olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul f nin

stirekli ve a¢ik (ya da sirekli ve kapali) olmasidur.

Bu 6nermeye denk olarak hemen gu 6nermeyi de soyleyebiliriz.
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Onerme 6.3.2. f : X — Y bire-bir ve érten bir fonksiyon olsun. f fonk-
styonunun bir topolojik esyapr resmi olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul f wve
f=1 fonksiyonlarinn siirekli olmasidar.

Onerme 6.3.3. f : (X, 7) — (Y,.%) fonksiyonu verilsin ve B ailesi T
topolojisinin bir tabani olsun. Asagidaki ozellikler birbirlerine denktirler:

(a) f agik bir dontigiimdiir.

(b) Her B € % icin f(B) € . dir.

(c) Her x € X ve her V € A(x) i¢in f(V) € B(f(x)) dir.
IspaT:

(a) & (b): Acik doniigiim ve taban tanimi ile [T'3] belitinden ¢ikar.

(a) = (c): V € B(zx) ise x € T C V olacak sekilde bir T € .7 vardur. f
acik bir doniigiim oldugundan f(7") € . dir. Oysa f(x) € f(T) C f(V)
oldugundan f(V) € A(f(x)) olacaktir.

(c) = (a): T € J olsun. Her y € f(T) i¢in y = f(x) olacak gibi bir x € T
vardir. T € %(x) oldugundan, (c) geregince, f(T) € B(y) = B(f(x))
olacaktir. O halde, Onerme 5.1.1 geregince f(T) € .7 dir.

Onerme 6.3.4. f : X — Y fonksiyonunun stirekli ve kapaly olmasu igin
gerekli ve yeterli kogul X in her A alt-kiimesi i¢in f(A) = f(A) olmasidr.

IsPaAT: fsiirekli ve kapal olsun. Teorem 6.2.1 (b) geregince f(A) C
f(A) C f(A) olacaktir. f kapali oldugundan f(A) kapahdir. f(A) kiimesini
kapsayan en kiiciik kapali kiime, bu kiimenin kaplami olacagindan, yukaridaki
kapsama f(A) = f(A) olmasim gerektirir.

Tersine olarak her A icin f(A) = f(A) ise f kapah olur. Ayrica, Teorem
6.2.1 (b) geregince f siirekli olur.

Bir fonksiyonun acik ya da kapali olmak zorunda olmadigini séylemigtik.
Benzer olarak, agik bir fonksiyonun aymi zamanda kapali olmasi ya da ka-
pali bir fonksiyonun ayni zamanda acik olmasi da gerekmez. Buna bir 6rnek
verelim.

Ornek 6.3.1. 7 : R? — R déniisgiimii 7(z,y) = « diye tanimlansin. Buna
diizlemin birinci boyut {izerine izdiigiimii denilir. & ailesi diizlemdeki biitiin
agik daireleri gostersin. & ailesinin diizlemdeki salt (mutlak) topoloji igin bir
taban oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek 4.1.2).
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Basit bir gekil ¢izilince hemen goriilebilecegi gibi
D ={(z,y): (x—a)* + (y —b)* <r’}

acik diskinin R; = R boyutu (yatay eksen) iizerindeki izdiigiimii |x — a| < r
agik arahgdir. Her D € Z i¢in (D) resmi R; de agik bir kiime olduguna
gore, Onerme 6.3.4 geregince, 7 izdiisiim fonksiyonu acik bir déniisiimdiir.
Ote yandan

K={(z,y) 12y > 1,2 > 0}

kiimesinin R? i¢inde kapal bir kiime oldugu apagiktir. Oysa 7(K) = (0, c0)
oldugundan, K kapali kiimesinin 7 altindaki resmi R; de agik bir kiimedir.
Yani 7 izdiigiim fonksiyonu kapali bir doniigiim degildir.

Ornek 6.3.2. « sifirdan farkl bir gercel say1 olmak iizere R den R ye ta-
nimlanan

fix—oax (6.1)

fonksiyonuna a-boylamasi diyecegiz. Bu doniisiim bir topolojik esyap1 resmi-
dir.

I spAT:fnin BBO (bire-bir-6rten) oldugu apaciktir. f~' ters donii-
simii

flie— éx (a #0) (6.2)

dir ve bu da bir boylama doniisiimiidiir. f doniisiimii altinda, salt topolojinin
tabanma ait her (a,b) arahginin resmi («a,ab) agik arahgidir; yani f agik
bir déniigiimdiir. Ote yandan, her (c,d) acik araliginin f~' altindaki resmi
(c/a,d/a) acik arahigidir, yani f siireklidir. O halde, Onerme 6.3.1 uyarinca,
f bir topolojik egyapi resmimdir.

Ornek 6.3.3. 3 her hangi bir gercel say1 olmak iizere R den R ye tanimlanan
g:x—=x+p (6.3)

fonksiyonuna S-kaymasi (6telemesi) diyecegiz. Bu doniigiim bir topolojik eg-
yap1 resmidir.
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Ispat:gnin BBO oldugu apaciktir. ¢~ ! ters doniigiimii ¢! : 2 — 2 —

dir ve bu da bir kaymadir. ¢ doniigiimii altinda her (a, b) agik araliginin resmi
(a + B,b+ B) acik araligidir; yani g acik bir déniisiimdiir. Ote yandan, her
(¢,d) acik arahigimmm f~! altindaki resmi (¢ — 3,d — 3) acik araligidir; yani g
siireklidir. O halde g bir topolojik egyapi resmidir.

Ornek 6.3.4. Yukaridaki (6.1) ile (6.3) doniigiimlerinin bilegkesine; yani
h=gof :z— ax+p (6.4)

dontigiimiine dogrusal (linear) bir donigim, denilir. Bunun R den R ye bir
topolojik egyapi resmi olacagi apagiktir. Bu doniiglimiin tersi

1
ht=ftog iz — a(x —0B) (a#£0) (6.5)
dir. Bu da bir dogrusal doniigiimdiir.

Ornek 6.3.5. R den (—1,+1) acik arahig iizerine tammlanan
()

oz
_1+|x|

fonksiyonu bir topolojik esyap1 doniigiimiidiir.

(6.6)

Gergekten (6.6) fonksiyonun bire-bir-6rten ve tersinin de
- Y
) =
11yl
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica, z; < x5 ise f(z1) < f(x2) olur; yani, f
artan bir fonksiyondur. f nin siirekli oldugunu gostermek icin, —1 < ¢ <

d < +1 kogulunu saglayan her (c,d) € R ( R ailesi R i¢indeki biitin acik
araliklarn ailesidir) agik arahigl i¢in

7 (e.d) = (1 _C|c|’ 1 —d|d|)

olduguna dikkat etmek yetecektir (bkz. Problem 6.2.1 (5.)). Ote yandan her
(a,b) € R agik aralig1 i¢in

Pt = (= 1)

1+ al” 1+ b

oldugundan f acik bir doniisiimdiir. Dolayisiyla f bir topolojik egyapi resmi-
dir (bkz. Onerme 6.3.2).
Buradan ¢ikan sonug¢ sudur:
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Sonug 6.3.1. Salt topolojiye gore gergel eksen ile (—1,41) alt araligi topo-
lojik olarak esyapilidar.

631 PROBLEMLER

1.

Gergel sayilardan gercel sayilara tanimlanan sabit bir fonksiyonun sii-
rekli ve kapali bir déniigiim oldugunu; ama acik bir déniigiim olmadigini
gosteriniz.

Gergel sayilardan gercel sayilara tanimlanan x — x? fonksiyonun acik
olmadigini gosteriniz.

Onerme 6.3.1 ve Onerme 6.3.2 yi ispatlaymiz.

f:(X,.7) = (Y,.%) bire-bir 6rten bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu-
nun bir topolojik egyap: resmi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, her
A C X alt-kiimesi i¢gin f(A) = f(A) olmasidir. Gosteriniz.

(X, 7)) uzaymin ayrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, X uzaymdan
her Y uzaymma tanmimh fonksiyonlarin siirekli olmasidir.

Bos olmayan bir X kiimesi veriliyor. X iizerinde dyle bir .7 topolojisi
kurunuz ki, her (Y,.#) uzayindan (X, .7) uzayna tanimh her fonsiyon
siirekli olsun. Bu topolojiyi belirleyiniz.

f (X, 7) = (Y,) siirekli ve orten bir fonksiyon ise, X uzaymin
yogun alt kiimelerini Y uzayimin yogun alt kiimelerine resmeder; yani

A=X=fA) =Y (6.7)

olur. Gosteriniz.



