Bolum 5

KOMSULUKLAR

5.1 KOMSULUKLAR

Tanim 5.1.1. (X,.7) bir topolojik uzay ve A ile N kiimeleri X uzaymin
iki alt-kiimesi olsun. Eger A C T' C N olacak gekilde her hangi bir T' € 7
varsa, N kiimesine A nmn bir komsulugu (yoresi) denilir. Ozel olarak yalniz
bir 6geden ibaret {z} kiimesinin bir komguluguna, kisaca, x 6gesinin bir
komgulugu (komgulugu) diyecegiz.

7 topolojisinin bagka birisiyle karismas: kuskusu varsa, "komsuluk” de-
yimi yerine, kisaca, 7 -komgulugu diyecegiz.

Onerme 5.1.1. Bir kiimenin acik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul bu
kiimenin, kendi ogelerine komsuluk etmesidir.

IspaT: (X, .7) bir topolojik uzay ve G C X olsun. G acik ise, her € G
icin {z} C G° C G ve G° = G € Z oldugundan, varsayimimzin gerekligi
komsuluk tanmimindan c¢ikar. Yeterligini gérmek icin, her x € G ye karsilik
{z} C T, C G olacak gekilde bir T,, € 7 oldugunu varsayalim. Bir yandan,
her z € GG i¢in x € T, oldugundan

G C U{Tﬂf cx € G}
dir. Ote yandan her x € G i¢in T, C G oldugundan
Go| [Tz eGy
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dir, yani

G=|J{T.:zc G} (5.1)

olur. Her x € G i¢in T, € .7 olduguna gore [T3| aksiyomuna goére (5.1) den
G € 7 oldugu, yani G nin agik oldugu sonucu ¢ikar.

Tanim 5.1.2. Bir z noktasimin biitiin komguluklarmdan olusan aileyi %(x)
ile gosterecek ve buna z noktasinin komsuluklar ailesi diyecegiz.

Onerme 5.1.2. PB(x) ailesi, komguluk aksiyomlar: diyecegimiz agagidaki éze-
liklere sahiptir:

1. [N1]: #(x) ailesine ait her hangi bir kiimeyi kapsayan her kiime %(x)
ailesine aittir.

2. [N2|: #A(z) ailesine ait iki kiimenin arakesiti yine %(x) ailesine aittir.
3. [N3]: #(x) ailesine ait her kiime x noktasini igerir.

4. [N4]:) Eger V € HB(x) ise, yle bir W € HB(x) vardir ki her y € W i¢in
V € A(y) olur.

IspaT: 1k ii¢ 6zelik Tanim 5.1.1 ile [T2| aksiyomundan hemen goriiliir. Son
ozeligi gérmek icin, W olarak = noktasimi iceren ve V tarafindan kapsanan
her hangi agik bir kiimeyi almak yetecektir.

|N4| aksiyomu gu anlama gelir: x noktasinin bir komgulugu = noktasina
yeteri kadar yakin olan noktalarin da komgulugudur.

Bir = 6gesini iceren her agik kiime bu 0genin bir komgulugudur, ama x
Ogesinin her komgulugu acik bir kiime olmak zorunda degildir.

5.1.1 PROBLEMLER

1. Tanim 2.3.1 suna egdegerdir: A bir topolojik uzayn bir alt-kiimesi ol-
sun. Eger A kiimesi z noktasinin bir komsulugu ise, yani A € %(z) ise,
x noktasi, A kiimesinin bir i¢ noktasidir.

2. Tanim (2.4.1) suna egdegerdir: Her N € B(z) igin (N \ {z}) N A #D
ise, x noktast A kiimesinin bir yigilma noktasidir.
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10.

11.

Onerme 2.5.1 suna esdegerdir: Bir x noktasinin A kiimesinin bir kap-
lama noktasi olmasi icin gerekli ve yeterli kogul, z noktasinin her kom-
sulugunun A ile kesigmesidir; yani her N € %B(x) icin N N A # () ise
r € A dir.

. Ayrik olmayan bir uzayda bir noktanin komsguluklar ailesini bulunuz.

. Bir noktanin sonlu tane komsulugunun arakesiti yine bu noktanin kom-

sulugudur. Gosteriniz.

. Bir X kiimesi iizerindeki iki topolojinin ayni olmasi i¢in gerekli ve ye-

terli kogul, her z € X 06gesinin bu topolojilere gére komguluklarinin
ayni olmasi dir.

Gergel eksen iizerindeki salt topolojiye gore agagidaki kiimelerden han-
gileri (1) ailesine aittir?

(1) (0,2], (e@) (0,1], (d27) [1,2), (iv) (1,2]

. Sonlu tiimleyenler topolojisinde bir noktanin biitiin komguluklarinin

acik kiimeler oldugunu gosteriniz.

. N kiimesi A kiimesinin bir komgulugu ise, N nin her B C A alt kiime-

sinin de bir komgulugu olacagini gdsteriniz.
X ={a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde

T ={X,0,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,be}}
ailesi veriliyor.

(X, 7) bir topolojik uzaydir. Gosteriniz.
b
(c

(d) {c, e} kiimesinin komguluklarini bulunuz.

(a)
(b) e noktasinin komsuluklarini bulunuz.

) ¢ noktasimin komguluklarim bulunuz.

)

Bir p 6gesinin bir A kiimesinin bir kenar noktasi olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kogul, p 6gesinin her komgulugunun hem A ile hem A’ ile
kesigmesidir. Gosteriniz.
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5.2 KOMSULUKLAR SISTEMI

KOMSULUKLAR SISTEMI (A1Lesi) ILE
TOPOLOJIK YAPILARIN KURULUSU

Agik kiime kavramini baglangic noktasi alarak |[N1|-|N4| komguluk aksi-
yomlarini elde ettigimiz Onerme 5.1.2 ’in bir karsit1 vardir. Bir kiime iizerinde
bir topolojik yap1 kurmanin degigik bir yontemi olan bu 6zeligi soyle ifade
edebiliriz:

Onerme 5.2.1. Her v € X i¢in [N1]-[N4] komsuluk aksiyomlarm saglaya-
cak sekilde bir B(x) ailesi varsa, X tzerinde oyle bir tek 7 topolojik yapis
vardir ki B(x) ailesi x noktasinin 7 -komguluklarindan ibarettir.

IsparT:
T ={ACX:ze€A=Ac HB(x)} (5.2)

ailesini tanimlayalim, .7 nun [T3] aksiyomunu sagladigi [N1] den ve |[T2]
aksiyomunu sagladigr [N2| den g¢ikar. [T1] aksiyomunun bu ikisinden ¢ikarila-
bildigini biliyoruz (bkz. 2.1.1 Problem 9). O halde .7 ailesi X iizerinde bir
topolojik yap1 olusturur.

Simdi, her x € X igin, verilen %(x) ailesinin x noktasimin .7-komguluklar
ailesinden bagka bir gey olmadigini gosterelim: [N1| ve (5.2) den, = noktasinin
her 7 -komgulugunun %(x) ailesine ait oldugu apagiktur.

Tersine olarak her V € #(z) kiimesinin = noktasinin bir .7-komgulugu
oldugunu gostermek i¢in

U={yeX:VeBy) (5.3)

kiimesini tamimlayalim. V € %(z) oldugundan, (5.3) den z € U olur. Ote
vandan y € U ise V € Z(y) ve [N3] geregince y € V olacaktir; yani U C V
dir.

Simdi U € .7 oldugunu gosterelim. Bunun icin Onerme 5.1.1 ’ye gore, her
y € Uigin U € A(y) oldugunu gostermek yetecektir. Gergekten y € U ise
y € V € A(y) oldugundan, [N4| aksiyomuna gore Gyle bir W € Z(y) vardir
ki her z € W igin V' € H(z) olur, ki bu (5.3) geregince, z € U demektir.
Buradan W C U ¢ikar ve [N1| den U € #(y) olur.

Geriye yalmiz 7 nun tekligini gostermek kalmigtir. Gergekten istenenleri
saglayan her 7 -topolojisinin acik kiimeleri, Onerme 5.1.1 geregince, (5.3) ile
verilmis olacaktir, ki bu 7 nun tek olmasi demektir.
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Ornek 5.2.1. R gercel sayilar kiimesi iizerindeki salt topolojiyi komguluklar
dizgesiyle de kurabiliriz (bkz. Ornek 4.1.6). Her x € R noktasina kargihk,
noktasini iceren her hangi bir acik araligi kapsayan biitiin kiimelerin olus-
turdugu aileye A(x) diyelim. Bu ailenin [N1]-[N4| komguluk aksiyomlarim
sagladigim gérmek kolaydir. Oyleyse, her 2 € R icin () ailesini z nok-
tasinin komguluklar ailesi olarak kabul eden bir .7 topolojisi vardir. Simdi
bu topolojinin R iizerindeki & salt topolojisinden bagka bir sey olmadigini
gosterelim.

A € Z = R olsun. R* topolojisinin tanimi geregince, A kiimesi agik
araliklarin bir bilegimidir. o halde her z € A 6gesi A tarafindan kapsanan bir
(a,b) araligina aittir; ki bu, yukaridaki tamim geregince, A € %B(x) olmasim
gerektirir. Bu ise, (5.3) e gore, A € .7 olmasi demektir. Su halde R* C .7
dur.

Tersine olarak, T € .7 ise, (5.3) e gore, her x € T i¢in T' € H(z) dir.
O halde x noktasi igeren ve 7" kiimesi tarafindan kapsanan agik bir (a,b)
araligir vardir. Dolayisiyla 7" kiimesi bu araliklarin bir bilesimi olarak yazila-
bilir; yani 7' € R* dir. Su halde .7 C R* dur. Elde edilen bu iki kapsamadan
T = R* ¢ikar.

5.2.1 PROBLEMLER

1. R? diizlemindeki salt topoloji (bkz. Ornek 4.1.2) yi kurmak icin aga-
gidaki komsuluklar dizgelerinden her hangi birisinin kullanilabilecegini
gosteriniz.

(a) Diizlemdeki her z noktasina kargilik, kenarlar1 eksenlere paralel
olan ve bu noktay1 iceren her hangi bir acik dikdortgeni kapsayan
biitiin kiimelerin olusturdugu aile,

(b) Diizlemdeki her z noktasina kargilik, bu nokta merkez olarak ¢izi-
len her hangi acik bir diski kapsayan biitiin kiimelerin olugturdugu
aile,

(c) Diizlemdeki her z noktasina kargilik, bu noktayi igeren ve kapal
bir egriyle sinirlanmig her hangi bir bélgenin i¢ini kapsayan biitiin
kiime lerin olugturdugu aile.
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5.3 KOMSULUKLAR TABANI

Tamim 5.3.1. (X, .7) topolojik uzayindaki bir x noktasi i¢in &(z) C Z(x)
alt ailesi verilsin. Eger her V' € #(z) igin W C V olacak sekilde bir W € &(z)
varsa, &(z) ailesine x noktasinin (.7 ya gore) bir komguluklar tabandir (ya
da z noktasinda yerel bir tabandir) denilir.

Bir A C X alt kiimesinin komguluklar taban da benzer sekilde tanimla-
nir.

S(A) ailesi A kiimesinin bir komguluklar tabani ise G(A) ya ait kiimelerin
her sonlu arakesiti yine G(A) ya ait olacaktir.

Ornek 5.3.1. Her z € R icin
S(z)={(zr—-0d,xz+0):0 >0} (5.4)

ailesi, gercel eksen {izerindeki salt topolojiye gore x noktasinin bir komguluk-
lar tabanidir. Neden?

Onerme 5.3.1. (X,.7) bir topolojik uzay ise, bir B C T alt ailesinin T
topolojisine bir taban olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, her * € X i¢in
L(x) ={W € B : x € W} ailesinin x noktast i¢in bir komsuluklar taban:
olmasidar.

IsPAT: % ailesi .7 icin bir taban olsun. Bir z € X icin V € %(x) ise,
x € T C V olacak sekilde bir T' € .7 vardir. Varsayimimiz geregince, T agik
kiimesi # ye ait kiimelerin bir bilegimidir. O halde x € W C T olacak gekilde
enaz bir W € Z vardir, ki bu W € £(z) olmasimi gerektirir; yani £(z) ailesi
2 noktasinin bir komguluklar tabani olur. Boylece kogulun gerekligi cikar.

Yeterligi gérmek icin bir 7' € .7 alahm. Her x € T i¢in € V, C T olacak
sekilde bir V, € £(z) vardir (T' € #A(x) oldugundan). Oysa bu durumda,

T=|J{Va:2xeT}
olacaktir. O halde £ ailesi .7 topolojisinin bir tabanidir.

Tanim 5.3.2. (X, 7)) bir topolojik uzay olsun. Eger her = € X noktasi igin
sayilabilir bir komguluklar tabam varsa, (X, .7) uzayma Birinci Sayilabilme
Aksiyomunu saghyor denilir.
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Ornek 5.3.2. Her z € R icin

’ﬁ(m)z{(x—%,:t—k%):nEN} (5.5)

ailesi, gercel eksen iizerindeki salt topolojiye gore z noktasinin sayilabilir
bir komguluklar tabani oldugundan, bu topolojik uzay Birinci Sayilabilme
Aksiyomunu saglar. Gosteriniz.

Onerme 5.3.2. U, Us,...,U,,... bir x noktasimn sayilabilir bir komsu-
luklar tabane ise bu noktanin i¢ ice bir Vi, Vo, ... Vi, ... komsuluklar taban
vardur.

IspAT: Ic-ice deyiminden anlayacagimmz sey, her n dogal sayisi icin V., C
V,, olmasidir. Gercekten

Vi=U
Vo=UNU,
Va=UnNUsNUs

Ve=UnUNUsN...NU,

dizisi isteneni saglayacaktir.

Onerme 5.3.3. Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan her uzay, Birinci
Saylabilme Aksiyomunu da saglar.

ISPAT: % sayilabilir bir taban olsun. Onerme 5.3.1 geregince &(z) =
{W € % : x € W} ailesi x noktasimin bir komguluklar tabanidir ve &(x) C A
olduguna gore, sayilabilir bir ailedir.
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1. (X, ) bir topolojik uzay ve o ailesi .7 -topolojisinin bir alt tabam
olsun.

(a) o(z) = {S € 0 : x € S} ailesinin x noktas1 i¢in bir komguluklar
tabani olmayacagini bir 6rnekle gdsteriniz.
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(b) o(z) ailesinin sonlu arakesitlerinin olugturdugu ailenin z noktasi
icin bir komguluklar tabani olacagini gosteriniz.

Diizlemdeki her z noktasina kargilik, bu nokta merkez olarak cizilen,
biitiin acik dairelerden olugan ailenin, salt topolojiye gore, z noktasinin
bir komsuluklar tabani oldugunu gosteriniz.

Diizlemdeki her z noktasina karsilik, bu nokta merkez olarak cizilen
{% (r =1,2,3,...)} yarigaph agik disklerden olugan ailenin, salt to-
polojiye gore, bu noktanin sayilabilir bir komguluklar tabani oldugunu
gosteriniz. Buradan, diizlemin salt topolojisinin birinci sayilabilme aksi-
yomunu sagladigr sonucunu ¢ikariniz.

Ayrik olmayan bir uzayda her hangi bir noktanin komguluklar ailesi
nedir? Ayrik bir uzayda her hangi bir noktanin komsguluklar ailesi nedir?

. p Ogesinin A kiimesinin bir y1gilma noktas: olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul, p nin komguluklar tabanina ait her kiimenin A ya ait ve p den
farkh olan bir 6geyi icermesidir.

Ayrik bir uzayda her noktanin sonlu bir komsuluklar tabani oldugunu
gosteriniz.

Bir noktanin sonlu bir komguluklar tabam varsa, bu noktanin tek bir
kiimeden olusan bir komsuluklar tabani vardir. Gésteriniz.

(X; 7)) topolojik uzayinda Z# ailesi, kapah kiimeler igin bir taban ise,
bu aileye ait kiimelerin tiimleyenlerinden olusan aile acik kiimeler i¢in
bir tabandir. Gosteriniz.

(X, <) tam siralanmg bir kiime olsun. Her a,b € X 6ge ¢iftine karsilik
{reX :z>al,{fr e X o <bive{r e X :a<zx <}
kiimeleri tanimlaniyor. a,b 6geleri biitiin X kiimesini taradiginda elde
edilecek biitiin bu kiimelerden olugan ailenin X kiimesi {izerinde bir
topoloji taban1 oldugunu gosteriniz. Bu tabanin iirettigi topolojiye sira
topolojisi denir. Bu topolojik uzayin kapali kiimelerinin nasil oldugunu
belirleyiniz.

PB = {{z} |z € X} ailesinin (X, &) ayrik uzay1 igin bir taban oldugunu
gosteriniz.



5.4. KARMA PROBLEMLERO05 57

11. Ayrik olmayan (X, T) uzay: i¢in 8 = { X} ailesinin bir taban oldugunu
gosteriniz.

12. B ={x : |z| <, x,r € Q} ailesinin R {izerindeki salt topoloji
icin bir taban oldugunu gosteriniz.



