Bolum 4

TOPOLOJI TABANI

4.1 TOPOLOJI TABANI

Tanim 4.1.1. Bir & C (X)) ailesi verilsin. & ye ait kiimelerin her hangi
bir bilesimine egit olan biitlin kiimelerin olugturdugu aileye G nin iirettigi
(dogurdugu) aile diyecek ye bunu &* ile gosterecegiz.

G C 6&* oldugu apaciktir.

Onerme 4.1.1. A € &* olmas icin gerekli ve yeterli kosul her © € A i¢in
x € B C A olacak sekilde bir B € & olmasidur.

IspPAT: AcG*ise Akiimesi & nin bir alt-ailesinin bilegimidir; yani

iel
dir. Doloyisiyla her z € A i¢in x € B; C A olacak gekilde bir B; € & vardir.
Tersine olarak, her x € A i¢in € B, C A olacak gekilde bir B, € &
varsa
A=|J{B,cA:B, &}
€A
oldugundan A € &* olacaktir.

Onerme 4.1.2. B ve G iki aile ise B* = &* olmas i¢in gerekli ve yeterli
kosullar sunlardr:

(a) Her S € & ve her z € S igin € B C S olacak gekilde bir B € B
vardir;
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(b) Her B € B ve her y € B i¢in y € S C B olacak gekilde bir S € &
vardir.

IsPaT: (a) ile (b) saglaniyor olsun ve bir A € B* verilsin x € A ise, 6nceki
onerme geregince, © € B C A olacak gekilde bir B € 98 vardir. (b) geregince,
x € S C B olacak gekilde bir S € & yardir. O halde, 6nceki énerme geregince,
A € &* olacaktir, ki bu 8* C &* olmas1 demektir. Benzer yolla &* C B*
olacagi da gosterilebilir; yani &* = 8* olur.

Tersine olarak G* = ‘B* olsun ve bir B € ‘B verilsin. B € B* = &*
oldugundan 6nceki 6nerme geregince, (b) saglanacaktir. (a) nin saglandig da
benzer yolla gosterilir.

Tanim 4.1.2. (X,.7) bir topolojik uzay olsun ve bir B C Z(X) ailesi
verilsin. Eger 8* = .7 ise, B ailesine .7 -topolojisinin bir tabanidir, denilir.

Bu durumda, B ailesi .7 -topolojisini turetiyor diyecegiz.

Tamim 4.1.3. Eger .7 nun sayilabilir bir tabam varsa, (X,.7) uzay1 Ikinci
Saylabilme Aksiyomunu saghyor denilir.

Simdi verilen bir B ailesinin bir .7 topolojisine ne zaman bir taban ola-
bilecegi sorusunu irdeleyelim.

Onerme 4.1.3. B C Z(X) ise (X,B*) wn bir topolojik uzay olmasu igin
gerekli ve yeterli kosullar sunlardir:

(a) X =U{B:Bec®B};

(b) Her A,B € B ve her z € AN B ye kargihk © € C C AN B olacak
sekilde bir C' € B var.

IspAT: $B* ailesi X kiimesi iizerinde bir topoloji olsun. X € 9B* oldugun-
dan (a) nin saglandigim gérmek kolaydir. Ote yandan, 8 C B8* oldugundan
A, B € % agik kiimelerdir, dolayisiyla A N B agiktir; yani AN B € B* dir.
Artik (b) nin saglandigi Onerme 4.1.1 den goriiliir.

Tersine olarak (a) ile (b) saglaniyor olsun. B* ailesine ait her hangi bir
alt-ailenin bilegimi, B* 1in tanimi geregince, B ye ait bir alt-ailenin bilegimine
esit olacaktir. Dolayisiyla, bu bilegim 8* ailesine aittir; yani |T3] aksiyomu
saglanir.
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Ote yandan U,V € B* ve z € UNV ise, énceki énermeden, x € A C U
ve x € B C V olacak gekilde A, B € 98 kiimeleri varolacaktir, (b) geregince

zeCCANBcCcUNV

olacak sekilde bir C' € B vardir. O halde Onerme 4.1.1 den U NV € B*
olacaktir; yani [T2| aksiyomu da saglanir.

B* ailesinin bog alt-ailesinin bilegiminin; yani bog kiimenin 8* ailesine
ait oldugu aciktir.

Ayrica X kiimesinin B* ailesine ait oldugu (a) dan bellidir. Suhalde [T1]
aksiyomu da saglanir; boylece (X, 8*) bir topolojik uzay olur.

Onerme 4.1.4. Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan her (X,.7) topo-
logik wzayr ayrilabilir bir uzaydar.

IspAT: B ailesi .7 topolojisinin sayilabilir bir tabani olsun. 8 nin bos ol-
mayan her kiimesinden bir nokta segerek sayilabilir, bir A kiimesi olugturalm.
A = X oldugunu gostermek istiyoruz. Olmayana ergi yontemini kullanacagiz.

Eger istegimiz var olmasaydi bir x € (A)" noktasi varolacakti. Bu durumda

(A) € 7, yani (A) € B* oldugundan, ilk énerme geregince

r € BC(A) (4.1)
olacak sekilde bir B € 9B var olurdu. Ote yandan, olusumu geregince A
kiimesi B ye ait bir noktay1 kapsayacaktir ve bu (4.1) ile ¢eligir. O halde

kabuliimiiz yanhgtir; yani (4)" = ) olur, ki bu A = X demektir ve béylece
(X, 7)) uzaymin ayrilabilirligi ortaya gikar.

Tanmim 4.1.4. (X, .7) bir topolojik uzay olsun. Eger, X kiimesinin her acik
ortiisiintin sayilabilir bir alt-ortiisii varsa, (X,.7) uzayma bir Lindeldf uza-
yrdar, denilir.

Onerme 4.1.5 (Lindelof). (X,.7) Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan
bir uzay ve A C X ise A mwn her agik ortisintin sayilabilir bir alt ortisi
vardir.

IsPaT: A = {A, : A € A} ailesi A nin bir acik ortiisii ve B = {By, : k € N}
ailesi .7 nun sayilabilir bir tabam olsun. Buna gore,

Acl A ¢ X = GBn (4.2)
AEA k=1
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yazabiliriz. Acik kiimeler tabana ait kiimelerin bilegsimi oldugundan, her k
icin By C A,, olacak sekilde bir tek A,, € A kiimesi segebiliriz. Boylece,

?Z{A)\ke./li BkCA)\k (k:1,2,3,)} (43)

ailesini tanimlayalim. F ailesi A ailesinin sayilabilir bir alt ailesidir. (4.3) den

k=1 k=1

cikar. (4.2) ve (4.4) bir arada diigiiniiliirse,
JA, 24 (4.5)
k=1

olur. O halde, {A4), : k € N} C A ailesi A nin sayilabilir bir alt ortiisii
olacaktir.

Sonuc 4.1.1. [kinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan bir topolojik uzay bir
Lindelof uzaydar.

Yukaridaki énermede A = X almak ispat i¢in yetecektir.

Onerme 4.1.6. (X,.7) Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu saglayan bir uzay ve
A C X sayilamayan bir alt kiime ise, A kimesinin yigilma noktalarindan en
az birisi A ya aittir.

ISPAT: Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. 2 sayilabilir bir taban ol-
sun. Eger AN A~ = () olsaydi, her z € A i¢gin (T, \ {z}) N A = 0 olacak
sekilde, x noktasin iceren bir T, € .7 varolacakti. Bu durumda, % taban
oldugundan, B, N A = x olacak sekilde bir T, C B, € % varolurdu. Boy-
lece, v — B, doniigiimii A dan % i¢ine bire-bir (BB) olurdu. Bu durum, #
sayilabilir oldugundan, A nmin da sayilabilir olmasini gerektirirdi. Bu celiski
olamayacagimdan AN A # @ olmahdur.

Verilen bir kiimeler ailesinin bir topoloji iiretmesi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar1 Onerme 4.1.3 de gormiistiik. Her aile bu kosullar saglamayacagina
gore, verilen bir ailenin her zaman bir topoloji iiretmesi beklenemez. Ancak,
bu ailenin iiretgen yapilabilmesi olanaklarini aragtirabiliriz.

Onerme 4.1.7. n bos olmayan her hangi bir kiimeler ailesi ise, n ya ait
kiimelerin sonlu arakesitlerinden olugan B ailesi X = U{S : S € n} kiimesi
tzerinde bir topoloji tiretir.
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IspAT: A,B € B ise AN B € % oldugundan Onerme 4.1.3 geregince,
istenen gey saglanir.

Tamim 4.1.5. (X, .7) bir topolojik uzay olsun. Eger X kiimesinin alt kiime-
lerinden olugan bir 7 ailesinin sonlu arakesitlerinin olugturdugu aile .7 topo-
lojisini iiretiyorsa 1 ya 7 topolojisinin bir alt tabanidir denilir.

Onceki nerme geregince, bos olmayan her aile bir topolojinin alt taba-
nidir, diyebiliriz. Bir topolojinin birden ¢ok tabani ve alt tabani var olabilir.

Tanim 4.1.6. R gercel sayilar kiimesini gostersin, a,b € R olmak iizere
(a,b) ={r eR:a <z <b} (4.6)
kiimesine gercel eksen iizerinde bir a¢ik aralik denilir.
Onerme 4.1.8. Gercel eksen iizerindeki biitin agik araliklardan olusan
R={(a,b):a,beR} (4.7)
ailesi, R dzerinde bir topoloji tabanidar.
IsPAT: Onerme 4.1.3 den kolayca goriiliir.

Tanim 4.1.7. R agk araliklar ailesini taban kabul eden R* topolojisine salt
(mutlak) topoloji denilir. Buna gore, (R, R*) uzayna, gercel sayilar iizerin-
deki salt topoloji (mutlak topoloji) uzay1 diyecegiz.

Uyari 4.1.1. Gosterimde yalinhigi saglamak i¢in, cogunlukla R* salt topoloji-
sini Z) simgesiyle gosterecegiz. Boylece, gercel eksen iizerindeki salt topoloji
uzayini

(R, %) (4.8)
ile gosterecegiz.
Ornek 4.1.1. Gergel eksen iizerinde
k= {(a,00), (—00,b) : a,b € R}

diye tanimlanan yari-sonsuz acgik araliklarin ailesini diigiinelim. Kolayca gorii-
lecegi gibi k nin sonlu arakesitleri ailesi, R yi kapsar, ama aym topolojiyi, yani
salt (mutlak) topolojiyi iiretir. O halde, r, gergel sayilarin salt topolojisinin
bir alt-tabanidar.
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Tanim 4.1.8 (Ust limit topolojisi). R iizerinde
(a,b] ={r €eR:a <z <b}
kiimesine acik-kapalr aralik denilir.
% ={(a,b] :a,b e R,a<b}

ailesi R iizerinde bir topoloji iiretir. Bu topoloji, salt topolojiden farklidir ve
st limit topolojisi adim alir.

Tanim 4.1.9 (Alt limit topolojisi). R iizerinde
[a,0) ={z €R:a <z <b}
kapali-acik araliklar ailesi alt-limit topolojisinig iiretir.

Ornek 4.1.2. R? diizleminde agsagidaki ailelerden herbiri ayni topolojiyi iire-
tirler. Buna dizlemin salt (mutlak) topolojisi diyoruz:

1. Kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan biitiin acik dikdortgenlerin
ailesi,

2. Diizlemdeki biitiin ¢emberlerin icleri ailesi,
3. Diizlemdeki biitiin egkenar ii¢genlerin icleri ailesi,

4. Kenarlar1 eksenlere paralel olan biitiin karelerin icleri ailesi.

Bu ailelerin birer topoloji iirettikleri Onerme 4.1.3 den; bu topolojilerin
ayni olduklar1 ise Onerme 4.1.2 den kolayca goriilebilir.

Ornek 4.1.3. (X, .o/) ayrik bir topolojik uzay ise & = {{z} : 2 € X} ailesi
o ayrik topolojisi icin bir tabandir.

Ornek 4.1.4. Diizlemde yatay ve diigey biitiin acik seritler ailesi, mutlak
topoloji i¢in bir alt tabandir.

Onerme 4.1.9. Her agik aralik sonsuz ¢oklukta rasyonel sayi icerir.
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IspaT: (a,b) agik bir aralik olsun. Bu aralik icinde rasyonel bir ¢ sayisi-
nin varhigim gostermek yetecektir. Ciinkii, benzer diigiiniigle, (a,q) iginde de
bir bagka rasyonel say1 varolacaktir. Boylece, tiime varim yontemiyle, (a,b)
araligi icinde sonsuz ¢oklukta rasyonel sayinin varoldugu gosterilebilir.

x = b— a diyelim. Gergel sayillar Arsimet siralr oldugundan % < x olacak
bicimde dogal bir n sayis1 vardir. Ote yandan b > 0 varsaymakla genellikten
birgey yitirmeyiz. Ciinkii, boyle degilse —a > 0 olmak iizere (—b, —a) araligim
diigiinebiliriz. Gene Argimet Ozeliginden

k

n

b<

olacak bigimde dogal bir k sayis1 vardir. Bu esitsizligi saglayan en kii¢iik dogal
say1 h olsun. Bu durumda

(h—1)

n

<b<

S|

olacaktir. Simdi @ < (h — 1)/n oldugunu gosterirsek ispat bitecektir. Eger
boyle olmasaydi b —a =z < % olurdu ki bu bir celigkidir.

Teorem 4.1.1. Uzerindeki salt topolojiye gire gercel eksen ayrilabilir bir
topolojik uzaydar.

IsPAT: Onerme 2.5.5 uyarinca, rasyonel sayilar kiimesinin R icinde yogun
oldugu yukaridaki 6nermeden ve mutlak topoloji tanimindan cikar.

Ileride kullanacagimiz bu 6nemli sonucu ayr1 bir teorem olarak ifade ede-
lim:

Teorem 4.1.2. Mutlak topolojiye gore rasyonel sayilar kiimesi gercel sayi-
lar kiimesi i¢inde yogqundur. Benzer distinisle, irrasyonel satilarin da yogun
oldugu gorilir.

4.2 Kapali Kiimeler Icin Taban

Bir topolojiyi belirlemek icin acik kiimelerini belirlemenin yetmesi gibi, kapali
kiimelerinin belirlenmesi de yeterlidir. Dolayisiyla, agik kiimeler icin ortaya
konan taban kavraminin benzeri kapali kiimeler icin de diisiiniilebilir. Bu,
basit bir esleklik (dualite) olgusudur.
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Tanim 4.2.1. (X, .7) topolojik uzayinda kapal kiimeler igin taban dyle bir
Z ailesidir ki, kapali her F kiimesi .% ailesine ait bazi kiimelerin arakesitine
esittir.

Bunu simgelerle goyle ifade edebiliriz:
Her kapali F' kiimesi i¢in

F=({F. : FeZ} (4.9)

el

olacak bi¢imde bir {F, : 1 € I} C .Z alt ailesi varsa .% ailesi kapal kiimeler
icin bir tabandir.

Onerme 4.2.1. (X, ) topolojik uzayinda F ailesinin kapaly kiimeler i¢in
bir taban olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul, her kapaly A kiimesi ve her x ¢ A
icin x ¢ F ve A C F olacak gekilde bir F' € F kiimesinin var olmasidur.

IspPAT:
Gerekligi: (X,.7) topolojik uzayinda kapali A kiimesi ile z ¢ A noktasi
verilsin. .% ailesi kapali kiimeler igin bir taban ise

A= szIFz

olacaktir. O halde, 6yle bir j € I indisi vardir ki ¢ F) olur.

Yeterligi: (X,.7) topolojik uzayinda kapali A kiimesi ile z ¢ A noktasi
verildiginde = ¢ F ve A C F kogulunu saglayan biitiin F' € .# kiimelerinin
arakesiti A kiimesidir; yani,

A={F: ao¢F ve ACF}

olur.

4.3 KARMA PROBLEMLER

1. (X, .7) bir topolojik uzay olsun. .7* nedir? .7 ailesi 7 topolojisi i¢in
bir taban midir?

2. Bir Lindel6f uzayinda kapali bir kiimenin her acik ortiisiiniin, sayilabilir
bir alt ortiisii oldugunu gosteriniz.
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3. Ayrilabilir bir uzaym ikinci sayilabilme aksiyomunu (bkz. 4.1.3)saglamasinin
gerekmedigini bir 6rnekle gosteriniz.

4. Mutlak topolojiye gore Z tam sayilar kiimesinin igini ve kaplamini bu-
lunuz Z kiimesi R uzayinin hicbir yerinde yogun olabilir mi?

5. Riizerinde o = {(p, q) : p,q € Q} ailesini, yani her iki ucu rasyonel olan
biitlin agik araliklarin ailesini diigiinelim. ¢ C R = {(a,b) : a,b € R}
dir. Acaba ¢* = R* = % midir?

6. £ ={[p,q] : p,g€Q, p<q} ailesinin R iizerinde bir topoloji tabam
olmadigini gésteriniz.

7. & ={la,b] :a € Q, be R\Q} ailesinin R {izerinde bir topoloji tabam
oldugunu gosteriniz.

8. D={(z,y) eR?*:a<z<b c<y<d, a,bcdecR} ailesinin R?
diizleminde bir topoloji tabani oldugunu gosteriniz.

9. V=A{[p,q] : p,q € Q, p < ¢} ailesinin R iizerinde bir topoloji tabam
oldugunu ve (6) ile ¢ ailesinin bu topoloji i¢in bir alt taban oldugunu
gosteriniz.

10. Acik kiimelerden olugan ve topolojik uzayin bir tabanini kapsayan her
aile yine bu topolojinin bir tabanidir. Gosteriniz.

11. Bir ailenin farkl iki topolojiye alt taban olamayacagini gosteriniz.



