Bolum 3

KURATOWSKI YONTEMI

3.1 KURATOWSKI YONTEMI

KURATOWSKI YONTEMIYLE
TOPOLOJIK YAPILARIN KURULUSU

Bir topolojik yapiy1 degigik yontemlerle kurmak olanagi vardir. Bunlar-
dan birisi ve belki de en yaygin olarak kullanilani, bir topolojik yapinin agik
kiimelerini belirlemek idi. Bu yontemi onceki béliimlerde gordiik. Tkinci bir
yontem olarak, bir topolojik yapinin kapali kiimelerini belirlemenin de o ya-
piy1 kurmaya yeterli olacagini gosterdik. Simdi bu kesimde, bir topolojik
yapiyl kurmak ic¢in her alt-kiimenin kaplamini belirlemenin yeterli olacagini
gosterecegiz. Ileride daha bagka yontemlerle de topolojik yapilarin kurula-
bildigini gorecegiz. Tabii, biitiin bu yontemlerin birbirlerine denk oldugunu
soylemeye gerek yoktur.

Simdi bu kesimde aciklayacagimiz yontem Teorem 2.5.1 in bir kargitidir.
Bu yonteme Kuratowsk: yontemi denilir.

Tanmim 3.1.1 (Kuratowski Kaplami). Bir X kiimesinin &?(X) kuvvet kiimesi
iizerinde agagidaki dort 6zeligi saglayan bir o : Z(X) — Z(X) fonksiyonu
verilsin. Her A, B € &(X) igin

[K1] «(®) =0

[K2] A C a(A)

[K3] a(AUB) = a(A)Ua(B)
[K4] a(a(A)) = a(A)
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Bu 6zeliklere sahip a fonksiyonuna Kuratowski donisimi ve her A C X i¢in
a(A) resmine A min Kuratowski kaplami denir.

Teorem 3.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi tizerinde tanimly her o Kurato-
wski dontistimi X kiimesi tizerinde bir ve yalnizea bir topologi belirler.

IspAT: Bu topolojinin kapali kiimeleri
H ={KCX:a(K)=K} (3.1)

ailesidir. Béyle oldugunu gdstermek icin, (3.1) ailesinin Onerme 2.2.1 |F1],
[F'2], [F'3] aksiyomlarini sagladigini gosterecegiz.

[F1]: [K1] den hemen @ € ¢ oldugu goriiliir. [K2] den X C «a(X) ¢ikar.
Oysa a nm tanmma gore a(X) C X dir. O halde a(X) = X gkar;
yani X € J olur.

|F2|: A, B € % ise, [K3| den
a(AUB)=a(A)Ua(B)=AUB
¢ikar, ki bu AU B € % olmasi demektir.

[F3]: Bir {K; : i € I, K; € '} ailesi verilsin. Bu ailenin arakesitinin yine
& ailesine ait oldugunu gosterecegiz.

Bu is icin, oncelikle, su 6zeligi gosterelim:
LC M= «l)CaM) (3.2)
Gergekten L C M ise M = L U M olacagindan, |K3| geregince,
a(M)=a(LUM) =a(L)Ua(M)
¢ikar, ki bu a(L) C a(M) olmas1 demektir. (Neden?) Simdi, her j € I igin
Nier i C K
oldugunu diigiiniirsek, (3.2) den

a (ﬂ KZ-) Ca(K;)=K;

iel
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yazabiliriz. Her j € [ i¢in bu kapsamanin varligi

a (ﬂ Kz) c ()

i€l i€l

kapsamasim gerektirir. Oysa bu kapsamann ters yonliisii [K2| den bilinmek-
tedir. O halde

o (ﬂ KZ-) =((x)

el i€l

dir. Bu esitlik, (3.2) geregince,

a (ﬂKl) eH

el

olmasini gerektirir.
Demek ki, Onerme 2.2.1 e gére %" ailesi X iizerindeki bir topolojik yapinin
kapali kiimeleridir. Bu yapinin acik kiimeleri, Tamim 2.2.1 geregince,

T ={K':Kex) (3.3)

ailesidir. .7/ ailesi o doniigiimiiyle tek olarak belirlendigine gére, buna ait
kiimelerin tiimleyenleri olan 7, ailesi de tek olarak belirlidir.

Son olarak, her A C X alt-kiimesinin .7 topolojisine gére A ile goste-
recegimiz kaplammin verilen a(A) Kuratowski kaplami’'ndan bagka bir sey
olmadigim gosterecegiz. Gergekten, [K4] ve (3.2) ile (3.1) den, her A C X
icin a(A) € # ¢kar. O halde [K2] ve Tanim (2.5.1) den a(A) € J#, dur.
| 4 ailesi A mn kapaly dst kimelerinin olusturdugu ailedir.] Bu ise, (2.6)
geregince, A C a(A) olmasini gerektirir.

Tersine olarak, her K € J, i¢in, K = AU K ve K € J# oldugu diisiinii-
lerek, [K3]| den

=
I
2.
=
!
2.
=
-
2.
=
!

a(A)UK

yazilabilir, Bu ise
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olmasini gerektirir. Demek ki
A=a(A) (3.4)

dir.

Bu son esitligi diigiiniirsek, Teorem 2.5.1 ile verilen W1-W4 aksiyomlari-
nin (3.1.1) ile verilen K1-K4 aksiyomlari ile ayni oldugu goriiliir. Demek ki, bu
topolojiye gére her A alt-kiimesinin A kaplami, a(A) Kuratowski kaplamma
esittir.

Boylece teoremi kanitlamig oluyoruz.

3.1.1 PROBLEMLER

1. Bog olmayan bir X kiimesi verilsin. X kiimesinin her A alt-kiimesine
karsilik agagidaki aksiyomlar: saglayan bir S(A) alt-kiimesi belirlenmig

olsun:

Bl: (X) =

B2: B(A)g

B3: 5(8 ( ) = B(A)

Bd: B(ANB) = B(A) N B(B)

Bu durumda,

T ={ACX:p5(A)=A}
ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojik yap1 olusturur. Bu yapiya gore
her A kiimesinin A° i¢i S(A) kiimesinden bagka birgey degildir. Goste-
riniz.

2. X = N olmak iizere v : Z(X) — Z(X) doniigiimii

A, A sonlu ise
V(A) = { (3.5)

X, A sonsuz ise

olarak tanimlaniyor. Bu doniigiimiin bir Kuratowski kaplama déniigiimii
oldugunu gosteriniz. Bu topolojinin acik ve kapali kiimelerini belirleyi-
niz.

3. (3.5) doniiglimiiniin belirledigi topolojiyi N iizerinde, kapali kiimeleri,
yalnizca, sonlu kiimelerden olugan topoloji (sonlu tiimleyenler topolo-
jisi) ile kargilagtiriniz.



