Bolum 2

TEMEL TOPOLOJI
KAVRAMLARI

2.1 ACIK KUMELER

Tanim 2.1.1. X bir kiime olsun ve bu kiimenin bazi alt kiimelerinden olugan
bir 7 ailesi verilsin. Eger agagidaki ii¢ aksiyom (belit) saglaniyorsa 7 aile-
sine X kiimesi iizerinde bir topolojik yapidir, ya da kisaca, .7 bir topolojidir
denilir:

[T1] Bog kiime ve X kiimesi .7 ailesine aittir,
[T2| .7 ailesine ait her hangi iki kiimenin arakesiti de .7 ailesine aittir,

[T3| .7 ailesinin her hangi bir alt ailesinin bilesimi de .7 ailesine aittir.

Bu ii¢ ozellige topolojik yapr aksiyomlar1 (belitleri), diyecegiz. [14],[25],
[51, [17], [2], [23]

Tanim 2.1.2. 7 ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojik yap1 olusturuyorsa
(X, 7) sirali ¢iftine bir topolojik uzay denilir.

X kiimesi iizerindeki .7 topolojik yapisinin bagka birisiyle karigmasi kug-
kusu yoksa, (X, 7) yerine, kisaca, X topolojik uzay1 diyecegiz.

Tanim 2.1.3. (X,.7) bir topolojik uzay ise, 7 ailesine ait kiimelere bu
topolojik uzayn ac¢ik kimeler: denir.

17



18 BOLUM 2. TEMEL TOPOLO.JI KAVRAMLARI

Bir X kiimesi iizerinde ayn1 zamanda birden cok topolojik yapi diisiiniile-
bilir. Bu durumlarda, bagka bir topolojiye ait acik kiimelerle karigtirmamak
i¢in, bir .7 topolojisine ait acik kiimeleri .7 -a¢ik kiimeler diye belirleyebiliriz.

Ornek 2.1.1. X her hangi bir kiime olsun, .7 = {(), X} ailesi X iizerinde bir
topolojik yapi olusturur. Bu durumda 7 topolojisine ayrik olmayan topoloji
denilir.

Ornek 2.1.2. Bir X kiimesinin 2 kuvvet kiimesi, yani X kiimesinin biitiin
alt kiimelerinden olugan aile, X {izerinde bir topolojik yap1 olusturur. Bu
topolojiye X iizerindeki ayrik topoloji denilir.

Ornek 2.1.3. U¢ 6geli bir X = {a, b, c} kiimesi veriliyor.
1.7 ={0,{a},{a, b}, X}
2. 7 =A{0,{b},{a, b}, {c, b}, X}
3. F5 =A{0.{c}.{a,c},{b,c}, X}

aileleri X kiimesi iizerinde birer topolojik yapidir.

Ornek 2.1.4. X her hangi bir kiime olsun. Bir .7 ailesi bog kiime ile tiim-
leyenleri sonlu olan biitiin alt kiimelerden olugsun; yani

T ={ACX:A=0 yada A sonludur}

olsun. Boyle tammmlanan 7 ailesi X kiimesi iizerinde bir topolojidir. Buna
X kiimesi iizerindeki sonlu timleyenler topolojisi diyecegiz.

Gergekten bu ailenin bir topoloji oldugunu gostermek kolaydir. Bunun
icin Tanim 2.1.1 ile verilen ii¢ aksiyomun saglandigini gostermeliyiz.

[T1]: @ € Z oldugu veriliyor. Ote yandan X’ = () dir ve bog kiime sonlu-
dur; ciinkii nicelik sayis1 sifirdir. Oyleyse, tanimdan X € .7 cikar.

[T2]: A € T ve B € .7 verilsin. Eger ANB = () ise ANB € .7 olur.
Eger AN B # () ise A # () ve B # () olacaktir. Bu iki kiime .7 ailesine ait
olduklarindan A’ ile B’ tiimleyenleri sonludur. Oyleyse

(ANB) =A"UB

kiimesi de sonlu olacaktir, ki bu (AN B) € .7 olmasimi gerektirir.



2.1. ACIK KUMELER 19

[T3]: Bir {A4; : i € I, A; € T} ailesi verilsin. Eger
U{A4;:iel} =10
ise, tammmdan, bu bilegim 7 ailesine ait olacaktir. Eger
U{A;:iel}#0

ise, en az dyle bir j € I damgasi vardir ki A; # () dir. Bu durumda A; sonlu
bir kiimedir ve

(UA) C A

saglanir. Demek ki, verilen ailenin bilesiminin tiimleyeni sonludur. Oyleyse
(UA;) € T

olacaktir.

Tamm 2.1.4. Bir A kiimesi ile bir &7 = {G; : i € I} ailesi verilsin. Eger A
kiimesi o7 ailesinin bilegimi tarafindan kapsanmyorsa, yani

AclG (2.1)

iel
oluyorsa, o7 ailesine A kiimesinin bir ortisidir, denilir.

(i) Verilen ortiiye ait kiimeler sayilabilir tane ise, bu ortiiye sayilabilir bir
orti,

(ii) Verilen ortiiye ait kiimeler sonlu tane ise, bu ortiiye sonlu bir orti,

(iii) Verilen ortiiye ait kiimelerin her birisi agik bir kiime ise, bu ortiiye a¢ik
bir orti, denilir.

(iv) Eger bir Z C &/ alt ailesi de A kiimesini ortiiyorsa & alt ailesine bir
alt ortidir, denilir.

Tamim 2.1.5. (X,.7) ile (Y,.”) iki topolojik uzay olsun ve bir f: X — Y
fonksiyonu verilsin. Eger

(i) f fonksiyonu bire-bir ve érten (BBO);

(ii) f altinda .7 yapisi . yapisi iizerine resmediliyor;
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ise f fonksiyonuna X den Y ye bir topolojik esyapr dontistimidiir, denilir.

Iki topolojik uzay arasinda bir topolojik esyap: resmi varsa, bu iki uzaya
topolojik esyapily uzaylar, diyecegiz.

Bir X kiimesi iizerinde grup, halka, cisim gibi cebirsel yapilar, 6l¢iim
yapilari, topolojik yapilar gibi farkli matematiksel yapilar kurulabilir. Belli
bir anda, yalmzca topolojik yapilar ile ilgileniyor ve X kiimesi iizerinde bagka
yapilar diistinmiiyorsak, "topolojik esyapih" deyimi yerine, kisaca, "esyapili”
deyimini kullanabiliriz.

Yukaridaki tanimda (ii) nin anlami sudur: f fonksiyonu .7 topolojisine
ait agik kiimeleri .7 topolojisine ait agik kiimeler iizerine resmeder. Buna
gore su onermeyi soyleyebiliriz:

Onerme 2.1.1. (X,.7) ile (Y,.7) topolojik uzaylar, verilsin. f : X — Y
Jonksiyonunun bir topolojik esyapi resmi (topolojik esyapr déniigimii)olmass
icin asagidaki ¢ kosul gerekli ve yeterlidir:

1. f fonksiyonu bire-bir ve érten (BBO) olmalidir,
2. Her T € 7 i¢in f(T) € . olmahdur,

3. Her S € . igin f(T) = S olacak bigimde bir T' € .7 varolmaldir; bu
kosul, her S € . i¢in f~(S) € 7 olmasina denktir.

Uyar1 2.1.1. Bir topolojik uzayda agik kiimelerin keyfi bir toplulugunun
arakesiti acik bir kiime olmayabilir.

Bunu bir 6rnekle gosterebiliriz: R gercel sayilar kiimesi iizerindeki sonlu
tiimleyenler topolojisine .7 diyelim. Her n dogal sayisina kargilik

Ap =R —{n} = {n}
kiimesini tanimlayalim. Her n € Nicin A, € .7 oldugu apaciktir. Ote yandan
(14, =N'=R-N
neN
dir. Dogal sayilarin tiimleyen kiimesi sonlu bir kiime olmadigina gore
(A ¢ 7
neN

olacaktir.
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2.1.1 PROBLEMLER

1.

Bir, iki, ii¢ 6geli kiimeler iizerinde kurulabilecek biitiin topolojik yapi-
lar1 kurunuz.

Bog olmayan bir X kiimesi ile bir a € X 6gesi verilsin. Bog kiime ile a
Ogesini igeren biitiin alt kiimelerin; yani

T={ACX: (A=0)V(ae A)}
ailesinin X kiimesi iizerinde bir topoloji oldugunu gosteriniz.

Her hangi bir X kiimesi iizerinde bog kiime ile tiimleyenleri sayilabilir
olan kiimeler ailesinin; yani

T ={AC X :(A=0)V (A saylabilir)}
ailesinin bir topoloji oldugunu gosteriniz.

X =[0,1) = {z : 0 < x < 1} arah iizerinde bog kiime ile [0, @), o € R,
bigimindeki yari-acik araliklar ailesinin; yani

T ={0, [0,a):0<a<l,a€eR}

ailesinin bir topoloji oldugunu gosteriniz.

. R gergel sayilar kiimesi iizerinde R, bog kiime ve [, 00), 5 € R, bigi-

mindeki yari-acik araliklardan olugsan ailenin; yani
T ={A:(A=R)vV(A=0)V(A=[3)), BeR}
ailesinin bir topoloji oldugunu gosteriniz.

Ornek 2.1.3 ’te kurulan % ve 95 topolojilerinin arakesitinin; yani her
iki topolojide de var olan kiimelerden olusan ailenin yeni bir topoloji
oldugunu gosteriniz. Karsit olarak, 7 ve 3 topolojilerinin bilesiminin;
yani iki topolojiden herhangi birisine veya her ikisine de ait olan biitiin
kiimelerden olugan ailenin yeni bir topoloji olugturmadigim gosteriniz.
Agagidaki problemler bunu genellegtirecektir.

J ve & bir X kiimesi iizerinde birer topolojik yap: iseler
INS={H: (He T)N(HeY)} (2.2)

ailesinin de X iizerinde bir topolojik yap1 oldugunu gosteriniz.
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8. 7 ve . bir X kiimesi iizerinde birer topolojik yap1 iseler
TJUY ={H : (He )V (HecY)} (2.3)
ailesinin X {izerinde bir topolojik yap1 olugturmadigini gdsteriniz.

9. Bir X kiimesi iizerindeki kimi topolojilerden olusan bir .7; : i € I topo-
lojik yapilar ailesi verilsin.

L=(Z%={T: (eT e T}

il

arakesitinin X {izerinde bir topoloji oldugunu gésteriniz. ( ileride bu
topolojiye, verilen topolojilerin en biiyiik alt sinir1 diyecegiz.)

10. Tanim 2.1.1 ile verilen [T1] aksiyomunun [T2] ile [T3]| aksiyomlarindan
bagimsiz olmadigini; yani ilk aksiyomun son ikisinden c¢ikarilabilece-
gini gosteriniz. (Yol gosterme: Bog ailenin arakesiti evrensel kiimedir,
bilegimi ise bog kiimedir. (Bkz. [13].)

2.2 KAPALI KUMELER

Tanim 2.2.1. Bir topolojik uzayda agik kiimelerin tiimleyen kiimelerine ka-
pali kiimeler, denilir.

Bir kiime iizerinde birden ¢ok topolojik yap1 ayn1 zamanda diisiiniiliiyorsa,
bir kiimenin belli bir .7 topolojisine gore kapal oldugunu belirtmek i¢in, bu
kiimeye 7 -kapali bir kiimedir, diyecegiz.

Uyar:1 2.2.1. (X, 7) topoloji uzaymdaki kapah kiimeler 7 topolojisine ait
kiimelerin tiimleyenleridir. Bazen, kisaligi saglamak icin, topoloji uzayindaki
biitiin kapali kiimelerin ailesini 7/ simgesiyle gosterecegiz. Buna gore;

K kapahdir & K € 7/

Tabii, bunun tersi de yapilabilir. K ailesi kapali kiimelerden olugan bir aile
ise, aileye ait kiimelerin tiimleyenlerinin olugturdugu acik kiimeler ailesini &’
simgesiyle gosterecegiz. Tabii, bir topolojik uzayin her alt kiimesinin ya acik
yva da kapali olmasi1 gerekmez. Ne acik ne de kapali olan alt kiimeler de
varolabilir.
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Onerme 2.2.1. Bir topolojik yapimn agik kiimelerini belirleyen [T1], [T2],
[T3] aksiyomlar: asagidaki aksiyomlara esdeger olur:

1. [F1| Evrensel kiime ile bog kiime kapalidir,
2. [F2] Kapali kiimelerin her sonlu sayidasmin bilegimi kapahdir,

3. |F3] Kapali kiimelerden olugan her ailenin arakesiti kapalidir.

Bu 6nermenin kanit1 Esleklik Ilkesinden (bkz. [13]) hemen cikar. Bir to-
polojik yapiy1 belirlemek i¢in, Tanim 2.1.1 ile o yapinin agik kiimelerini belir-
lemek yeterlidir. Yukaridaki denkligi diigiiniirsek, bir topolojik yapiy1 belirle-
mek i¢in, o yapiin kapal kiimelerini belirlemenin de yeterli olacag: apaciktir.
Ciinkii, topolojik uzaymn acik kiimeleri, kapal kiimelerinin tiimleyenleri ola-
rak bulunabilecektir.

Tanim 2.2.2. Bir topolojik uzayda bir A kiimesinin bir 6rtiisiine ait her 6ge
kapali bir kiime ise, bu ortiiye A kiimesinin kapalr bir ortisidir, denilir.

2.1.1 Onermeye esdeger olarak, esyap: doniisiimlerini asagidaki 6nermeyle
belirleyebiliriz:

Onerme 2.2.2. (X, .7) ile (Y,.%) topolojik uzaylar: verilsin. Bir f : X —Y
fonksiyonunun bir topolojik esyapr donisimi olabilmesi icin gerekli ve yeterls
kosullar sunlardur:

1. f fonksiyonu bire-bir ve ortendir.
2. f fonksiyonu kapal kiimeleri kapali kiimelere resmeder (doniigtiiriir).

3. f~! fonksiyonu kapali kiimeleri kapali kiimelere resmeder.

2.2.1 PROBLEMLER

1. Bir topolojik uzayda kapali kiimelerden olugan bir ailenin bilegiminin
kapali bir kiime olmayabilecegini, bir érnek ile gosteriniz.

2. Ornek 2.1.3 ile verilen ii¢ topolojiye ait kapah kiimeleri ayr1 ayr sap-
tayiniz.

3. Ayrik bir topolojik uzayin kapal kiimelerini belirleyiniz.



24 BOLUM 2. TEMEL TOPOLO.JI KAVRAMLARI

4. Sonlu bir kiime {izerinde taniml bir topolojiye gore, tek 6geli her kiime
kapal bir alt kiime oluyorsa, gosteriniz ki bu topoloji ayrik topolojidir.

5. Bir topolojik uzayda agik bir A kiimesi ile kapal bir K kiimesi veriliyor.
Gosteriniz ki

(i) A— K kiimesi aciktir;
(ii) K — A kiimesi kapalidir.

2.3 1C, DIS, KENAR NOKTALARI

Tanim 2.3.1. (X, .7) bir topolojik uzay ve A C X alt kiimesi verilsin. Eger
x € T C A olacak sekilde bir T" € .7 varsa, x noktasi A kiimesinin bir i¢
noktasidir, denilir.

Eger .7 topolojisinin bagkasiyla karigmasi tehlikesi varsa, i¢ nokta ye-
rine .7 -i¢ nokta diyecegiz, ki bu 7 topolojisine gore A kiimesinin i¢-noktasi
anlamina gelir.

Tanim 2.3.2. Bir topolojik uzayda bir A alt kiimesi verilsin. A kiimesinin
biitiin i¢ noktalarimin olugturdugu kiimeye A kiimesinin i¢lemi (i¢i) diyecek
ve bunu A° simgesiyle gisterecegiz.

Onerme 2.3.1. Bir topolojik uzayda bir A alt kiimesi verilsin. Bu durumda,

(a) A° kiimesi A kiimesinin bitin a¢ik alt kiimelerinin bilesimine egittir;
dolaypsiyla A° C A dor.

(b) A° kiimesi agiktur,
(c) A° kiimesi A man en biyik agik alt kimesidir,
(d) A kimesinin agik olmasi icin A = A° olmasi gerekli ve yeterlidir.
[spaT:
(a:)
G=U{T:TCcA TecJ} (2.4)

kiimesini tanimlayalim. A° = G oldugunu gostermek istiyoruz. x € A°
ise, = bir i¢g-noktadir. I¢-nokta tanimi geregince, z € T C A olacak
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sekilde bir T € .7 vardir. Oyleyse, x 6gesi (2.4) esitliginin sag yanima
aittir. Dolayisiyla, * € G olacaktir; yani A° C G dir. Tersine olarak,
y € G ise, (2.4) egitliginden y € T C A olacak gekilde bir T € 7
varolacaktir, ki bu, i¢-nokta tanimi geregince, y € A° olmas1 demektir;
vani G C A° dir. Boylece A° = G ¢ikar. A° C A oldugu (2.4) dan
goriilmektedir.

(b:) A° = G nin agik oldugu (2.4) ile | T3] aksiyomundan hemen ¢ikar.

(c:) (2.4) geregince, A nin biitiin acik alt kiimeleri A° = G nin birer alt
kiimesidir; dolayisiyla istenen gey (b:) den ¢ikar.

(d:) A kiimesi aciksa, yani A € 7 ise, (2.4) den A C G = A° olur. A° C A
oldugu da diigiiniiliirse, A C A° C A kapsamindan A = A° elde edilir.
Tersine olarak A = A° ise, (b:) den, A kiimesinin agik oldugu apaciktir.

Tanim 2.3.3. Bir topolojik uzayda bir A alt kiimesi verilsin. A nin A’ tiim-
leyen kiimesinin bir i¢-noktasina, A kiimesinin bir dis noktasidir, denilir.

A kiimesinin biitiin dig noktalariin olusturdugu kiimeye A nin dis1 di-
yecek ve bunu dig(A) simgesiyle gosterecegiz. Kisaca soylersek, dig( A)=(A")°
dir.

Tanim 2.3.4. Bir nokta bir A kiimesinin ne i¢ ve ne de dis noktasi ise, bu
noktaya A kiimesinin bir kenar noktasidir, denilir.

A kiimesinin biitiin kenar noktalarindan olusan kiimeye A kiimesinin ke-
nary diyecek ve bunu 0A simgesiyle gosterecegiz.

Onerme 2.3.2. (X,.7) bir topolojik uzay olsun ve A,B C X alt kiimeleri
verilmis olsun. Bu durumda

(ANB)?=A°NB°
dir.

IspaT: 2 € (AN B)° ise, i¢-nokta tanim geregince, z € T C AN B olacak
sekilde bir T' € . vardir, kibux € T C Ave x € T C B demek olacagindan
x € A°N B? gikar.

Tersine olarak, x € A°N B°ise x € T1 C A ve x € Ty C B olacak sekilde
11,15, € . vardir.

relhNT,CANB
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T'NT, e T

oldugu diigiiniiliirse, i¢-nokta tanimi geregince, z € (AN B)° ¢kar.

2.3.1 PROBLEMLER

1.

Bir topolojik uzayda A acik bir kiime B her hangi bir kiime olsun. Eger
A C B%ise A C B olacagim gosteriniz.

Bir (X, .7) topolojik uzayinda A her hangi bir kiime ve K kapal bir
kiime olsun. Eger AU K = X ise A°U K= X olacagin1 gosteriniz.

(X, .7) bir topolojik uzay A, B C X olsun. Asagidaki ozelliklerin sag-
landigin1 gosteriniz.
) A°U B° C (AU B)° dir.
) 0(A°) C 0A
) 0(AUB) C 0AUOB
d) dis (AU B) =dig(A)Ndig(B)
)
)
)

—~

a
b

—~

C

D~

A°=A—(ANJA)
OANA=0< Ae 7 dur.
0A C A < A kapahdir.

e

f
g

~~  —~

Her kiimenin kenar kiimesi kapahdir. Gosteriniz.

Kapali bir kiime i¢ noktalar ile kenar noktalarinin bilegimine egittir.
Gosteriniz.

Bir kiimenin hem ac¢ik hem kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul
hi¢bir kenar noktasinin olmamasidir. Ispatlayiniz.

2.4 YIGILMA NOKTALARI

Tanim 2.4.1. (X, .7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Bir z € X nok-
tasim iceren her T agik kiimesi A min x den farkli en az bir noktasini daha
igeriyorsa, yani

reTeT = (T—{z})NA#( (2.5)
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oluyorsa, x noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasidir denilir.

A nin biitiin y1gilma noktalarim olugturdugu kiimeye, A dan tiremis
kiime diyecek ve bunu A ile gosterecegiz.

Onerme 2.4.1. AC N ise AC N dir.

fspaT: 2 € A ise (2.4.1) saglamyor demektir. A C N oldugundan, 2.4.1
de A yerine N yazilirsa bagint1 bozulmaz.

Onerme 2.4.2. AU A kapalidar.

IspaT: (AU 121)’ nim acik oldugunu gosterecegiz. Bunun icin, Onerme 2.3.1
(d) geregince, ) )
(AUA) =[(AU A))°

oldugunu gostermeliyiz. € (AU A)’ ise, A mn tammi geregince, dyle bir T
acik kiimesi vardir ki x € T' ve

(T —{z})NA=0

olur. Ayrica her t € T'igin (T'—{t})N A = ) oldugundan, 7" ye ait noktalarn
hig birisi A min yuglma noktas: olamaz; yani T C (AU A)’ diir. O halde z
noktas1 (AU A)" niin bir ig-noktasidir, ki bu

(AUAY C [(AUA)Y)°
olmasi demektir. Bu kapsamanin tersi Onerme 2.3.1 (a) geregince biliniyor.

Onerme 2.4.3. A nin kapalr olmasi i¢in A C A olmasi gerekli ve yeterlidir.

IspaT: A kapal olsun. A’ aciktir ve her 2 € A’ icin (4’ — {z}))NA =10
oldugundan, A’ niin hi¢ bir 6gesi A nin yigilma noktasi olamaz. Su halde A
min biitiin yigilma noktalart A nin icindedir; yani A C A dir.

Tersine olarak A C A olsun. A’ niin ack oldugunu, yani (A')° = A’
oldugunu gostermek yetecektir. Gercekten y € A’ ise, A C A dan y ¢ A
cikar. A nmin tamimu geregince Gyle bir T acik kiimesi vardir ki y € T ve
(T —{y}) N A =0 olur. Bu, T C A’ demektir. Su halde y € (A")° diir; yani
(A")° = A’ diir.

Onerme 2.4.4. (AUN)~ =AUN dir.
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ISPAT: Onerme 2.4.1 geregince, A € AUN den A C (AUN)~ve N C AUN
den N € (AU N)™ cikar ki, bu ikisinden, AU N C (AU N)™ olur.

Ters kapsamay1 gostermek icin 2 ¢ AU N ise z ¢ (AU N)™ oldugunu
gostermek yetecektir. Gercekten 2 ¢ A ve x ¢ N ise, sirasiyla,  noktasim
iceren 6yle T, H acik kiimeleri vardir ki

(T ={«}) N

A=10
(H—{z})NnN =10

olur.Bu durumda

(TNH—-{z})N(AUN) =10
oldugundan z € (AU N)~ ¢ikar. O halde (AUN)~ c AU N dir.

Tanim 2.4.2. Eger A kiimesine ait bir x 6gesi bu kiimenin bir yigilma noktasi
degilse; yani z € A ve z ¢ A ise; x 6gesine A kiimesinin tekil (izole) bir
noktasidir denilir.

Tanim 2.4.3. Hig¢ bir ayrik noktasi olmayan kapal bir kiimeye miikemmel
bir kiimedir, denilir.

2.4.1 PROBLEMLER

. (X, ) bir topolojik uzay A, B, K C X olduguna gore agagidaki 6zel-
liklerin varhigini gosteriniz.

—_

(a) (ANB)~” C AN B du,
(b) AC K ve K kapaliise A C K dur.

2. Ayrik bir topolojik uzayda hicbir alt-kiimenin hicbir yigilma noktas:
yoktur. Neden? Ayrik olmayan bir uzayda bu 6zelik nasildir?

3. Kapal bir kiime kendisinin yigilma noktalar1 ile ayrik noktalarinin bi-
lesimine esittir. Gosteriniz.

4. Bir z € A 6gesinin A kiimesinin bir ayrik noktasi olmasi i¢in gerekli ve
veterli kosul ANT = {x} olacak gekilde agik bir T kiimesinin varhigidir.
Gosteriniz.
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5 A= (a,b) ={r € R : a <z < b} kilmesinin yigilma noktalar
kiimesinin A = [a, b] kapal arahig1 oldugunu gosteriniz.

6. B=(a,b) ={r€Q : a < <b} kiimesinin yigilma noktalar
kiimesinin B = [a, b] kapah araligi oldugunu gosteriniz.

7. A = N kiimesinin hi¢ yigilma noktasi olmadigini gosteriniz.

8. S={k—2 :ke€Z, necN} kiimesinin yigilma noktalar: kiimesinin
S = Z oldugunu gdsteriniz.

9. D = {2 : n e N} kiimesinin tek yigilma noktasinn D = {0} oldugunu
gosteriniz.

2.5 KAPLAMA

Tanim 2.5.1. (X, .7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A nin biitiin kapal
iist-kiimelerinin ailesini ¢ ile gosterelim; yani

Hy={K:ACKCX, K kapal} (2.6)
olsun.
A=({K|K € A} (2.7)
kiimesine A kiimesinin kaplami denilir.

Ingilizce closure karsihg: olan kaplam yerine kapams terimi de kullanilir.

Onerme 2.5.1. (X, T) bir topolojik uzay ve A C X ise asaqudaki ozelikler
saglanar:

(a) A kiimesi kapahdir;
(b) AC A dir;

(c) A kiimesi A y1 kapsayan en kiiciik kapali kiimedir; yani A kiimesini
kapsayan her kapalh K kiimesi i¢cin A C A C K olur;

(d) A kiimesinin kapali olmasi i¢in A = A olmast gerekli ve yeterlidir.
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ISPAT:

(a) A kiimesi kapal kiimelerin arakesiti oldugundan kapahdir, (bkz. [F3]
aksiyomu,).

(b) ve (c) (2.6) ve (2.7) den hemen goriiliir.

(d) A = Aise, (a) geregince, A kapahdir. Tersine olarak A kapal ise, (c)

geregince, A C A olacaktir. Oysa (b) geregince A C A dir. O halde
A = A olur.

Onerme 2.5.2. A= AU A dir.

ISPAT: Onerme 2.4.2 geregince AU A kiimesi A y1 kapsayan kapali bir
kiimedir. O halde, (2.7) den, A C AU A ¢ikar. )

Ote yandan A C A ile Onerme 2.4.1 ve Onerme 2.4.3 geregince, AcA=A
olacaktir. Oyleyse AU A C A olur.

Teorem 2.5.1. (X, .7) bir topolojik uzay ve A ile B, X uzaywnin her hangi
ki alt-kiimesi olmak tizere, Kuratowski kaplama aksiyomlar1 diyecegimiz asa-
grdaki ozellikler saglanar:

1L Wil 0=0
2. [W2] AC A

3. [W3] (AuB)=AUB
4. W4 A=A

fspaT: ) ve A nmm kapali oldugu diisiiniiliirse, [W1] ve [W4] 6zelikleri,
ONERME 2.5.1 (d) den gikar. [W2| ise Onerme 2.5.1 (b) de gosterildi. [W3]
ozeligini agagidaki esitlikten gorebiliriz:

(AUB)=(AUB)U(AUB)"~
= (AUB)U(AUB)
= (AUA)U(BUB)
=AUB
Tamim 2.5.2. (X, .7) bir topolojik uzay ve A C X alt-kiimesi verilsin. Eger
x € A ise, x noktasma A kiimesinin bir kaplama noktasidir, denilir.
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Onerme 2.5.3. (X,.7) bir topolojik uzay olsun ve bir A C X alt kiimesi
verilsin. Bir x € X dgesinin A kiimesinin bir kaplama noktasy olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul, x noktasimi iceren her agik kiimenin A ile kesismesi-
dir.

ISPAT: Onerme 2.5.2 ile TANIM 2.4.1 den

reAdeorecAUA
s (reA)V(zeA
spreTeT = (T-{z)NAAMV
reT e T = (TNAH#(
SreTeT = (TNA#I

cikar ki bu istenen seydir.

Onerme 2.5.4. (X,.7) bir topolojik uzay ve A € T ise her B C X alt
kimest i¢in

AnNBc(ANB)
dir.
ISPAT: © € AN B ise x noktasini iceren her T €  icnzx € TNA € T

olacagindan T'N (AN B) # () ¢ikar, ki bu z € (AN B) demektir.

Tamim 2.5.3. (X,.7) bir topolojik uzay ve A, B C X olsun. Eger B C A
ise, A kiimesi B icinde yogundur, denilir. Ozel olarak A = X ise, A kiimesine
X uzayinin yogun bir alt-kiimesidir, diyecegiz.

Onerme 2.5.5. A kimesinin X uzay: i¢inde yogun olmase i¢in gerekli ve
yeterli kosul bos olmayan her T agik kiimesi icin T N A # () olmasidar.

ISPAT: A kiimesi X icinde yogun ve T' # () acik bir kiime olsun. T bos
olmadigina gore bir € T noktas1 vardir ve x € A = X oldugundan, Onerme
2.5.3 geregince T'N A # ) olacaktir.

Tersine olarak, z € X noktasii kapsayan her T" acik kiimesi i¢in TNA # ()
ise, Onerme 2.5.3 geregince, x € A olacaktir; yani X C A dur.

Tanim 2.5.4. (X, 7)) topolojik uzaymin bir A alt kiimesi verilsin. Eger A
kiimesinin hig bir i¢ noktas1 yoksa; yani (A)° = () ise; A kiimesine X uzaymin
hi¢bir yerinde yogun degildir, denilir.

Tanim 2.5.5. Bir topolojik uzayin sayilabilir yogun bir alt-kiimesi varsa, bu
uzaya ayrilabilir bir uzaydir, denilir.
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2.5.1 PROBLEMLER

. (X, ) bir topolojik uzay ve A, B C X olduguna gore agagidaki dze-

liklerin varhgini gosteriniz:

(a) (ANB) c AN B
(b) (A) = (A)° ve (A4°) = (A')~
¢) A= A°U0A

. Bir topolojik uzayda sonlu tane kiimenin bilegiminin kaplami, bu kii

melerin kaplamlarinin bilegimine esittir. Gosteriniz ([W3] ézeliginin ge
nellegmesi). Arakesit iglemi i¢in nasil bir 6zelik vardir? (1(a) sorusunun
genellegmesi. )

. Ornek 2.1.3 teki ii¢ topolojiye gore L = {a,b} ve M = {a, c} kiimeleri-

nin kaplamlarini bulunuz.

. Bir X kiimesi iizerindeki ayrik topolojiye gore, her A C X alt kiimesi

icin A = A oldugunu gosteriniz.

. Sonsuz bir X kiimesi iizerindeki sonlu tiimleyenler topolojisine gore,

her sonsuz A C X alt-kiimesi icin A = X oldugunu gosteriniz.

. Bir A kiimesinin bir topolojik uzayin hi¢bir yerinde yogun olmamasi

icin gerekli ve yeterli kosul, her acik kiimenin A ile kesigmeyen ve bog
olmayan agik bir alt-kiimesinin varligidir. Gosteriniz.

. Kapal1 bir kiimenin hicbhir yerde yogun olmamasi icin gerekli ve yeterli

kosul, tiimleyeninin her yerde yogun olmasidir. Gosteriniz. Her hangi
bir kiime icin de bu 6zelik var midir?
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8.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Kapal bir kiimenin kenar1 hi¢bir yerde yogun degildir. Gésteriniz. Her
hangi bir kiime icin de bu 6zelik soylenebilir mi?

. R iizerinde asagidaki topolojilerin her birisi i¢cin Q C R alt kiime-

sinin i¢ noktalar1 kiimesini, yigilma noktalar1 kiimesini ve kaplamini
bulunuz. (x)

(a) Acik kiimeleri, agik araliklarm bir bilegimi olarak yazilabilen to-
poloji (salt topoloji).

(b) Kapali kiimeleri, yalnizca, sonlu alt kiimelerden olugan topoloji
(sonlu tiimleyenler topolojisi).

(c) Kapal kiimeleri, yalmzca, sayilabilir alt kiimelerden olugan topo-
loji (sayilabilir tiimleyenler topolojisi).

R iizerinde .7 ailesine ait T kiimeleri agagidaki 6zelige sahip iseler,
(R, 7)) nun bir topolojik uzay oldugunu gosteriniz:

TeT < VeeT)3a,b)CT:x€ (a,b)

Bu uzayda bir T" kiimesinin agik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, T’
ye ait her noktay1 iceren acik bir aralik kapsamasidir. Bu uzaya R iize-
rindeki salt (mutlak) topoloji denilir. Bu topoloji, yukarida tanimlanan
(9a) topolojisidir. Bu topolojiyi ileride bagka yontemlerle de kuracagz.
Bu, gosteriyor ki, bir kiime iizerinde ayni topoloji farkli yontemlerle
kurulabilir.

R iizerindeki mutlak topolojiye gore R nin acik oldugunu gosteriniz.

R iizerindeki mutlak topolojiye gore, her b gergel sayisi i¢in, (—o0,b)
bicimindeki araliklarin acik oldugunu gosteriniz.

R iizerindeki mutlak topolojiye gore, her a gergel sayist igin, (a, +00)
bicimindeki araliklarin acik oldugunu gosteriniz.

(R,.7) igindeki her agik (a,b) arahginin kenar noktalari kiimesi 0A =
[a, b] kapali arahgidir. Gosteriniz.

(R,7) i¢inde Q rasyonel sayilar kiimesinin kenar noktalari kiimesi
0Q = R dir. Gosteriniz.

(R, 7)) uzay iginde bilegimleri kapali olmayan bir kapah kiimeler dizisi
kurunuz.



