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Ozet

Adma Kaos Kurami denilebilecek bir kuram olustu mu? Bu soruya “ever” yanitim1 vermek igin
zamanin heniiz erken oldugunu sdylemek yanlis olmayabilir. Ciinkii, kaosu acgiklayan matematiksel
model(ler) heniiz ortada yoktur. Ama, bdyle bir kuramin dogusu i¢in yeterli nedenlerin ve c¢abalarin
ortaya kondugu gercegi gozardi edilemez. Bu konugmada, matematik¢i goziiyle determinizmin ve
kaosun ne oldugu agiklanacaktir.

Giris

Insanoglunu tarih boyunca ¢ok ugrastiran doga olaylar1 vardir. Hareket ve zaman
bunlarin baginda gelir. Mekanigin amaci evreni agiklamaktir. Evreni agiklamak demek
bir yandan uzak gdk cisimlerinin (giines sistemleri, galaksiler) hareketini, 6te yandan
atom alt1 pargaciklarin hareketini, beri yandan yanibagimizdaki cisimlerin hareketini
aciklamak demektir. Hareket’ten soz edince, isin i¢ine ister istemez zaman kavrami da
girecektir. Ne yazik ki, evrendeki biitiin hareketleri aciklayabilen bir (tek) mekanik
kuram olmadig1 gibi, herkesin kabul edebilecegi bir zaman kavrami da yoktur. Yakin
cevremizdeki hareketleri Newton Mekanigi ile, atom alt1 parcaciklarin hareketlerini
Kuantum Mekanigi ile galaksilerin hareketini de Gdrelilik (relativite) Kurami ile
aciklamaya c¢alistyoruz. Biitliin bunlar1 agiklayan bir (tek) mekanik kuramin ortaya
konmasi, her 1yi fizik¢inin hayallerini slisleyegelmistir.

Bu giin kaos diye nitelenen fenomenler hareket kavramiyla dogrudan iliskilidir.
17.ytizyildan sonra gelisen modern bilim, hareketi agiklama yoniinde ¢ok yol almstir.
Ama doganin biitiin gizlerini aciklamaktan ¢ok uzaktayiz. Biraz geriye bakarak bu
yolda yiirtinen biiylik mesafeyi gérmek, bundan sonra yiiriinecek yol i¢in umut ve
cesaret verecektir.

MO 300 yillarinda Aristoteles (MO 384-322), bir ¢ok alanda yaptig1 gibi, hareket
icin de gozlemlerine dayali kurallar koymustur. Konumuzla ilgili olan ikisi sunlardir.

1. Cisimler agwrliklaryla orantili bir ivmeyle yere diiserler.

2. Bir cismin hareket etmesi icin ona siirekli bir kuvvet etki etmelidir.

Aristoteles’in (yanlis) mekanik kurallari, bu giin bile fizik bilmeyen her insanin
sezgiyle ulastigi sonucglardir. El arabasiyla insaata malzeme tasiyan is¢inin ya da
sabanina kosulu okiizlerle tarlasini siiren ciftcinin hareketi bagka tiirlii algilamasi
zordur. Aristoteles’in kurallari, giinliikk yasama ve algilamalarimiza o kadar uygundur
ki, sokaktaki insan 1800 yil boyunca ondan siiphe bile etmemistir. Ama bilim
adamlarmin isi siipheyle, sorgulamayla ve gozlemle baglar. Eger bir cismin hareketi
icin ona siirekli kuvvet uygulamak gerekiyorsa, gok cisimlerini kim itiyor veya
cekiyor? Dalindan diisen elmayi1 yere iten veya ¢eken sey nedir? MS 150 yillarinda
Claudius Ptolemy (MS 90-168)’nin gok cisimlerinin hareketi i¢in koydugu kurallar
katolik kilisesinin resmi goriisiiyle uyusunca 16.ylizyila kadar yerkiiremiz evrenin
merkezi (geocentric universe) olma onurunu tagimistir. Giiniin birinde Nicolaus
Copernicus (1473-1543) adli Polonyali ortaya ¢ikti ve ¢iplak gozle yaptigi uzun
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gozlemlerden sonra gercgekle ylizyiize gelmemizi sagladi. O andan sonra, yerkiiremiz
tagimakta oldugu payeyi gilinese kaptirdi. Artik, evrenin merkezi diinya degil, giinestir
(heliocentric Universe). Bu devrimci diisiince Johann Kepler (1571-1630)
tarafindan geometrik modeline oturtulmustur:

1. Bir gezegenin yériingesi, bir odaginda giinesin yer aldigi bir elipstir.
2. Gezegeni giinese birlestiren dogru esit zamanlarda esit alanlar stipiiriir.
3. Gezegenin periyodunun karesi giinese olan ortalama uzaklhigimin kiipii ile

orantilidir. (Diinya i¢in T' = R*.)

Kepler’in, bu giin bile gecerligini koruyan miikemmel geometrik modeli, giines
sistemi i¢indeki gezegenlerin hareketlerini kusursuz agikliyordu ama evrendeki biitiin
hareketleri ve en 6nemlisi hareketlerin nedenini agiklamaya yetmiyordu. Dolayisiyla
bilim adamlarinin hareketle ilgili daha pek ¢ok soruyu kendi kendilerine sormalari
gerekiyordu. Galileo Galilei (1564-1642) bu soruyu kendi kendisine soruyor ve bir
yandan teleskopla gok cisimlerini gozleyip Copernicusu’un giines merkezli teorisini
dogrularken, 6te yandan yercekimi ile ilgili deneyleri Aristoteles’in 2000 yillik
imparatorlugunu derinden sarsiyordu:

Biitiin cisimler ayni ivmeyle yere diiserler.

Bu kural, agir cisimlerin de hafif cisimlerle ayn1 ivmeyle yere diistiigiinii sdyliiyor ve
Aristoteles’in yukarida anilan ilk yasasimi ¢iiriitiyordu. Tarih gostermistir ki, biiytlik
imparatorluklar derinden sarsilinca yikilmalari kacinilmazdir. Galilei’nin sarstigi
Aristoteles’in imparatorluguna /saac Newton (1642-1727) son darbeyi indirecektir.
Newton Hareket Yasalar: denen asagidaki kurallar, Aristoteles’in imparatorlugunu
yikmakla kalmadi, 400 y1l boyunca fiziksel bilimlerin temeli oldu ve yasadigimiz
cagin teknolojisini yaratti:

1. Hareketli bir cisim disaridan bir kuvvetle etkilenmezse diizgiin dogrusal hareketini
ilelebet siirdiiriir.

2. Kiitlesi m olan bir cisme uygulanan F kuvveti ile a ivmesi arasinda F=ma bagintisi
vardur.

3. Her etkiye karst ona esit bir tepki vardir.

Bilgi iiretiminde asla tahmin edilemeyecek iliskiler ortaya ¢ikar. Kepler gezegenlerin
hareketlerini aciklayan geometrik modeli yaratmak igin Pergeli Apollonius (MO 262-
190)’un 1800 yil once yazdig1 Konikler adli yapitina dayaniyordu. Herhalde,
Apollonius, tutkulu bir sanat¢1 gibi koniklerin gizlerini bulup ortaya dokerken, 18
ylizyll yil sonra biiyiik bir uygarliga ¢igir acacagmi aklina bile getirmiyordu.
Apollonius olmasa Kepler olmazdi, Kepler olmasa Newton olmazdi.

Newton, Kepler’in miikemmel geometrik modelinin ve Galilei’nin yer¢ekimi ile ilgili
sasirtict gozleminin gerisinde yatan gizemi aramaya basladi. Gezegenler neden
Kepler’in modeliyle hareket ederler? Agir ve hafif cisimler neden ayni ivmeyle yere
diiserler? Bu sorularin yanitlarint veren matematiksel bir formiil varolmaliydi.
Sonunda aradigim1 buldu. Newton’un hareket yasalari, biraz sonra ele alacagimiz
determinizm kavramimin temelidir. Newton’dan sonra 20.yiizyil baslayana dek,
hareketle ilgili her seyin Newton’un hareket yasalarindan ¢iktigina inanilacaktir.

Dinamik Sistemler

Basit hareketleri temsil eden diferensiyel denklemler ya da denklem sistemleri
genellikle dogrusal (linear) dir. Bunlarin genel ¢oziimii, analitik fonksiyonlardan
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olusan bir uzaydir. Bu uzaya sistemin ¢oziim uzay: diyoruz. Analitik ¢oziimiin
bulunmas: demek, ele alinan fiziksel sistemin tamamen bilinmesi demektir. Bunun
nasil oldugunu biraz sonra agiklayacagiz.

Ote yandan, fiziksel sistem karmasiklasttkca, onu temsil eden diferensiyel
denklemlerdeki degiskenlerin sayilar1 (boyut) artar; yani sistem ¢ok degiskenli olur.
Ayrica denklemdeki terimlerin dereceleri yiikselir; yani sistem nonlinear olur.
Genellikle, bu tip denklemlerin analitik bir ¢6ziim uzay1 yoktur. Bu olgu, kaos diye
adlandirilan fenomenleri alisilmis matematik diliyle agiklayamayisimizin asil
nedenidir.

Analitik ¢6ziimii bulunamayan fiziksel sistemlerin hareketlerini inceleyebilmek i¢in,
analitik ¢ozlimlerde kullandigimiz araglarin genellestirilmesi ilk akla gelmesi gereken
istir. Coziim uzay: yerine evre uzaymi koymak bu islerden birisidir.

Fiziksel sistemler i¢in evre, evre uzayr ve dinamik sistem kavramlari, ele alinan
sisteme bagl olarak farkli tanimlanabilir. Burada daha karmasik sistemlere kolayca
genellesebilen basit matematiksel tanimlar verecegiz.

Evre (phase, state): Birinci basamaktan n tane denklemden olusan bir diferensiyel
denklem sistemi igin evre, sistemin anlik durumunu belirlemeye yeten serbestlik
sayilaridir. Bu sayilar
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Ogelerine karsilik gelir ve 2n tanedirler. Dolayisiyla bunlar1 2r-boyutlu uzayda
vektorler olarak diislinebiliriz.

Evre uzayt (phase space, state space). Yukarida anilan denklem sistemi i¢in, 2n—
boyutlu uzayda biitiin miimkiin evrelerin olusturdugu uzaydir. Bu kiimenin 6geleri 2n-
boyutlu vektorlerdir.

Dinamik Baginti (dynamical rule): Sistemin bir evreden bir sonraki evreye gegisini
saglayan bagimtidir. Bu bagmnti sistemi hareket ettiren kuraldir ve diferensiyel
denklem(ler)le temsil edilir.

Dinamik Sistem: Bir evre uzayi ile bir dinamik bagintidan olusan matematiksel bir
yapidir. Ornegin, y’ = 2x, y(0) = 1 ikilisi bir dinamik sistemdir.

Dogrusal olmayan daha karmasik sistemler i¢cin de benzer tanimlar yapilir. Bir doga
olaymi temsil eden dinamik sistemdeki denklemler, ¢6ziimii bulunamayacak kadar
karmasik oldugunda, evreler ancak goézlem ve Olgiimlerle belirlenebilir.

Baslangic Kosullar

MS 1500 li yillarda bir doga olaymmi (kuralin1) agiklamanin tek yolunun onu
belirleyecek 6l¢iimlerin yapilmasiyla miimkiin olabilecegi goriisii ortaya ¢ikti. Bunun
anlami agikti: Evrenin kurallar sozel ifadeler yerine rakamlarla agiklanmaliydi. Bu
gorlis 17.yiizyildan sonra gelismeye baslayan modern bilimin temeli olmustur.
Maddenin ve doga olaylarinin agiklanmasi i¢in fiziksel bilimler matematigi asil arag
olarak kullanmugstir. Ornegin, Newton yasalar1 sdzel olarak ifade edilseler bile, bir
fiziksel sistemin durumunu agiklamak i¢in onun konumunun, hizinin, yOniiniin ve
ona etkiyen kuvvetlerin bilinmesi gerekir. Bu bilgiler sayisaldir ve onun baslangi¢
kosullari’dir.

Baslangi¢ kosullar1 deyimi, biraz daha derin anlama sahiptir. O nedenle agiklanmasina
gerek vardir. Bir dinamik sistemin bir andaki konumunu, hizini, yoniinii ve ona
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etkiyen kuvvetleri biliyor iken, onun daha sonraki ya da daha onceki bir zamandaki
durumunu da bilmek istiyoruz. Dogrusal bir diferensiyel denklemin ya da denklem
sisteminin ¢6ziimii analitik fonksiyonlardan olusan bir uzaydir, demistik. Coziim
uzayindan istenen bir fonksiyonu se¢gmek i¢in onu belirleyen degerleri kullaniriz. Bu
degerlere baslangic kosullari ya da simir kogullari diyoruz. Analitik ¢6ziim
varoldugunda, iyi tanimli sinir kosullar1 ¢6ziim uzayindan bir tek fonksiyon seger.
Eger denklem sistemimiz bir hareketi temsil ediyorsa, sectigimiz fonksiyon o
hareketin yoriingesidir. Farkli baglangi¢ noktalar1 farkli fonksiyonlar seger; yani farkl
baslangi¢ noktalar1 hareketler i¢in farkli yoriingeler belirler. Bu olgunun, biraz sonra
ele alacagimiz kelebek etkisi’ yle yakin iliskisi vardir.

Analitik ¢oziim uzayr varolmadiginda, baslangic kosullariyla belli bir fonksiyon
(yoriinge) secemedigimiz gibi, baslangic kosulunu kesinlikle belirleyemeyisimiz
etkisini gostermeye baslar.

Analitik ¢oziim uzayr olmayisinin {istesinden gelmek i¢in, evre ve evre uzayl
kavramlarini kullaniriz. Evre uzayi, yukarida da belirttigimiz gibi, ¢6ziim uzayinin
roliinii iistlenecektir. Ama analitik ¢6ziim uzaymdaki deterministik sonuglara
ulasamayiz. Neden bdyle oldugunu aciklayabilmek i¢in bir ka¢ kavrama daha
gereksememiz var. Once onlar1 ele alalim.

Determinizm

Biraz felsefi acidan tanimlarsak, Klasik Mekanigin (Newton Mekanigi) o6zii
determinizmdir.  Determinizm, “bir fiziksel sistemin simdiki durumu, Jonceki
durumunun sonucudur” der. Dolayisiyla her olay ve hareketi dnceden belirlemek
miimkiindiir. Bu goriisii, antik ¢cagin maddeci diisiiniirlerine kadar geriye gétiirebiliriz.
Hig degilse, MS 1500 yillarinda ortaya ¢ikan nedensellik (sebep-sonug) diisiincesinin
agirlik kazanmasindan sonra Isaac Newton (1642-1727) ’un ortaya koydugu
hareketin {i¢ temel yasast modern bilimi biitiiniiyle determinizme dayali kilmistir. Bu
yasalar, determinizmi yalniz ileriye degil, geriye dogru da c¢alisan saglam bir arag
olarak goriir. Gergekten, Newton’un hareket yasalarina gore, su andaki olay ve
hareket 6nceki olay ve hareketten c¢iktigi gibi, bundan sonra olacak olay veya hareket
de su andaki olay veya hareketin sonucu olacaktir. Klasik fizik¢i acisindan, Halley
kuyruklu yildizinin 2061 yilinda yeniden diinyay1 ziyaret edecegini kesinlikle
Ongorebilmek ya da gelecek gilines tutulmasinin ne zaman olacaginit ve diinyanin
neresinden en 1yi goriinecegini simdiden sasmaz bigimde hesaplayabilmek,
determinizmin yadsinamaz zaferidir. Modern bilimin dayanagi olan ve 400 yildir
etkisini siirdiiren bu goriis, bugiin i¢cinde bulundugumuz bilimi, teknolojiyi ve
uygarlig1 yaratmigtir.

Determinizmin matematiksel dili ¢cok agiktir. Baglangi¢ kosullarini bilince, ona uyan
biricik analitik ¢6ziimii, ¢6ziim uzayindan segebiliriz, demistik. Bu ¢6ziime f diyelim.
Herhangi bir ¢ aninda sistemin durumunu biliyor isek, f fonksiyonunu biliyoruz
demektir. Artik her a i¢in f{t+a) ve f(t-a) degerlerini hesaplamak miimkiindiir.
Matematiksel agidan bakinca ¢oziim fonksiyonunun grafigi iistiinde gerceklesen bu
olgu, fiziksel agidan bakinca s6z konusu dinamik sistemin kendi yoriingesi iizerinde
belli bir yerden ileriye ya da geriye dogru hareket ettirilebilmesi demektir.

Oyleyse, determinizmin uygulanabilmesi icin, sistemin analitik ¢dziimiine ve iyi
belirlenmis baslangic kosullarina gerekseme vardir. Cok kolaymis gibi goriinen bu is,
gergekte pek ¢ok sistem i¢in imkansizdir. Bu imkansizlik kaos diye anilan
fenomenleri yaratir.
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Tanr Zar Atar m?

Newton fizigi dorukta iken, 20.yiizyil icinde onun eksigini tamamlamak icin yapilan
calismalarda iki yeni teori ortaya ¢ikti: Kuantum Mekanigi ve Gorelilik Kurama.
Gorelilik Kurami, bu yazimin kapsami disindadir. Kaos’un olasiliga dayali yaniyla
yakin iligkisi nedeniyle, Kuantum Mekanigine bir kag¢ tiimce ayirmakta yarar vardir
Atomun yapisini agiklamak i¢in, atom alti pargaciklarin hareketlerinin belirlenmesi
gerekiyordu. Bu pargaciklara determinizm ilkesini uygulayabilmek i¢in belli bir
andaki konumlarinin, hizlarinin ve yonlerinin bilinmesi gerekiyordu. Ama ayni anda
konumlarim1 ve hizlarim 6lgebilme olanagi yoktu; hiz bilinirse konum bilinmiyor,
konum bilinirse hiz bilinmiyordu. Buna c¢are olarak “olasilik” kurami kullanildi.
Parcgaciklarin hizlar1 ya da konumlar1 belli olasiliklarla belirlendi. Dénemin en renkli
kisilerinden Albert FEinstein bu gorlise karst durup “Tanrimin zar attigina
inanamam!” diyecektir. Ama, olayin c¢ok inandirict yam vardir. Yapilan tahmin bir
pargacik icin degil, milyonlarcasi i¢indir. Bir para atip tura gelecegini tahmin
ederseniz, ya ylizde yiiz tutturur ya da yilizde yiiz yanilmis olursunuz. Ama 1.000.000
milyon para atip 500.000 tanesinin fura gelecegini sdylerseniz yanilma payiiz ¢ok
azalir. Olasiligin kullanilisi, determinizmden bir sapistir. Ancak, Kuantum Fizigi’nin
gorkemli dogusu bile determinizmin onemini yok edemedi. Ama “Ol¢iimlemede
belirsizlik” (Uncertainty of Measurements) olgusunu giindemin basina yerlestirdi.

Biitiin bunlardan 6nce, hemen 20.yiizyi1l baslarken Newton Mekanigine duyulan
gliveni sarsan goriislerin ortaya c¢ikisini anmimsamaliyiz. 1898 yilinda Fransiz
matematik¢i Jacques Hadamard baslangi¢c kosulunda bir hata yapildiginda sistemin
uzun donemde Ongoriilemez olacagini belirtti. 1906 yilinda Pierre Duhem benzer
yargiya vardi. Unlii Fransiz Matematikgisi ve diisiiniirii Henri Poincaré 1900 yilinda
glines sisteminin kararli olup olmadiginin kanitlanamayacagini gosterdi. 1908 yilinda
Science et Méthode adl inlli yapitinda konuyu ayrintilariyla islemistir (asil konumuz
oldugundan buna ileride yeniden deginecegiz).

Olciimlemede Belirsizlik

Baslangic kosullar1 dedigimiz sayilar1 nasil belirleyecegiz? Deneysel bilimlerde
bunun tek yolu gozlemleme ve Ol¢liimlemedir. Ama gozlemler, deneyler, dl¢limler
gercek sayisal degerleri veremez; onlar1 ancak belli bir yaklasiklikla, yani belli bir
hatayla bulabiliriz. Her 6l¢iimlemede kaginilmaz olan alet ve insan hatalarini bir yana
koysak bile, kuramsal olarak hi¢ bir alet her zaman gergek degerleri veremez. Ciinkii
gergel sayilarin ondalik temsilleri sonsuz haneyi gerektirir. Sonsuz haneli bir 6l¢iim
aleti yapilamayacag1 gibi, sonsuz haneli sayilarla islemler de yapilamaz. irrasyonel
say1 igeren basit bir toplama isleminde bile, o say1 yerine sonlu haneli yaklagik bir
degerini (rasyonel say1) kullaniriz. Olgiimlemede Belirsizlik (Uncertainty  of
Measurements) dedigimiz bu olgu, bir fiziksel sistemin baglangi¢c kosullarmin kesin
olarak belirlenemeyecegi anlamina gelir. Bu olgunun determinizm ilkesinde yarattigi
olumsuzlugu saptayan ilk kisi Henri Poincaré (1854-1912) ‘dir. Simdi bunun ilging
Oykiisiine gecebiliriz.

Kelebek Etkisi

Newton yasalari iki gok cisminin hareketine miikemmel uyum saglar, ama ikiden ¢ok
cisim oldugunda analitik ¢6ziim elde edilemez. U¢ Cisim Problemi diye anilan bu
problemin ¢6ziimii 20.yiizyila girerken astronomide popiiler bir konu oldu. Norveg
Kral Il.Oscar, giines sisteminin kararli olup olmadigini ispatlayana 6diil verecegini
duyurdu. Henri Poincaré 1900 yilinda, giines sisteminin hareketini belirleyen denklem
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sisteminin ¢O0zlimiiniin baslangi¢c kosullarina hassas bagimli oldugunu, ancak
baslangic kosullarinin asla dogru olarak saptanamayacagini, dolayisiyla gilines
sisteminin kararli olup olmadiginin belirlenemeyecegini gosterdi. Bu ongoriilemez
(unpredictable) durum igin “kaos” terimini kullanan ilk kisi de odur. Boylece,
Poincaré, istenen problemi ¢dzmeden 6diiliin sahibi oldu. Ama unutmamak gerekir
ki, bir problemin ¢dziilemeyecegini kanitlamak, bazan problem ¢dzmekten ¢ok daha
zordur.

Simdi Poincaré’nin biiyiik bulgusunun matematiksel agidan basit agiklamasini
yapabiliriz. Dinamik sistemin analitik ¢0ziimili varsa, belli bir baslangic degeri
yakimindaki degerler i¢in fonksiyon (yoriinge) degerleri de birbirine yakindir
(stireklilik). Determinizm asil giiciinii buradan alir. Bu sistemlerde baslangi¢ kosullar
kesinlikle belirlenemese bile, gercek baslangic degerlerine yakin degerlerin alinmasi
sonugta onemli farklar yaratmaz.

Analitik ¢6ziim olmadigi zaman, ¢6ziim yerine yerel noktalarda dogrusal yaklagimlar
kullanilir; onlardan sayisal ¢oziimler elde edilir. O sayisal ¢oziimler evreleri olusturur.
Evreler baslangi¢ kosullar1 olarak alinir. Bu nedenle, evre uzayr ¢oziim uzay1 yerine
gecer. Dogrusal yaklagimlar, boyut sayisina gore teget dogru, teget diizlem, hiper
diizlem adlarin1 alirlar. C6zlim analitik olmadigindan, birbirine ¢ok yakin noktalardaki
tegetler birbirinden ¢ok uzakta olabilir. Baska bir deyisle, analitik ¢ézlimlerde ortaya
cikan diizgiinlik (stireklilik) kosullar1 saglanmadigindan, birbirine ¢ok yakin
baslangi¢ noktalarinda bile birbirlerinden ¢ok uzakta degerler alabilirler.

Bu kisa acgiklamadan sonra, konu ile ilgilenen fizik¢ilerin kaos terimine yiikledikleri
anlami ortaya koyabiliriz: Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik. Fizik¢ilerin bunu
ifade eden glizel bir deyimleri var: “Cin’de bir kelebek kanat ¢irparsa Teksas’ta
kasirga olabilir”. Bu sdzde higbir politik ima olmadigini sdylemeye gerek yoktur.
Sadece, soylemek istedikleri sey, balangi¢ kosullarindaki ¢ok kii¢iik degisim sistemin
davranisinda ¢ok biiyiik fark yaratabilir.

Hosgeldin Kaos!

Aya insan indiren, Mars’a uydu gonderen ve bu hareketlerin her saniyesini énceden
Ongoren (predict) determinizmin biiyiik giiciinii yanimizda hissetmek hepimize huzur
veriyor. Ama, bir bilardo topunun masada nereye carpacagini hesaplayamamak, ii¢
giin sonrasinin hava durumunu dogru tahmin edememek ya da bir diinya savasinin
sonuclarint ongdrememek gibi olgular, kaygi verici degilse bile, determinizmin
verdigi huzura golge diisiirecek kadar hayal kiricidir.

Konugma diline indirirsek, davranisi dnceden dngdrillemeyen (unpredictable) dinamik
sistemleri ya da onlarin davraniglarini kaos olarak niteliyoruz. Fizikgilerin kaos
terimine yiikledikleri bu anlam ile sokaktaki adamin, hele hele politikacilarin kaos
terimine yiikledikleri anlam ¢ok farklidir. Fizik¢ilerin sdylediklerini, matematik
diliyle ifade edersek kaosu daha 1yi tanimlamis oluruz.

Nonlinear dinamik sistemlerin ¢ogu i¢in 6ngdrii (prediction) yapmaya engel olan ii¢
neden vardir:

1. Sistemin analitik ¢oziimii yoktur.
2. Herhangi bir baslangi¢ kosulunu kesinlikle belirleyemeyiz (Olgiimlemede Belirsizlik Ilkesi).
3. Baslangi¢ kosullarinda meydana gelen ¢ok kiigiik degisim(ler) sonugta ¢ok biiyiik farklara

neden olabilir (Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik — Kelebek etkisi).
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Aslinda, bu ii¢ nedeni bir tek nedene, yani birinci nedene indirgeyebiliriz. Ciinkii
sistemin ¢oziimii analitik ise kelebek etkisi ortadan kalkar. Kelebek etkisi ortadan
kalkinca 6l¢mede belirsizligin etkisi yok olur; yani birbirine yakin baslangi¢c kosullar
icin birbirine yakin fonksiyon degerleri ¢ikar. Tersine olarak, sistemin analitik
¢Oziimii yoksa, yukarida agikladigimiz nedenlerle, son ikisi dogal olarak etkili olmaya
baslar.

Garip Cekerler

Poincaré ‘nin 1900 yilinda ortaya koydugu kaos kavrami, meteorolojist Edward
Lorenz’in 1963 yilinda meteorolojik degisimlerin baslangi¢ kosullarina hassas
bagimlilig: diye ifade edilen gozlemlerine kadar kimsenin ilgisini ¢ekmedi. Ciinkii
fizik¢iler, yirminci ylizyilin ilk yarisinda daha ¢ekici bir konuyla; yani Kuantum
Fizigi ile ilgilenmeye basladilar ve Poincaré ’nin 6nemli bulusunu ihmal ettiler.
Lorenz, Poincaré ‘nin 63 yil 6dnceki bulgusunu ondan habersiz olarak yeniden buldu.
Ele aldig1 dinamik sistem icin baslangi¢ kosullarinda olusacak kiiclik degisimlerin
sonuca ¢ok biiylik etkiler yaptigin1 gdzlemledi. Boylece, uzun siireli hava tahminleri
yapmanin olanaksiz oldugunu ortaya koydu.

Lorenz havanin 1s1 degisimini belirlemek icin, birinci basamaktan {i¢ tane diferansiyel
denklemden olusan

dx/dt = -a*x + a*y
dy/dt = b*x - y -z*x
dz/dt = -c*z + x*y

sisteminin sayisal ¢Ozlimii artyordu. Sistem dogrusal degildir (nonlinear) ve
akiskanlar dinamiginde kullanilan sistemlerin basitlestirilmis bir 6zel durumudur.
Zamani gosteren t degiskeni At=dt kadar degistiginde, Lorenz, analiz derslerine yeni
baslayan 6grencilerin bile itiraz edebilecekleri su yaklasik islemleri yapti:

X= x+Ax = x+tdx = x + (-a*x*dt) + (a*y*dt)
Y= y+tAy ~ y+dy = y + (b*x*dt) - (y*dt) - (z*x*dt)
2= z+Az = z+dz = z + (-c*z*dt) + (x*y*dt)

(Baslangig¢ degerleri: dt = .02, a =5, b =15, ¢ = 1)

t degistikge yeni (X,Y,Z) noktasinin {i¢ boyutlu uzayda c¢izdigi yoriingeyi
bilgisayarla ¢izmeye basladi. Ortaya ¢ikan grafik, kendi kendisini hi¢ kesmiyor ve iki
nokta civarina yigiliyordu. Bu yigilma noktalarina Lorenz Cekerleri (attractor) ya da
Garip Cekerler' denir.

Tekrarlar (iterations)

Lorenz kaos’u yeniden kesfedince, kaos drnekleri arayanlar ¢ogaldi. Farkli sistemler
ve farkli baglangi¢ kosullar1 i¢in Garip Cekerler’i canlandiran bilgisayar programlari
yazildi. Bu toplant1 boyunca bunlarin 6rneklerini bolca gérmiis olacagiz. O nedenle,
grafikleri burada tekrarlamayarak yer kazanacagiz. Bu sistemlerin ¢ogu, matematik
diliyle soylersek, tekrarlama (iteration) yontemleriyle elde edilir. Bunlar arasinda
giindemde uzun siire kalan baz1 6rnekleri siralayacagiz.

Julia ve Mandelbrot Kiimeleri
Gaston Maurice Julia (1893-1978), Ikinci Diinya Savasinda yiiziinden yaraland.
Uzun siire hastanede kaldi. Bu zamanlarda, babasinin kendisine verdigi bir polinom

! Bu ad ilk kez Ruelle ve Takens’in bir makalesinde kullanilmistir.
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kitabin1 okumaya basladi. Rasyonel bir f fonksiyonu i¢in *(x) = f(f(f(..
f(x)..))) degerlerini inceledi. {f" (x): n=0,1,2,3,..} yoringesi sonlu olan
noktalar1 arastirdi ve ilging Ozelliklerini buldu. Ancak, buluslar1 bir siire sonra
unutuldu. 1973 yilinda Benoit Mandelbrot (1924-..) ’un isi yeniden ele alip
karmasik diizlemde bilgisayarla ¢izimler yapmasiyla, konu yeniden giindeme geldi.
Julia ve Mandelbrot kiimeleri arasindaki farki, karmasik diizlemde yaygin bir 6rnek
olan z — 7’ + ¢ doniisiimii iizerinde agiklayalim:

Dizisel yoriingeleri kolay gostermek i¢in bu donlsimi z(n+1) = z(n)*z(n) + ¢
biciminde yazalim. Sabit bir ¢ alindiginda {z(n)} yoriingesi sonlu olan biitiin z
noktalariin karmasik diizlemde olusturdugu J(c) kiimesine Julian dolgusu (Julian-
filled set), bu kiimenin kenarina da Julian kimesi denir. 1919 yilinda G.Julia ve
P.Fatou ikilisi, her dolgu kiimesinin ya baglantili (connected) bir kiime ya da bir
Cantor kiimesi oldugunu ispatladi.

Baglantili her Julia dolgusu bir Mandelbrot kiimesi’dir. z — z* + ¢ doniisiimiiniinde
z(0)=0 alinirsa ¢ noktasinin yoriingesi bulunur:

z(0) =z,
z(n+l) =zm)*z(m) +z , n=0,1,2,3,...

Bu sekilde yoriingesi sonlu olan ¢ noktalarimin olusturdugu kiime, z - z° + ¢
doniigiimiine karsilik gelen Mandelbrot kiimesidir. Bu kiime baglantili bir Julian
dolgusudur. Mandelbrot kiimeleriyleyle ilgili baz1 gercekler:

*  Mandelbrot kiimesi bir fraktaldir.

*  Mandelbrot kiimesinin alani bilinmiyor.

*  Mandelbrot kiimesinin kenar uzunlugu sonsuzdur.

*  Kiimenin kenarina yapigan ve kendisini tekrarlayan benzer sekiller sonsuz sayidadur.
*  Mandelbrot kiimesi baglantilidir.

Geometrik Sekiller

Tekrarlamalarla elde edilen ilging geometrik sekiller vardir. Sierpinski {iggeni,
Menger kiimesi, Cantor tozu, Koch egrisi vb. Birbirine ¢ok benzer algoritmalar
kullanan bilgisayar grafikleriyle ¢ok ilging geometrik sekiller elde edilebilmektedir.

Doganin Sanat Yapitlart
Egrelti otu, brokoli ve benzeri bazi bitkilerin biiylimeleri tekrarlamalarla (iterasyon)
acgiklanmaktadir.
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Soldan saga dogru: Lorenz gekerleri, Julia kimesi (San Marco Ejderhasi), Julia dolgusu, Sierpinski Giggeni,
Mandelbrot kiimesi, Menger Kiimesi, egrelti otu, kar tanecigi, Koch egrisi

Kaosla Birlikte Matematige Giren Yeni Kavramlar

Iterasyonla yaratilan ve kaotik sayilan bazi olgular matematige yeni ufuklar agt: mi1?
Buna simdiden “ever” demek zordur. Ama kendi kendini tekrarlayan geometrik
sekillerden ¢ikan fractal geometri ve fractal boyut kavramlar1 alisilmis matematige
yeni giren kavramlardir.

Gegen yiizyilin baglarinda ortaya ¢ikan L-sistem adli iterasyon yontemi Onceleri ilgi
gormedi. 1950 li yillarda Noam Chomsky dogal dillerin sozdizimine (syntax)
uyguladi. 1968 yilinda biyolog Aristid Lindenmayer tarafindan bitkilerin bliylimesini
temsil etmek tizere kullanildi. Harflerin kisa bir dizimiyle temsil edilen basit bir
nesneden baglayarak ¢ok karmasik nesneler yaratabilen bir iterasyon yontemidir. L-
sistem bilgisayar destegi ile basarili sonuglar verebilir mi diye diistinmeye deger.

Bu kavramlarin matematikte yeni ufuklar agip agamayacagini zamanla gorecegiz.
Tyi-tammhlik

Bilgisayarin olmadig1 donemlerde, iterasyon sonucu olusan yoriingeleri elle ¢izmek
olanaksizdi. Dolayisiyla bunlarin ongoriilemeyen dinamik sistemler; yani kaotik
sistemler oldugu sonucuna varmak dogaldi. Ama, artik bu tiir iteration yontemleriyle
elde edilenlerin Ozelliklerini  epeyce biliyoruz ve bilgisayarla grafiklerini
c¢izebiliyoruz.

Belki, kaosu, sistemin Ongoriilemezligi olarak tanimlamak yetersizdir. Ciinkii, bu
tanima dayanarak, geriye doniip Kepler zamanina kadar giines sisteminin kaotik bir
yapt olusturdugunu, ama Keplerden sonra kaotik yapidan kurtuldugunu mu
sOyleyecegiz? Tanimin yetersizliginden olsa gerek, bazi sistemlere “deterministik
kaos” gibi garip bir sifat takilmistir. Bir dinamik sistemin davranigin1 ongérememek
baska seydir, o sistemin davranmisinin Ongoriilemeyecegini kanitlamak baska bir
seydir.

Kaotik sistemler i¢in, “efradini cami, ayarini mani” bir tanima gerekseme ortaya
¢ikmig goriiniiyor.

Matematik Acisindan Asil Sorun Nedir?

Julia kiimeleri, Mandelbrot kiimeleri, Sierpinski iiggeni, Cantor tozu, egrelti otu,
brokoli gibi 6rnekleri ister kaotik sistem sayalim, ister saymayalim, asil sorunumuz
baskadir. Tekrarlamalar (iterations) ile istedigimiz kadar kaotik sistemler yaratabiliriz.
Hatta kendi kendisini tekrar etmesi gerekmeyen sinirsiz sayida ardisik islemler
yaparak sistemi tamamen i¢inden c¢ikilmaz duruma getirebiliriz. Bunu sdyle bir
ornekle aciklayabiliriz. Elimizde bir y = f{x) fonksiyonu var olsun. Bunun birinci ve
ikinci basamaktan tiirevlerini almay1 da igeren sonlu sayida cebirsel islemden olusan
bir operatore, iterasyonun bir adimi goziiyle bakalim. Bu adimlar1 ardisik olarak
uygulayarak cok karmasik bir diferensiyel denklem iiretmek kolaydir. Islemlerden
sonra {irettigimiz denklem soyle olsun:

Fxyy'.y") =0

Simdi, yaptigimiz iglemleri unuttugumuzu varsayalim ve bagladigimiz fonksiyonu
yeniden bulmak isteyelim. Daha iyisi, yaptigimiz islemlerden habersiz olan birisinden
bu diferensiyel denklemi ¢oziip yeniden y = f{x) fonksiyonunu bulmasini isteyelim.
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Eger denklemimiz ¢6ziim yontemi bilinen bir siifa girmiyorsa, hi¢ kimse aranan
fonksiyonu bulamayacaktir.

S6z gelimi, Sierpinski iicgeni sonunda diizlemde bir toz halini alacaktir. Olayin
geemisini hi¢ bilmeyen birisi, bu tozun bir tiggenden Sierpinski iterasyon kurali ile
elde edildigini ispatlayabilir mi?

Bilim kurgusal bir dil kullanarak konusalim. Bu giin belli iterasyonlarla “kaotik
grafikler” ¢izen bilgisayarlarimiz, giiniin birinde baskasinin ¢izdigi “kaotik grafiklere”
bakarak iterasyon kuralini ve kuralin baslangicini ¢ikarmaya baglarsa matematikgileri
¢ok mutlu edeceklerdir.

Dinamik sistemlerde istenen sey, dinamik kural dedigimiz diferensiyel denklemin (ya
da denklem sisteminin) ¢éziimiinii bulmaktir. Buna matematikte tersinme (inverse)
problemi diyoruz. Cebir, analiz ve diferensiyel denklem kuramlarimiz ¢ogunlukla
tersinme problemleriyle ugrasir. Cilinkii, determinizmin istedigi seyleri veren odur.
Ote yandan, biitin problemleri ¢dzen bir tersinme kurali yoktur. Bu nedenle
problemler kendi i¢lerinde birbirine benzer siniflara ayrilip, her smif i¢in ayr1 ayri
¢oziim yontemleri gelistirilir. Ornegin, biitiin diferensiyel denklemleri ¢dzen bir tek
yontem yoktur. Bunun yerine, her diferensiyel denklem simnifi i¢in ayr1 ayr1 ¢oziim
yontemleri aranir. Kaotik sistemler i¢in de benzer seyin olmasi gerekir. “Bol ve
vonet” ilkesi yalmz politikada degil, bilimsel bilgi liretiminde de gecerligi olan bir
altin kuraldir.

Sonug¢

Matematikgiler, Cinde kanat cirpan kelebegin nasil olup da Teksas’ta kasirga
yaratacagini acgiklayan matematiksel modelden ¢ok, Teksasta olan kasirgayr Cin’de
hangi kelebegin hangi kanat ¢irpisiyla yarattigini bilmek isterler. Giiniin birinde kaos
bir bilim olacaksa, matematikgiler o kelebegi bulmak zorundadir.
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