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Ozet:

Matematigin bir dali olarak olasilik kuraminin dogusu 17.yiizyilin ortalarina raslar. 20.yiizyilda olasiligin
formalizasyonu yoniinde, iki 6nemli adim atildi. Birincisi, 1933 yilinda Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903—
1987) tarafindan ortaya konulan aksiyomlardir. Bu aksiyomlar, olasilik kuramini, bir 6l¢iim uzayina tasiyor ve o
zamana kadar olasilikla ilgili yapilan biitiin discrete hesaplamalar: 6zel haller olarak igeren ¢ok genel bir yapiya
yiikseltiyordu. Ikincisi ise Richard Threlkeld Cox (1898-1991) tarafindan ortaya konulan aksiyomlaridir. Cox,
olasilig1, daha basite indirgenemez bir ilkel (primitive) kavram olarak aldi ve onun sagladigi temel 6zelikleri
ortaya koydu. 1960 I1 yillarda birbirlerinden habersiz olarak, Ray Solomonoff, Anrey Kolmogorov, Gregory J.
Chaitin algoritmik se¢kisizlik (randomness) kavramini ortaya attilar. Bu yeni kavram, olasilik kuraminin
dayandigi rasgelelik kavramina agiklik getirmekle kalmayip, informasyon kuramina da yeni agilimlar getirdi.
Godel’in eksiklik teoremine benzer bir nitelige sahip algoritmik seckisizlik, giiniimiizde ¢ok aktif bir konudur ve
goriiniige gore olasiligi bulundugu yerden alip daha yiikseklere tasiyacaktir.

Giris

Insanoglu tarih 6ncesi zamanlardan beri segkisiz (rasgele) fiziksel olaylarla karsi
karsiyadir. Ongoriilemeyen doga olaylarmi yorumlamak (gaipten haber vermek) ve sans
oyunlart bunlara tipik Orneklerdir. Bu tiir olgular, hemen her donemde ve her kiiltiirde
varolmustur. Dolayisiyla, olasilik kavraminin insan diisiincesinde yer edisini binlerce yil
geriye gotliirmek miimkiindiir. Ama matematigin bir dali olarak olasilik kuraminin dogusu
17.ylizyilin ortalarma kadar gecikmistir. Elbette, bilim tarihinde buluslarin, ¢ogunlukla
unutulan ya da bilinmeyen onciilleri vardir. 1494 yilinda Fra Luca Paccioli’nin yazdigi
Summa de aritmetica, geometria, proportioni e proportionalita adli kitap, olasiligi konu
edinen ilk kitap olarak bilinir. Bu kitaptan esinlenen Geronimo Cardano, 1550 yilinda Liber
de Ludo Aleae (Sans Oyunlar1 Uzerine bir Kitap) adli kitab1 yazdi. Ama bunlar avrupada
filizlenmeye baglayan matematigin ilgi alanina giremedi.

Olasilik Kuraminin dogusu bir kumarbazin ihtirasiyla baslar. Chevalier de Méré adl
soylu bir Fransiz, kumar oynayarak servetini biiyiitme ihtirasina kapilmistir. Oynadig1 oyunun
kurali sudur: Bir zar1 dort atista enaz bir kez 6 getiren kazanir. Ama Chevalier oyunun
kuralin1 degistirerek daha ¢ok kazanmak istemektedir. Yeni kural sudur: Cift zar1 24 atista bir
tane diises (toplam 6+6=12) getiren kazanacaktir. Ama kisa siirede, bu kuralin daha az
kazandirdigin1 gérdii. Bunun nedenini arkadagsi Blaise Pascal (1623-1662) ’a sordu. Pascal, o
donemin iyi matematikgilerinden biriydi. O ana kadar, matematik diinyasi sans oyunlarinin
matematikle bir iligkisi oldugunu bilmiyordu. Pascal, kendisine sorulan sorunun yanitini, bir
matematik¢i goziiyle arastirdi. Sonunda basit ama kesin ¢6ziimii ortaya koydu. Eski kuralda
Chevalier ‘in kazanma sans1 %51.8 iken yeni kuralda %49.1 idi. Chevalier ‘in kaybetme
nedeni buydu.
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Pascal, bu basit problemi ¢ozmekle yetinmedi. Sorunun gerisinde daha biiyiik bir
matematik kuramin yattigini anlamisti. Cagdasi Pierre de Fermat ile mektuplasarak fikir
aligverisinde bulunmaya bagladi. Sonunda, matematigin 6nemli bir dali olan Olasilik
Kuraminmi yarattilar. Bu giin, olasilik kurami, sans oyunlarina uygulanma 6zeligini ¢oktan
asmis bilim, endiisri, ekonomi, spor, yonetim gibi ¢agdas insanin yasamini etkileyen her alana
girmistir. Ornegin bankacilik, sigortacilik, endiistride kalite kontrolii, genetik, gazlarin
kinetik teorisi, istatistiksel mekanik, kuantum mekanigi gibi pek ¢ok alan olasilik kurami
olmadan ayakta duramaz.

Olasilik Kuramini gelistiren 6nemli matematik¢ilerden bazilari sunlardir:

Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat (1601-1665), Christiaan Huygens (1629-
1695), Jakob Bernoulli (1645-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), Daniel Bernoulli
(1700-1782), Comte de Buffon (1707-1788), Pierre-Simon Laplace (1749-1827), Augustus
De Morgan (1806-1871), Thomas Bayes (1702-1761), Andrei Andreyvich Markov (1856-
1922), Richard von Mises (1883-1953).

Modern zamanlarda, olasiligin yonelislerinde 6nemli katkilar1 olan Andrey Nikolaevich
Kolmogorov (1903 — 1987) , Richard Threlkeld Cox (1898- 1991) , Ray Solomonoff (1926 -
...) ve Gregory J. Chaitin’in yaptiklarindan asagida kisaca sézedecegiz.

Kavramlar

En basit anlamiyla, olasilik, bir siirecte gelecekte ne olacagini tahmin etme eylemidir.
Ama, biz, olasiliktan bundan fazlasini bekleriz. Olasilik, tahmin ettigi seye ne kadar
glivenilebileceginin de Olgiistinii vermelidir. Gaipten haber vermek ile olasilik bilimi
arasindaki onemli fark buradan gelir. Bunu bagka tiirli sdylersek, olasilik belirsizligin
(uncertainty) 6l¢iisiidiir.

Klasik anlamda, olasilik ile seckisizlik (randomness) esanlamlidir. Segkisiz bir siiregte,
olaylarin (ciktilarin) olma olasiliklar1 birbirlerine esittir. Baska bir deyisle, bir siirecte
seckisizlik “amac, neden, sira ve éngorii yoklugu” diye tanimlanabilir. Bu nedenle, seckisiz
stireg, ciktis1 ongoriilebilir bir bigime (pattern) sahip olmayan ardisik olusumlar zinciridir.
Ozel olarak, istatistikte, yanl1 (bias) olmayan ya da baglilasimli (correlated) olmayan olaylar
belirlemek icin kullamlir. Istatistiksel seckisizlik, daha sonralar1 informasyon kuraminda
informasyon entropisi kavrami igine alinmustir.

Zaman igerisinde olasiliga yiiklenen kavramlar giderek g¢esitlenmistir. Hatta, klasik
olasilik aksiyomlarmin digina tasan olasilik kuramlart da vardir. Dolayisiyla, olasiligin tam bir
simiflandirmasin1 yapmak zordur. Biz, burada, olasilik aksiyomlar1 i¢inde kalan olasiliin
giiniimiizdeki asil akis mecrasina bakmaya calisacagiz.

Seckisizligin Uygulamalar

Seckisizlik kavrami, baslangicta sans oyunlarindan ¢ikmistir. Ornegin zar atma, rulet
oyunu, oyun kartlarin1 karma vb. Daha sonra yapilan elektronik kumar makinalarinda da
seckisiz say1 lretimi isin esasidir. Ama bu iste ¢ok hile yapilabilecegi igin, bu tiir oyun
makinalar1 bir ¢ok iilkede ya yasaklidir ya da devletin siki denetimi altindadir. Bizde oldugu
gibi, bazi iilkelerde, seckisiz say1 iiretimine dayali piyangolar iilke genelinde serbestce
oynanabilir. Bundan farkli olarak, c¢iktisi dnceden ongoriilemeyecek spor karsilagsmalari, at
yariglart vb. oyunlar da seckisizligin (olasiligin) ilgi alanindadir.

19.yiizyilda fizikgiler gazlarin 6zeliklerini ve termodinamik kurallarini agiklamak i¢in
olasilia dayali istatistiksel mekanik kullandilar. Kuantum mekaniginde olasilik
kullanilmaktadir. Evrim Kurami, farkli canli tiirlerinin olusumunu, mutasyonun seckisizligine
baglar. letisim kuraminda seckisizlik giiriiltii (noise) diye adlandirilir. Giiriiltii, nedenli olarak
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belirlenen dizinler disinda kalan dizinlerdir. Segkisizlik kavrami ile ongoriilemezlik
kavramlarinin bazi ortiisen yanlar1 olsa bile, esasta birbirlerinden farklidirlar. Ornegin,
sifrelenmis bir mesaj, nedensel olarak siralanmis bir dizidir ve sifre anahtarina sahip kisi
tarafindan ¢oziilebilir. Ama bu anahtara sahip olmayan bagka birisi i¢in, dngoriilemez icerikli
bir dizidir. Boyle bir dizi seckisiz degildir. Kutsal kitaplarda evrenin ve canlilarin dogaiistii bir
giic tarafindan istengle yaratilmis olmalar1 varsayimi ile dogadaki seckisizlik arasinda
bagdasamaz celigkiler vardir. Bu c¢eligkileri gidermeye calisan din bilginlerinin basari
sagladig1 soylenemez.

Seckisiz Say1 Uretimi

Olasilik kavraminin gectigi her yerde, olabilecek olaylar1 sayilarla ifade etmek
miimkiindiir. Dolayisiyla, konu, esasinda seckisiz say1 tiretimine dayalidir. Stephan Wolfram® &
gore, seckisiz say1 liretme isi li¢ ayri smifa ayrilabilir. Bu ii¢ sinifta iiretilen sayilarin
nitelikleri birbirlerinden farklidir.

1. Cevreden gelen segkisizlik. Oregin, ¢ogalmay: agiklayan hareket (Brownian motion).
2. Baslangi¢ kosullarina hassas bagl seckisizlik. Oregin, kaos.

3. Sozdeseckisizlik. Bu sayilar tasarlanan bir sistem tarafindan iiretilir. Ornegin, bir
bilgisayarla iiretilen seckisiz sayilar... Bu tiir sayilar belli bir algoritma ile tretilir.
Algoritma ¢ok agir hesaplamalara dayandirilarak, ¢ikti hi¢ kimsenin Ongdremeyecegi
duruma kolayca getirilebilir. Ama iiretilen sayilar gercek anlamiyla seckisiz sayillamaz.

Felsefi Bakis

Felsefi agidan bakildiginda, belirsizlik (uncertainty), iki énemli dala ayrilir. Birinci tiir
belirsizlikte, olaym olusu tamamen seckisizdir, dnceden dngériilemez. Ikinci tiir belirsizlik ise
olay hakkindaki bilgi eksikligimizden dogar. Birinci tiir belirsizlikle ilgili olasiliga aleatorik
olasilik, ikinci tiir belirsizlikle ilgili olasiliga da epistemik olasilik denir. Bu ikisi arasindaki
onemli farki bilmeliyiz.

Aleatorik (se¢kisiz) belirsizlik: Bu tiir belirsizlik, olaylar1 segkisiz bigimde olduran bir
neden (cause, fenomen) varoldugu varsayimina dayanir. Ornegin, bir para attiimizda tura
gelme olasiligimin %2 ve yazi gelme olasiliginin da 2 oldugunu sdyleriz. Paray1 ne kadar
atarsak atalim, kim atarsa atsin, bu olasiliklar degismez ve birbirlerine esittirler. Kesinlikle,
seckisizdirler; bilgi ya da deneyle bu olasiliklar degistirilemez. Oyun kagid1 destesinden bir
kart ¢cekme, rulet oyunu, zar atma gibi olaylarin hepsi (hilesiz olmalar1 kosuluyla) secgkisiz
belirsizliklerdir. Istatistik dersleri, genellikle bu tiir (aleatorik) olasiliklar1 inceler.

Epistemik (bilgisel) belirsizlik: Bu tiir belirsizlik, olaylari yaratan nedenler (fenomen)
hakkindaki bilgi eksikligimizden dogar. Onlar hakkinda bilgi edindikge, belirsizlik azalir ve
tam bilgi edindigimizde belirsizlik yok olur. Bunu su 6rnekle agiklayalim. Bir torbaya beyaz
ve siyah tavla pullar1 doldurulmus olsun. Torbada ka¢ tane pul oldugunu, kaginin beyaz,
kacinin siyah oldugunu bilmiyor olalim. Torbadan bir pul ¢ektigimizde siyah mi, beyaz mi
olacagini bize bildiren bir bilgi ve deney olmadigin1 varsayalim. Bu durumda cektigimiz
pulun beyaz olma olasiligi [0,1] araliginda bir sayidir. Sézgelimi, bu olasiligin da
oldugunu sdyleyebiliriz. Ama burada yaptigimiz tahmin, yukaridaki tura gelme olasilig1 gibi
seckisiz degildir; hi¢ bir nesnel nedene dayanmaz. Arka arkaya pul ¢ekmeye devam ettikge,
torba i¢indeki pullarin renkleri hakkinda daha fazla bilgi edinmeye baslariz. Cektigimiz beyaz
pullarin sayisini, ¢ektigimiz siyah pullarin sayisiyla karsilagtirarak, bir sonraki pulun beyaz
olma olasiligin1 daha iyi tahmin etmeye baslariz. Sonunda biitiin pullar1 bitirdigimizde,
pullarin sayilar1 ve renkleri hakkinda kesin bilgilere sahip oluruz. Bu olaydaki belirsizlik,
bilgi eksikligimiz giderildik¢e azalmakta ve giderek ortadan kalkmaktadir.



Epistemik belirsizlige ¢ok drnek verilebilir. Ornegin, Ankara’nin niifusunu bilmeyen iki
kisiden birincisi niifusun 2 milyon, ikincisi 3 milyon oldugunu tahmin edebilir. Bu tahminler
birer epistemik olasiliktir. Birinci kisi, Devlet Istatistik Enstitiisiinden Ankara’nmn niifusunu
tam Ogrenebilir ve bu konudaki belirsizligi kendisi i¢in ortadan kaldirabilir. Ama ikincisi,
bunu §grenmezse, onun i¢in belirsizlik devam edecektir. Buradan anlasildigi iizere, epistemik
belirsizlik, kisiye baglidir, ama aleotorik belirsizlik kisiye bagli degildir.

Acaba?

Bu konuyu ge¢meden Once, bu iki belirsizlikle ilgili bir felsefi tartismaya dikkat cekmek
gerekiyor. Bir paray1 attigimizda, onun yazi ya da tura gelmesi tamamen ona etki eden fiziksel
kuvvetlerin bileskesinin sonucudur. Biz, bu giinkii bilgilerimizle (ya da araglarimizla), atilan
paraya etki eden fiziksel kuvvetleri eksiksiz hesaplayamiyoruz. O nedenle, yazi m1 yoksa tura
mi1 gelecegini bilemiyoruz ve bu olay: seckisiz diye niteliyoruz. Eger, giiniin birinde, atilan
paraya etki eden biitiin kuvvetler hesaplanabilir hale gelirse, bu olay seckisiz olmaktan
cikacaktir. Bu diisiinceyi genellestirirsek, hi¢ bir olay nedensiz olusmaz. Oyleyse segkisiz
olay yoktur. Biitiin aleatorik belirsizlikler, esasta epistemiktirler.

Akla kolayca yatan bu diislincenin yasama gegebilmesi igin, fizik¢ilerin ylirliyecegi daha
cok yol oldugu apagiktir. Ama matematik¢iler o kadar sabirli degildirler, 0 yola ¢oktan
diismiislerdir. Bu yazinin, bundan sonraki konusu bu olacaktir.

Olasihigin Formallesmesi

Bagsta Blaise Pascal olmak {izere olasilik kuramini baglatan 17.yilizy1l matematikgileri,
olasilik hesaplarinda sonlu “combinatoric” hesaplama yontemlerini gelistirdiler. 20.yiizyilin
baglarindan itibaren, matematigin hemen her dali kiimeler kuramina dayandirilarak daha soyut
ve daha saglam ayaklar iizerine, yani aksiyomlar iizerine oturtulmaya baslandi. Olasilik bu
gelisimin disinda kalamazdi. Olasiligin formalizasyonu yoniinde, bu giin de gegerli olan iki
onemli adim atildi.

Birincisi, 1933 yilinda Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) tarafindan ortaya
konulan aksiyomlardir. Bu aksiyomlar, olasilik kuramini, bir dl¢iim uzayina tasiyor ve o
zamana kadar olasilikla ilgili yapilan biitiin discrete hesaplamalar: 6zel haller olarak iceren
cok genel bir yapiya yiikseltiyordu.

Ikincisi ise Richard Threlkeld Cox (1898-1991) tarafindan ortaya konulan
aksiyomlardir. Cox, olasiligi, daha basite indirgenemez bir ilkel (primitive) kavram olarak
aliyor ve onun sagladig: temel 6zelikleri ortaya koyuyor.

Kurgu yontemleri farkli olmakla birlikte, Kolmogorov ile Cox tarafindan ortaya konulan
yapilar pratik uygulamalarda birbirlerine denktirler. Aradaki 6nemli fark Cox olasiliginin
sonlu toplamsal, Kolmogorov olasiliginin ise sigma toplamsal (Sayilabilir sonsuz toplamsal)
olusudur.

Olasilik yasalari

1. Bir olaym olma olasiligt [0,1] araliginda bir sayidir. O olasilig1 olayin olamazligini,
1 ise kesin olurlugunu belirtir.

2. Bir olayin olabilirligi ile olamazliginin olasiliklarinin toplami daima 1 dir.

3. Iki olaym birlikte olma olasilig1, birincinin olma olasilig: ile ikincinin birinci olayla
birlikte olma olasiliginin ¢arpimina esittir.

Bu yasalarin matematiksel ifadeleri, p olasilik fonksiyonu, A olay, A® onun tiimleyeni
olmak {izere, asagidaki bagintilarla verilir.
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1. 0<p(A)<1

2. p(A°)=1-p(A)
3. p(AnB)=p(A).p(B|A)

Dagilim

Olaylar (ya da onermeler) iizerinde tanimli ve bir olayin ka¢ kez oldugunu gdsteren bir
fonksiyondur. Olasiligin bir uygulamasi olan istatistikte 6nem tasir.

Yeni Arayislar

Buraya kadar yapilanlar olasilik kuramini 6nemli bir dali olarak ortaya koyuyor. Ama,
konu tizerindeki tartismalar siirmektedir. Olasilik dedigimiz sey neyi ifade ediyor? Bayesciler,
buna su yanit1 veriyor: Belirsizligin oldugu her mantiksal 6nermede olasiligi kullaniriz. Buna
karsit goriiste olanlar, yani frekans¢ilar ise su tezi savunuyor: Olasilik yalnizca segkisiz
olaylara (aleatorik belirsizlige) uygulanir. Tabii, boyle iki karsit goriis olunca, uzlastirici
oldugunu savunan ¢ok sayida karma goriis ortaya ¢ikmaktadir. Oyleyse, matematik, konuyu
biraz daha yukaridan gérmeye baslamalidir.

Seckisizlige Saglam Temeller Atma

’

Yukarida seckisizligi (randomness), bir slirecte “amag, neden, sira ve 6ngorii yoklugu’
diye tanimlamistik. Bu tanim oldukga sezgiseldir ve matematikgileri tatmin edecek agikliga
sahip degildir.

1960 yilinda Solomonoff, bilimsel teorinin basit bir agiklamasini vermeye ugrasirken,
algoritmik olasilik kavramini ilk ortaya atan kisidir. Bundan 5 yil sonra, Solomonoff’dan ve
birbirlerinden habersiz olarak Kolmogorov ve Chaitin ayni algoritmik seckisizlik kavramini
ortaya koydular. Kolmogorov 0 zamaninin en iinlii matematikgilerinden birisidir, Chaitin ise
heniiz liniversitede matematik boliimii son smif 6grencisidir. Bu 6grencinin, daha sonra
yaptigi calismalar olasiliga ve informasyon teorisine biiyiik katkilar saglayacaktir. Simdi, bu
ticliniin birbirlerinden habersiz olarak ortaya koyduklari “algoritmik seckisizlik” ya da
“algoritmik olasilik” kavramini agiklama hazirligina baslayabiliriz.  Konuya Chaitin’in
ornekleriyle anlatmaya girelim.

Ornek 1. Diinyadaki Uzay Merkezi (UM) c¢ok uzaktaki bir gezegene bir
arastirmaci gondermistir. Dalgin arastirmacimiz, yapacagi hesaplar i¢in kendisine mutlaka
gerekli olan trigonometri cetvelini yanina almayr unutmustur ve onun bir iletisim araciyla
kendisine acele gonderilmesini istemektedir. Bu uzak gezegenle telgraf, telefon, faks vb
iletisim araclartyla iletilen mesajlarin ¢ok pahalidir. UM, pahali iletisim iicretini 6demeyi
go6ze alarak, sin, cos, tan, cot, sec, cosec fonksiyonlari i¢in hazirlanmis, yirmi haneli genis bir
trigonometri cetvelini bir iletisim araciyla ile gondermek zorunda kalmistir. Ama UM’de bir
matematik¢i varsa, isi ¢ok ucuza getirebilir. Koca bir kitap olan trigonometri cetvelini
gondermek yerine, exp(ix) =cosx + isinX formiiliinii géndermesi sorunu ¢ozecektir. Bu kisa
mesaj, arastirmacinin istedigi biitiin bilgiyi igermektedir.

Ornek 2. Aradan binlerce y1l gegmis olsun. Bilginimiz yorulmustur ve hobilerine
biraz zaman ayirmak i¢in geg¢mis yillara ait basketbol maglarini, skorlar1 ve kimin hangi
magta ka¢ say1 yaptigini bilmek istemektedir. UM bu istegi ¢cok hakli gormiis ve istenen
bilgilerin gonderilmesini emretmistir. Bu kez, matematik¢iler de dahil olmak iizere, hi¢ kimse
istenen maglarla ilgili bilgileri tamamen i¢eren daha kisa bir mesaj (formiil) yazamamustir.
Caresiz, yiiksek ticretler 6denerek, istenen bilgi génderilecektir.



Bu iki 6rnekten ¢ikardigimiz sonug sudur. Bazi mesajlari, anlamini aynen Koruyarak,
kisaltabiliriz. Bazi mesajlar asla kisaltamayiz.

Algoritmik Seckisizlik tanimi, yukarida verilen tanimda oldugu gibi insan sezgisine
dayali olmasin diye bilgisayar terminolojisine dayandirilacaktir. Gliniimiiz bilgisayarlar1 ikili
(binary) sayitlama dizgesine dayamir. ikili (binary) sayitlama dizgesinde yalnizca 0 ve 1
sayaklar1 (digit) vardir. Bilgisayar terminolojisinde ikili say1 sistemindeki hanelere bit denir.
Bir bit’te (hanede) ya 0 ya da 1 sayagi yer alir.

Ikili say1 dizgesini kullanarak her bilgiyi (mesaj1) kars1 tarafa gonderebiliriz. Baska bir
deyisle, 0 ile 1 lerden olusan dizilerle istedigimiz her bilgiyi yazabiliriz. Bunun i¢in, 6rnegin,
bir dildeki harfleri, kelimeleri, ctimleleri, kavramlari,... vb 0 ile 1 lerin belirli bir sirada
siralanmasiyla olusan birer diziye karsilik getirmek yetecektir. Diziler sonlu ya da sonsuz
olabilir. Mesajin ne kadar uzaga gideceginin ve mesajin anlaminin, su andaki hedefimiz i¢in
bir 6nemi yoktur. O nedenle, mesajlari 0 ile 1 lerden olusan diziler olarak, uzak gezegeni de
bilgisayarin ¢iktis1 olarak diisiinecegiz. Amacimiz, mesajin (dizinin) bilgisayar ¢iktis1 olarak
elde edilmesidir. O zaman mesaji yerine iletilmis varsayacagiz. Mesaj1 iletmek igin,
bilgisayara komutlar vermeliyiz. Verilecek komutlar herhangi bir bilgisayar dilinde yazilmis
bir programdir. Biz buna algoritma diyecegiz. Fiziksel kisitlamalart yok sayip, mesajin
gonderilmesi icin gerekli zamanin oldugunu ve algoritma dogru ise mesajin daima yerine
ulagigini varsayalim.

Bir paray1 20 kez atalim. Yazi gelince 0, tura gelince 1 yazalim. Tesadiifen asagidaki
dizi olussun.

01010101010101010101 1)
Para atma olayin1 tekrarlayalim. Bu kez tesadiifen asagidaki dizi olussun.
01101100110111100010 (2

Birinci dizi (mesaj) ‘01° in on kez ardisik yazilmasindan olusmustur. Ikinci dizi (mesaj) ise,
onu daha kisa ifade edecek bir bigime (pattern) sahip degildir.

Bu iki dizinin bir insanda ve bir bilgisayarda yarattig1 etkiye bakalim. Azicik egitimli ve
bi¢imleri (pattern) algilayabilecek yetenekteki her insan, birinci dizinin istengle olusturulmus
(segkili) bir dizi, ikincinin ise rasgele olusturulmus (seckisiz) bir dizi oldugu izlenimini edinir.
Oysa bilgisayar bu farki gormeyecektir. Esasta, her ikisi de bir paranin 20 kez atilmasiyla
olusturulabilecek 2%° (= 1 048 576) secenekten birer tanesidir. Her ikisinin yazi-tura ile
olusturulmas olasiliklar aymdir ve 2°%° dir.

Klasik olasiligin dayandig: rasgelelik (seckisizlik) her ikisinde ayni oldugu halde, biz
insanlar, bagka bilgi ve deneyimlerimizle, bu iki dizinin olusturulusunu farkli imis gibi
seziyoruz. Bize gore, birinci dizi istengle (seckili) olusturulmustur, ikinci dizi ise rasgele
(seckisiz) olusturulmustur. Bu insanin yanilgisidir. Oysa, bilgisayar bu yanilgiya diismiiyor,
dizilerin olusturulusu hakkinda bir yorum yapmiyor.

Bilgilerimize ya da sezgilerimize dayali olarak bir dizi hakkinda verecegimiz
seckili/seckisiz kararlarimizin ne kadar yaniltici olabilecegine bir ¢ok ornek gosterebiliriz.
Ornegin, 3,1451... dizisini goren iki kisi diisiinelim. Bunlardan birisi pi sayisin biliyor olsun,
otekisi bilmiyor olsun. Birinci kisi bu diziyi istengle yazilmis (segkili) bir dizi olarak, yani pi
sayis1 olarak algilarken, ikinci kisi bunu tamamen rasgele dizilmis (seckisiz) bir dizi olarak
gorebilir.

Goriiliyor ki klasik  seckisizlik  (randomness) tanimimiz  kigsiden  kisiye
degisebilmektedir. Diziyi goren kisinin Onceki bilgilerine, deneyimlerine ve ‘pattern’leri



secebilme yetenegine baglidir. Boylesine kisiye bagli seckisizlik (randomness) kavramina
dayali olasilik kuraminin 6nemli bir a¢ig1 oldugunu kabul edip, bu agig1 kapatacak saglam bir
kurgu aramaliy1z.

Algoritmik Olasilik

Tekrar bastaki dizilere donelim. Birinci diziyi (mesaj1) iletmek icin “on kez 01
yaz” algoritmasi bilgisayara yetecektir. [Tabii, kullanilan dile gére, bu algoritma bir for
dongiisii, while dongiisii vb olabilir. O ayrintimin onemi yok. Konusma dilinde yazdigimiz
algoritmamn bilgisayar tarafindan anlasildigini varsayacagiz.] ikinci diziyi (mesaj1) iletmek
icin *01101100110111100010 vyaz” algoritmasindan bagka bir yol bulamiyoruz. Bu
algoritma, esas mesajdan daha kisa degildir.

Simdi mesajlarin 20 bit degil, 20 katrilyon bit oldugunu, birinci mesajda 01 lerin ardisik
dizildigini, ama ikinci mesajdaki O ve 1 lerin rasgele dizildigini, algilanabilir bir pattern
olmadigin1 varsayalim. O zaman birinci mesaj1 iletmek i¢in “on katrilyon kez 01
yaz” algoritmasi yeterlidir. Ama ikinci mesaj i¢in, 20 katrilyon biti oldugu gibi igeren
“01101100110111100010... yaz” algoritmasindan bagka bir algoritma bulamiyoruz.
Bit sayis1 arttikca, algoritmanin uzunlugu ona kosut olarak artmaktadir. Bagka bir deyisle,
mesaj1 yazdiran algoritma mesajdan kisa olamamaktadir.

Bilimsel Teori Nedir?

Konuya aciklik getirmek icin bir 6rnekle baslayalim. Insanoglu varolusundan beri gok
cisimlerinin hareketlerini merak etmis, o hareketleri gozlemistir. Batlamyus, al Sufi, Ulug Bey
ve daha yiizlercesi gbzlem sonuclarini kataloglar halinde yazmuslardir. Ornegin,
Batlamyus’un katalogunu ele alalim. Bu katalog, gok haritasinda gezegenlerin ve diger
yildizlarin  koordinatlarin1 zamana bagli olarak belirten sayilardan ibarettir. Heniiz
gezegenlerin giines etrafinda elips yoriingeler ¢izdiginin bilinmedigi ¢ok eski zamanlardayiz.
Yalnizca ciplak gozle yapilan goézlem sonuglarinin yer aldigi bu katalogdaki veriler, elbette
cok duyarl degildir. Ama, o veriler Batlamyus’un bize iletmek istedigi bilgidir (mesaj).
Batlamyus, binlerce sayidan olusan bu katalogu oniimiize koyarsa, gogumuz o verilerden hig
bir sey anlamayiz. O nedenle, Batlamyus, o katalogun igerdigi bilgiyi yorumlayip bir teori
olarak bize sunmalidir. Gergekten, Batlamyus, katalogun igerdigi verileri yorumlamis ve
verkiire merkezli evren modelini kurmustur. Bu bir teoridir. Bu teori Kopernik’e kadar ayakta
kaldi. Kopernik, kendisinden once yapilan gozlemlere, teleskopla yaptig1 kendi gézlemlerini
de katarak, Batlamyus’un teorisini ¢liriittii ve gilines merkezli evren modelini kurdu. Bu
modelde, gezegenler giines merkezli gember yoriingeler ¢izer. Bu da bir teoridir. Sonunda,
Kepler, biitiin gézlem sonuclarini yeniden yorumlayarak, gezegenlerin glines odakli birer
elips yoriingede dolastiklar1 goriisiinii ortaya koydu. Bu da bir teoridir. Bu teoriyi kullanarak,
gezegenlerin ne zaman nerede olduklarini hesaplayabiliyoruz. Baska bir deyisle, teori, bize
gbzlem sonuglarini geri veriyor.

Gorildigu gibi, gozlemlerden ya da deneylerden elde edilen verilerin tablolar halinde
yazilmasi bir teori yaratmiyor. S6z konusu ham verilerin yorumlanarak, herkesin anlayacagi
kisa bir dille anlatilmas1 gerekiyor. O da yetmiyor, teorinin gelecekte olacaklar hakkinda bilgi
icermesi gerekiyor. Gezegenin yoriingesini biliyorsam, onun ne zaman nerede olacagini
hesaplayabiliyorum. Bu is, kehanetten ¢ok farkli bir seydir. Bunlar oldugunda, ham veriler bir
teoriye doniismiis oluyor. Elbette, toplanan verilerin duyarligi, kullanilan gézlem/deney
aletlerinin gelismisligine bagli oldugu gibi, verilerin yorumlanmasi da bilim adaminin bilgi ve
yetenekleriyle siirlidir. Su anda, bir teorinin dogru ya da yanlisligi amacimiz igin 6nem
tasimiyor. Yanlis teoriler, nasil olsa, bir giin bilimsel bilgilerin biriktigi ambardan atilacaktir.



Bilimin giicli burada yatar. Bilimin bilgi ambar1 ¢ok dinamiktir, yanlis oldugu kanitlanan
teoriler hemen yerlerini yeni teorilere kendiliginden birakirlar.

Simdi, bir teori kurma olgusunu algoritmik seckisizlik kavramiyla ifade edecegiz.
Algoritmik secgkisizlik tanimin1 vermeden once, Solomonoff’un bilimsel teoriyi agiklamak
icin kullandig1 “inductive inference” yonteminden soz etmeliyiz. Bilim adami bir siirii
deney/gozlem yapar. Bunlari bitlerden olusan bir dizi (mesaj) olarak diisiinelim. Bilim adam
bu mesaj1 iletmek istemektedir. Bu mesaji gonderen en az bir tane algoritma vardir ve o da
dizinin kendisidir. Bundan baska algoritmalar da olabilir. Bilim adami1 mesaji génderen bir
algoritma kurmus olsun. Algoritma, ilettigi mesajdan kisa degilse bir teori olamaz. Algoritma
ilettigi mesajdan daha kisa ise, diziyi aynen iletmekle kalmayip gelecek gozlemler igin de
Ongorii yapiyorsa, bu algoritma bir teoridir. Bu kosulu saglayan birden ¢ok algoritma varsa,
daima en kisa (bit sayisi en az) olan algoritma tercih edilir. Bu tercih Occam’s razor diye
bilinir: Ayni isi yapan teoriler arasindan en basiti tercih edilmelidir.

Algoritmik Seckisizlik: Yukaridaki 6rneklerden hereketle, Chaitin ve Kolmogorov, segkisiz
diziyi s0yle tanimladilar:

Kendisinden daha kisa bir algoritma ile yazilamayan dizi seckisizdir.

Bu tanim, sezgisel kavrama dayali olasilik kuramini saglam bir temel {izerine
tasimaktadir. Elbette, seckisizligin bu yeni tanimi, olasilik kuraminin aksiyomlarini
yoketmiyor, olasiligin hi¢ bir uygulamasini degistirmiyor, yalnizca temeli saglamlastiriyor.
Olasilik agisindan pesinde oldugumuz sey, gozlemlerden ¢ikan segkisiz bir X; , X2 , X3, ... , Xn
dizisi verilmisken, bir sonraki terimin, yani xp+1 teriminin ne olacagini dngorebilmektir. x; ,
X2, X3, ... , Xy dizisini ileten ve X,.1 teriminin ne olacagini 6ngéren ve diziden kisa olan
algoritma bir teoridir.

Kolmogorov Karmasikhgi (complexity)

’

Verilen bir diziyi ileten sonsuz sayida algoritma kurulabilir. Ornegin, “233 e 1 ekle”,
“235 ten 1 ¢ikar”, 117 yi 2 ile ¢arp” gibi algoritmalarin hepsi 234 dizisini iletir. Bu tiir
algoritmalardan sonsuz sayida yazilabilecegi agiktir. Bizim i¢in ilging olani en kiiciik olanidir.
Ayni diziyi ileten algoritmalar arasinda en kisa olana minimal algoritma diyecegiz. Bir dizi i¢in
bir tane minimal algoritma olabilecegi gibi, bir ok minimal algoritma da olabilir.

Tlettigi dizi ister seckili, ister seckisiz olsun minimal bir algoritmanin kendisi daima
seckisiz olmak zorundadir. Aksi taktirde, onu ileten daha kisa bir algoritma var olur ve
dolayisiyla s6z konusu algoritma minimal olamaz.

Karakterlerden (harf ve simgeler) olusan bir s stringi diigiinelim. S stringini yazdiran bir
P programina s stringini iletiyor diyelim. P nin uzunlugu, P i¢indeki karakterlerin sayisidir.

s stringini ileten en kisa P programinin uzunluguna S stringinin karmagikligi denir.

s stringini, yukaridakiler gibi bitlerden olusan bir dizi olarak diisliniirsek, bu dizinin
karmagiklig1 o diziyi ileten minimal algoritmanin uzunluguna esit olur. Buradan, segkisizlik
i¢cin su denk tanimi elde ederiz:

Bit sayisi1 Kolmogorov karmagsikligina esit olan dizi seckisizdir.

Tabii, buradaki esitlik yaklasiklik anlamindadir. Dizilerin bit sayilar1 ¢ok ¢ok
biiyiidiigiinde, aradaki farkin 6nemi kalmamaktadir. Kolmogorov karmasasi, seckisizligi
tanimlamakla kalmiyor, seckisizligin 6l¢iimiinii de veriyor.

Seckisiz Sayillarin Coklugu



Algoritmik segkisizligi agiklayan yontemimiz segkisiz sayilarin ¢oklugu hakkinda da
bilgi verir. 0 ya da 1 sayaklarinin dizideki dagilim frekanslar1 6nemli ipucu olabilirler.

s dizisi bitlerden olusan bir dizi olsun. s nin algoritmik karmasiklig:, onu ileten minimal
algoritmanin uzunlugu idi. Oyleyse, onu ileten bir algoritmanin uzunlugu s nin algoritmik
karmagikligindan daha kiiciik olamaz.

Bazi dizilerde tekrarlanan patternler olabilir. d dizisi s i¢inde periyodik olarak
tekrarlanan bir altdizi olsun. Ornegin, s = 01010101010101010101 dizisi d = 01 altdizisinin
10 kez tekrarlanmasiyla olusmustur. P =“n kez d yaz” algoritmasi s dizisini ileten
algoritmalardan birisidir. Ohalde, s dizisinin algoritmik karmasikligi, P algoritmasinin
uzunlugundan biiyiik olamaz. Asil amacimiz, P nin uzunlugu ile s dizisinin bit uzunlugunu
karsilastirmaktir. Bu karsilastirma bize, S dizisinin seckisiz olup olmadigi konusunda bir 6l¢ii
verecektir.

Once P algoritmasmin uzunlugunu irdeleyelim. n sayisinin algoritmik karmagikligi
yaklasik olarak logon dir. Yaklasik diyoruz, ¢linkii algoritmanin gergek uzunlugu kullanilan
makina diline baghdir. Yeterince biiyiik n sayilari i¢in logyn sayisi n sayisindan ¢ok kiigiiktiir,
dolayistyla algoritmanin uzunlugu s dizisinin uzunlugu ile karsilastirilirken goreli olarak
ihmal edilebilir. Geriye kalan “kez” ve “yaz” stringlerinin uzunlugu zaten yok denilecek
kadardir, onlar da ihmal edilebilir. Ohalde, P =“n kez d yaz” algoritmasinin uzunlugunu, s
dizisinin uzunlugu ile karsilastirirken belirleyici olan tek etmenin d dizisinin uzunlugu (bit
sayis1) oldugu sonucuna variriz.

Buradan yola ¢ikarak n bit uzunlugundaki dizilerin algoritmik karmasikliklarint n-1, n-
10, n-100, n-1000, ... gibi smiflara ayirabiliriz. Artik P nin uzunlugu ile d nin uzunlugunu
yaklagik esit sayarak, asagidaki inductive yontemi uygulayabiliriz.

Uzunlugu 1 olmak iizere n bitlik dizi ileten kag tane algoritma vardir? “n kez 0 yaz” ve
“n kez 1 yaz” algoritmalar1 bu isi yapan iki algoritmadir. Birincisi 000...0 dizisini, ikincisi ise
111..1 dizisini iletir. Bu algoritmalarin ilkinde d dizisi yalnizca ‘0 dan, ikincisinde ise
yalnizca ‘I’ den ibarettir. Her ikisinin de uzunlugu 1 bittir. Bir bitlik baska algoritma yoktur.
1 bitlik algoritmalarin sayisii 2! bigiminde gosterebiliriz. Benzer olarak, 0 ile 1
sayaklarindan elde edilecek 2 bitlik dizilerin sayis1 4 diir: 00, 10, 11, 10. Ohalde, iki bitlik
algoritmalarin sayisi 2% dir. Benzer diisiiniisle, ii¢ bitlik algoritmalarin sayisi 2%, .., n11
bitlik algoritmalarin sayis1 2™ olacaktir. Bunlarm toplamu (2' + 2% + 23 + ... 2"t ) = 2"10.
2 dir. Demek ki, uzunlugu n-10 dan az olan algoritmalarin sayisi 2" dan daha azdir. Ote
yandan n bit uzunlugundaki dizilerin sayisi 2" dir. Goriildiigii gibi, bunlar arasinda ancak 2"°
tanesinin algoritmik karmagsikligt n-10 dan kiiciiktiir. M0 2" =171024 olduguna gore,
1024 diziden ancak 1 tanesinin algoritmik karmasasi n-10 dan kiigiiktiir. Bundan anlasiliyor ki
seckili sayilar cok seyrektir, sayilarin ¢ogunlugu segkisizdir.

Yukarida yaptiklarimizdan su sonu¢ ¢ikmaktadir: Bir dizi verildiginde onun seckili
oldugunu gostermek icin, diziyi ileten ve diziden daha kisa olan bir algoritma oldugunu
gostermek yetecektir. Bulunacak bu algoritmanin minimal olmasi gerekmiyor. Ama bir
dizinin seg¢kisiz oldugunu gostermek i¢in onu ileten daha kisa bir algoritmanin var olmadigini
gostermek gerekir.

Formal Sistemler

Godel’in formal sistemler i¢in ispatladigi eksiklik teoreminin benzerinin segkisiz sayilar
icin de gecerli oldugu gosterilmistir. Chaitin’in yaptigr bu isin énemini anlayabilmek igin,
formal sistemlerden s6z etmemiz gerekiyor.



20.ylizyilin basinda Georg Cantor (1845-1918)’un ortaya koydugu kiimeler kurami,
matematikte bir devrim yaratti! Bundan sonra matematigin temelleri kiimeler izerine
kurulmaliydi!.. Isin dogas1 olarak, matematikgiler su soruya yanit arryordu:

“Gegerli bir ispat nedir? Bir ispatin gecerli oldugunu nasil anlayacagiz?”

Bu sorunun yaniti, matematigin temellerinde aranmaliydi. Ne varki, bu temeller kazildik¢a
ortaya paradokslar ¢ikiyordu. Saglam temeller olusturmak yoniinde yapilan ¢alismalari ii¢
okula ayirabiliriz: Mantiksallik, sezgisellik ve bicimsellik.

Mantiksalhk: Russel ve Whitehead matematigin temellerinde olusan bosluklar1 yoketmek igin
matematigi mantigin i¢ine almaya calistilar. 1910-1913 yillarinda yayimlanan ii¢ ciltlik
Principia Mathematica adli  yapitta biitin  matematigin  mantiksalliga  (logicism)
indirgenebilecegini savundular. Modern matematiksel mantigin dogmasina yol acan Principia
Mathematica, Aristotle’in Organon adli {inlii yapitindan sonra, mantik alaninda yazilmis en
onemli yapit sayilir.

Sezgisellik (intuitionism): Matematigi sezgisel olarak kurmayi amacglayan bu okul esas olarak
Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)’in ortaya koydugu sistemdir. Cantor’un kiimeler
kuramina dayali yapiy1 siddetle yadsirken, Russell’in usbilimselligine de karsi durur.

Bigimsellik (formalism): 1927 yilinda David Hilbert (1862-1943), adina Kanit Kurami: (Proof
Theory) dedigi formal bir matematik dili kurdu. Bu dilin sonlu bir alfabesi, apagik bir
grameri, sonlu sayida aksiyomlari, teoremleri elde etmek i¢in sonlu sayida ¢ikarim kurallar
(lojik ve aritmetik kurallar) vardi. Boyle bir sisteme formal sistem denir.

Bir formal sistemde iki donemli nitelik istenir.

1. Tamlik (completeness): Igcindeki her teorem kanitlanabiliyorsa sistem tamdir.
Bagka bir deyisle, sistemdeki her p Onermesi i¢in ya p dogrudur’ ya da ‘p
yanligtir’ teoremlerinden biri kanitlanabiliyorsa M sistemi tamdir.

2. Tutarlilik (celiskisizlik, consistency): M sistemindeki her p Oonermesi i¢in ya ‘p
dogrudur’ ya da ‘p yanhgtir’ teoremlerinden ancak birisi gecerliyse M sistemi
tutarli, her ikisi ayni anda varsa M sistemi tutarsizdir.

Kaleyi Yikan Adam!

Matematik Diinyasi, o zamanin dahi matematikgisi Hilbert’in insa ettigi formal yapidan
hi¢c kusku duymadi. Bu formal sistemi matematikteki krizi tamamen ¢6zen bir yapi, saglam
bir kale gibi goriiyordu. Ta ki, 1931 yilinda Kurt Godel (1906 -1978) bir fiskeyle Hilbert’in
kalesini yerle bir edene kadar... O zamana kadar kimse Hilbert’in yanilmis olabilecegini
diisinmiiyordu. Godel, bir formal sistem iginde ispatlanamayan dogru bir 6nerme oldugunu
gosterdi. Bu sonug, bir formal sistemin tam olup olmadigmin o sistem iginde
kanitlanamayacagini soyliiyor, dolayisiyla, Hilbert formalizmini yikiyordu.

Kaleyi fetheden Kurt Gédel, Aristoteles’ten sonra gelmis en biiyiik mantik¢r tiniini
kazanacaktir. Godel’in kaleyi yikan ispati, Giritli Epimenides’in tinlii paradoksuna dayanir.
Epimenides,

’

“Biitiin Giritliler yalancidir.’

der. Kendisi de Giritli olduguna gore, acaba Epimenides’in bu sdylemi dogru mu, yoksa
yanlis m1? Mantiktaki basit ¢ikarim kuraliyla su sonuca ulasiyoruz: Soylemi dogru kabul
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edersek sOylemin yalishigi ¢ikar. Soylemi yanlis kabul edersek, soylemin dogrulugu ¢ikar. Bu
sOylemi, daha basit bi¢ime doniistiirebiliriz:

“Bu soyledigim sey yanlistir.”

Godel, bu paradoksu dahice kullandi. Once formal sistem iginde, sistemin kurallarina uyarak
pozitif tamsayilarla ilgili dogru bir 6nerme kurdu. “Dogru” kavrami yerine “ispatlanabilir”
kavramini koyarak, kurdugu dogru bir 6nermenin sistem iginde ispatlanamadigini gosterdi.

Bir formal sistem igerisinde bir 6nermenin ispatlanmasi demek, sistemin aksiyomlarina
ve ¢ikarim kurallarina (aritmetik kurallar) uyularak o 6nermenin dogrulugunun gosterilmesi
demektir. 1937 yilinda, Alan Turing, bir mantiksal sistem igerisinde hesaplanabilir
(computable) her islemi yapan bir algoritma (bilgisayar programi) oldugunu gostermistir. Bu
algoritmaya Turing Makinas1 diyoruz. Bazan buna, ‘mekanik islemlerle ispat’ da denir.
Turing Makinas1 metalden yapilmis bir ara¢ degil, hesab1 (computation) yapan bir bilgisayar
programidir. O halde, bir sistem i¢inde bir 6nermenin dogrulugunun gosterilebilmesi ile o isi
yapan bir algoritmanin (Turing Makinasi) var olmasin1 denk sayacagiz. Hemen belirtelim ki,
Turing, Godel’in eksiklik teoremini daha genel olarak kanitlamistir: Bir formal sistemde
ancak sayilabilir sayida teoremi ispatlayan algoritma kurulabilir. Sayillamayan sonsuz sayida
teoremin ispat1 i¢in algoritma kurulamaz. Bu genelleme nedeniyle, Turing’in yaptig1 isin,
Godel’in yaptig1 isten cok daha biiyiik oldugunu sdyleyen matematikc¢iler vardir. Ama,
bilimsel gelisme boyledir. Godel olmasa, belki Turing olmazdi. O nedenle, biz, Godel’in
hakkin1 Godel’e vermekten yanayiz.

Buraya kadar soylediklerimizden su sonucu ¢ikarabiliriz: Bir formal sistemde yalniz
mantik ve aritmetik islemler i¢eren recursive siire¢le ispati yapan/denetleyen bir algoritma
vardir. Daha ileri giderek, Hilbert zamaninda olmayan bir seyi bu giin yapabiliriz. Ispati
yapan/denetleyen algoritmay1 bilgisayarda ¢alistirabiliriz.

Bununla da yetinmeyerek, en azindan kuramsal olarak, sunu da diistinebiliriz. Formal
sistemimizde ispatlanabilecek biitiin teoremleri listeleyebiliriz. Bunu yapmak ig¢in, ilk adimda,
sistemde bir karakter (harf diyelim) uzunlugundaki biitiin sembolleri sozliik sirasina dizelim.
Sonra her birine ispat algoritmasini uygulayalim. Bu isin sonunda, eger varsa, bir karakterden
olusan biitiin teoremleri elde ederiz. Ikinci adimda, benzer isi iki karakter uzunlugundaki
sembollere uygulayarak iki karakter uzunlugundaki biitiin teoremleri listeleyelim. Ugiincii,
dordiinct, ... adimlar atmaya devam edelim. Bu isin sonunda, ispatlanabilen biitlin teoremleri
uzunluklarina gore siralamis oluruz. Tabii, bu eylemde kuramsal diisiliniiyor, isi bitirmek i¢in
gerekli zamanin oldugunu kabul ediyor ve fiziksel bir kisit ongdrmiiyoruz.

Turing Makinasini kullanirsak, Godel’in algoritma yaratmak i¢in giristigi zor ve uzun
islemlerden kurtuluruz. Dolayisiyla, eksiklik teoreminin ¢ok kisa ve zarif ispatlar1 ortaya
cikar. Asagida, bunlardan ikisi verilmistir.

1. Yontem. Dogal sayilardan olusan ama hig¢ bir algoritma tarafindan numaralanamayan
(sayllamayan) bir kiime olusturan asagidaki ispat yontemi, gercel sayilarin sayillamazligini
gostermek i¢in Cantoru’un kullandig1 késegen yonteminden esinlenmistir ve Russel’in berber
paradoksuna dayanmaktadir.

Dogal say1 (alt)kiimelerini numaralayan biitiin programlarin P kiimesini diisiinelim. Bu
programlarin kiimesini numaralayabiliriz: P = {p;, p2, p3, .-, Pr, ...} olsun. Bu programlarin
ciktilar1 dogal sayilardir. Baz1 programlarin ¢iktist i¢inde kendi numaralar1 vardir, bazilarinda
yoktur. Ornegin, P ye ait bir p, programinin ¢iktis1 iginde r sayisi varsa, bu program kendi
numarasini numaraliyor, degilse numaralamiyor olacaktir. Kendi numarasini numaralamayan
biitiin programlarin numaralarindan olusan K kiimesini diisiinelim. Bunun K tiimleyeni kendi
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numarasini numaralayan biitiin programlarin numaralarindan olusan kiimedir. Numarasi K da
olan biitiin programlarin kiimesine Py , bunun P ye gore tiimleyenine de Px- diyelim.

P=P,UP. , P .NP.=¢

olacaktir. K kiimesini numaralayan bir algoritma var m1? K kiimesini numaralayan bir py
programi varsa, bu program P i¢indeki programlardan birisidir. Oyleyse, ya Pk kiimesine ya
da Py tiimleyenine ait olacaktir. Ote yandan,

p,ePcokeKekeK < p, ePe

olur. Bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliskiyi yaratan neden, basta yaptigimiz kabuldiir; yani K kiimesini
numaralayan bir pg programi var kabul edilmisti. Sistemimizde c¢eliskiye yer
veremeyecegimize gore, bu kabulii yapamayiz. O halde, dogal sayilarin bir altkiimesi olan K
kiimesini numaralayan (sayan) bir program yoktur. Oysa K dogal sayilarin bir alt kiimesi
oldugu i¢in numaralanabilir (sayilabilir) bir kiimedir. Ama onu sayan bir algoritma yoktur.
Algoritma yoktur demek, formal sistemimiz i¢inde K kiimesi sayilamiyor demektir.

2. Yontem. Eger kendi zamaninda Turing Makinasi biliniyor olsaydi, Godel, eksiklik
teoremini soyle ispatlardi:

1. Her soruyu dogru yanitlayan bir makina var olsun. Buna Evrensel Turing Makinasi
(ETM) diyelim. Bunu, metalden yapilmis bir ara¢ degil, bir algoritma olarak
algilayacagiz. Bu makinanin tasarimi ¢ok karmasik olabilir, ama daima sonlu islem
sonunda dogru yanita ulagmaktadir. Baska bir deyisle, formal sistem i¢inde her
dogruyu ispatlayan bir algoritmadir.

2. Godel, ETM’ e onun yapisiyla ilgili bir soru sorsun. Makina bunun yanitin1 bir
algoritma ile verecektir. Bu algoritma, ETM’in kendi algoritmasinin bir fonksiyonu
olacagi i¢in, Godel’in sorusuna verilecek yanitt P(ETM) algoritmasiyla gosterelim. Bu
da yeni bir Turing Makinasidir.

3. Karsisindaki akilli makinayla kiiglik bir oyun oynamaya hazirlanan Godel, yiiziinde
kendinden emin bir giillimsemeyle su timceyi yazar: “P(ETM) bu ciimleye asla
dogrudur demez.” Kisalik adina, bu ciimleye G diyelim. O zaman Godel’in climlesi
bir 6nerme olarak sdyle yazilabilir

G: “ETM asla G ye dogrudur demez.” *)

4. Godel son hamlesini yaparak, ETM’e G nin dogru olup olmadigini sorar ve rakibini
mat etmek lizere olan usta satrancci edasiyla geriye yaslanip bekler.

5. Bundan sonra biraz dikkat isteyen mantiksal ¢ikarimlarr izleyebilmek icin, (*)
ifadesinde G nin iki farkli yerde yer aldigina dikkat edelim. Birisi ifadenin basindaki
G, otekisi tirnak i¢inde yazilan ciimlenin i¢indeki G. Bu iki G birbirinin aynisidir.

6. Eger ETM, (*) ifadesinin basinda olan tirnak disindaki G yi kastederek, “G dogrudur”
derse, tirnak i¢indeki ifade dogru olacaktir. Tirnak i¢indeki ifadenin dogru olmasi igin,
tirnak i¢indeki G nin yanlis olmasi gerekir. O halde ETM, G ye “dogrudur’ dediginde
G ye “yanlistir” demis olur.

7. Eger ETM, (*) ifadesinin basinda olan tirnak disindaki G yi kastederek, “G yanlistir”
derse, tirnak igindeki ifade yanlis olacaktir. Tirnak igindeki ifadenin yanlis olmasi igin,
tirnak i¢indeki G nin dogru olmasi gerekir. O halde ETM, G ye “yanlistir” dediginde
G ye “dogrudur” demis olur.

Bu oyunda, biz G nin ne oldugunu ¢ok iyi agiklamadan biraz bulanik ifade kullandik.
Godel, bu oyunu oynasaydi, 1931 yilinda yaptig1 gibi, G yerine yanitim iyi bildigi bir
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matematiksel ifade koyacak, P(ETM) yerine de, kendisinin olusturdugu ve ancak G dogru
oldugunda ¢6ziimii var olan karmasik bir polinom koyacakti.

Godel, formal sistem i¢inde dogru oldugunu bildigi bir soruyu ETM (Evrensel Dogruluk
Makinasi)’e soruyor, yanit alamiyor. Demek ki, ETM, Godel’den daha akilli degil, diyerek
kendimize bir pay ¢ikaramayiz. Cilinkii, ETM ile yer degistirecek olsak, biz onun durumuna
diiseriz. Burada ¢ikan sonug, bizim ETM’den akilli olusumuz degil, sistemde giderilmesi
olanaksiz olan kalitsal eksikliktir. Bu basit oyunun gerisinde, bilim diinyasinin bilgiye
bakisin1 degistiren ¢ok Onemli bir sonug¢ yatar: Her formal sistemde ispatlanamayacak
dogrular vardur.

Chaitin, bu 6nemli sonucu olasilik kuramina tagimistir:
Seckisizligi ispatlanamayan seckisiz sayilar vardir.

Bu sonug, olasilikta ve informasyon teorisinde dnemli sonuclar dogurmaktadir.
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