Bolim 1

SAYILABILIR KUMELER

Bolim 17

1.1 ESGUCLU KUMELER
1.2 PROBLEMLER

1. Oklid diizlemindeki rasyonel koordinatli noktalar kiimesinin sayilabilir
oldugunu gosteriniz.

CoziMm:
Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir bir kiimedir (bkz. Sonug 17.3.3). Oklid
diizlemindeki rasyonel koordinatl noktalarin kiimesini

QxQ={(p,9)lp,q € Q,q#0}

kiimesidir. Sayilabilir sonsuz iki kiimenin kartezyen c¢arpimi sayilabilir
(bkz. Teorem 17.3.4) oldugundan istenen sonug ortaya gikar.

2. Gergel eksen iizerinde, birbirini kesmeyen araliklardan olugan her ailenin
sayilabilir oldugunu gosteriniz.
CoziMm:
Gergel eksen tizerindeki her aralik en az bir rasyonel nokta (dolayisiyla
sonsuz saylda rsayonel nokta) igerir. Kesigmeyen araliklar ailesini % =
{I, : 1 € I} gosterelim. her I, araligindan bir tek g, rasyonel sayisi secelim.
A = {q, : v € I kiimesini diglinelim. f : A — I fonksiyonu f(g,) = 1
bi¢iminde tanimlansin. f fonksiyonu bire bir ve ¢rtendir. O halde A ~ I
olur. Ote yandan, A nin her 6gesi bir rasyonel say1 oldugundan A C Q dur.
Teorem 17.3.1 geregince A sayilabilir. O halde A ya eggii¢lii olan I kiimesi
de sayilabilir. Tanimi geregince ¥ ~ I dir. A = [ ~ .¥ eggiicliiliikleri
istenen sonucu verir.
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. Bir f: R — R fonksiyonu z < y = f(x) < f(y) olacak sekilde veriliyor.
f fonksiyonunun siireksizlik yerlerinin sayilabilir bir kiime olugturdugunu
gosteriniz.

CozuM:

f kesinkes artan bir fonksiyon oldugundan f nin her z, siireksizlik nok-
tasina kargiik Y = f(R) degerler kiimesinde bir I, sigrama araligi olugur.
Bu araliklar kesigmezler. O halde, dnceki problem geregince, bu araliklar
sayilabilir sayidadir. Bu araliklarla siireksizlik noktalar1 bire bir eglegtigin-
den, f nin siireksizlik noktalar: sayilabilir ¢cokluktadir.

. Sayilabilir bir kiimeyi, birbirlerinden ayrik sayilabilir tane sayilabilir kiimelerin
bilegimi olarak yaziniz.

CozioMm:

A sayilabilir sonsuz bir kiime olsun. A {izerinde a ~ b < a = b bagintisi
bir denklik bagintisidir. Bu bagintinin denklik siniflar1 kiimesi A nin bir
ayrigimidir. Buna 2 diyelim. Her a € & denklik sinifindan bir tek temsilci
oge secerek olugturulacak B = {a : a € a@ kiimesi A nin bir alt kiimesidir.
A sayilabilir oldugundan B kiimesi de sayilabilir. Secimimiz geregince B ~
2 dir. Oyleyse 2 sayilabilir.

. Dogru ya da diizlem iizerinde ancak sonlu tane yigilma noktasina sahip
sonsuz bir noktalar kiimesi veriliyor. Bu kiimenin sayilabilir oldugunu ve
ifadenin kargitinin dogru olamayacagini bir érnekle gdsteriniz.

CozoMm:

Sozkonus kiimeye A diyelim. A sonlu tane yigilma noktasimi atalim. Geri
kalan kiimeye B diyelim. B sonsuz bir kiimedir ve hi¢ bir yigilma noktasi
yoktur. Eger A sayillamayan sonsuz bir kiime ise B kiimesi de sayilamayan
sonsuz bir kiime olur. Oysa R de sayilamayan sonsuz ve sinirli her kiimenin
en az bir tane yigilma noktas: vardir; yani B nin en az bir yigilma noktas:
olmaldir. Bu ¢eligki olamayacagindan A sayilabilir.

Bunun karsit1 genel olarak dogru degildir. Ornegin, dogal sayilar sayila-
bilir, ama hig¢ bir yigilma noktas: yoktur.

. Rasyonel sayilardan gergel sayilar:i kurmanin bagka bir yolu topolojik y&n-
temdir. Terimleri rasyonel sayilar olan Cauchy dizilerini D ile gosterelim.
,D kiimesi lizerinde, ayni limite giden dizileri denk sayan bir denklik bagin-
tist kurulabilir. Bu bagintinin denklik simiflarinin olugturdugu kiime gergel
sayilar kiimesidir.

Gergel sayilar kiimesi tizerinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bélme iglem-
leri, dizilerin analizden bilinen iglemleri yardimiyla tanimlanabilir. Bunu
yapmay1 deneyiniz.

CoziM:
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a,b € Rise a = lima, ve b = limb,, olan (a,) ve (b,) Cauchy dizileri
vardir. Analizden bilindigi gibi

a+b=1lima, £ limb, =lim(a, +b,), (n— o0)
a.b =lima,.limb, = lim(a,.b,), (n — 00)
a lima,

b limb,’

(limb, #0), (n — o0)

bagmntilariyla doret iglem tanimlanabilir.



