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SAYILAB�L�R KÜMELER

Bölüm 17

1.1 E�GÜÇLÜ KÜMELER

1.2 PROBLEMLER

1. Öklid düzlemindeki rasyonel koordinatl� noktalar kümesinin say�labilir
oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

Q rasyonel say�lar kümesi say�labilir bir kümedir (bkz. Sonuç 17.3.3). Öklid
düzlemindeki rasyonel koordinatl� noktalar�n kümesini

Q×Q = {(p, q)|p, q ∈ Q, q 6= 0}

kümesidir. Say�labilir sonsuz iki kümenin kartezyen çarp�m� say�labilir
(bkz. Teorem 17.3.4) oldu§undan istenen sonuç ortaya ç�kar.

2. Gerçel eksen üzerinde, birbirini kesmeyen aral�klardan olu³an her ailenin
say�labilir oldu§unu gösteriniz.

Çözüm:

Gerçel eksen üzerindeki her aral�k en az bir rasyonel nokta (dolay�s�yla
sonsuz say�da rsayonel nokta) içerir. Kesi³meyen aral�klar ailesini I =
{Iı : ı ∈ I} gösterelim. her Iı aral�§�ndan bir tek qı rasyonel say�s� seçelim.
A = {qı : ı ∈ I kümesini dü³ünelim. f : A → I fonksiyonu f(qı) = ı
biçiminde tan�mlans�n. f fonksiyonu bire bir ve örtendir. O halde A ≈ I
olur. Öte yandan,A n�n her ö§esi bir rasyonel say� oldu§undan A ⊂ Q dur.
Teorem 17.3.1 gere§ince A say�labilir. O halde A ya e³güçlü olan I kümesi
de say�labilir. Tan�m� gere§ince I ≈ I d�r. A ≈ I ≈ I e³güçlülükleri
istenen sonucu verir.
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3. Bir f : R → R fonksiyonu x < y ⇒ f(x) < f(y) olacak ³ekilde veriliyor.
f fonksiyonunun süreksizlik yerlerinin say�labilir bir küme olu³turdu§unu
gösteriniz.

Çözüm:

f kesinkes artan bir fonksiyon oldu§undan f nin her xı süreksizlik nok-
tas�na kar³�l�k Y = f(R) de§erler kümesinde bir Iı s�çrama aral�§� olu³ur.
Bu aral�klar kesi³mezler. O halde, önceki problem gere§ince, bu aral�klar
say�labilir say�dad�r. Bu aral�klarla süreksizlik noktalar� bire bir e³le³ti§in-
den, f nin süreksizlik noktalar� say�labilir çokluktad�r.

4. Say�labilir bir kümeyi, birbirlerinden ayr�k say�labilir tane say�labilir kümelerin
bile³imi olarak yaz�n�z.

Çözüm:

A say�labilir sonsuz bir küme olsun. A üzerinde a ≈ b ⇔ a = b ba§�nt�s�
bir denklik ba§�nt�s�d�r. Bu ba§�nt�n�n denklik s�n��ar� kümesi A n�n bir
ayr�³�m�d�r. Buna D diyelim. Her ā ∈ D denklik s�n�f�ndan bir tek temsilci
ö§e seçerek olu³turulacak B = {a : a ∈ ā kümesi A n�n bir alt kümesidir.
A say�labilir oldu§undan B kümesi de say�labilir. Seçimimiz gere§ince B ≈
D dir. Öyleyse D say�labilir.

5. Do§ru ya da düzlem üzerinde ancak sonlu tane y�§�lma noktas�na sahip
sonsuz bir noktalar kümesi veriliyor. Bu kümenin say�labilir oldu§unu ve
ifadenin kar³�t�n�n do§ru olamayaca§�n� bir örnekle gösteriniz.

Çözüm:

Sözkonus kümeye A diyelim. A sonlu tane y�§�lma noktas�n� atal�m. Geri
kalan kümeye B diyelim. B sonsuz bir kümedir ve hiç bir y�§�lma noktas�
yoktur. E§er A say�lamayan sonsuz bir küme ise B kümesi de say�lamayan
sonsuz bir küme olur. Oysa R de say�lamayan sonsuz ve s�n�rl� her kümenin
en az bir tane y�§�lma noktas� vard�r; yani B nin en az bir y�§�lma noktas�
olmal�d�r. Bu çeli³ki olamayaca§�ndan A say�labilir.

Bunun kar³�t� genel olarak do§ru de§ildir. Örne§in, do§al say�lar say�la-
bilir, ama hiç bir y�§�lma noktas� yoktur.

6. Rasyonel say�lardan gerçel say�lar� kurman�n ba³ka bir yolu topolojik yön-
temdir. Terimleri rasyonel say�lar olan Cauchy dizilerini D ile gösterelim.
,D kümesi üzerinde, ayn� limite giden dizileri denk sayan bir denklik ba§�n-
t�s� kurulabilir. Bu ba§�nt�n�n denklik s�n��ar�n�n olu³turdu§u küme gerçel

say�lar kümesidir.

Gerçel say�lar kümesi üzerinde toplama, ç�karma, çarpma ve bölme i³lem-
leri, dizilerin analizden bilinen i³lemleri yard�m�yla tan�mlanabilir. Bunu
yapmay� deneyiniz.

Çözüm:



1.2. PROBLEMLER 3

a, b ∈ R ise a = lim an ve b = lim bn olan (an) ve (bn) Cauchy dizileri
vard�r. Analizden bilindi§i gibi

a± b = lim an ± lim bn = lim(an ± bn), (n→∞)

a.b = lim an. lim bn = lim(an.bn), (n→∞)

a

b
=

lim an
lim bn

, (lim bn 6= 0), (n→∞)

ba§�nt�lar�yla döret i³lem tan�mlanabilir.
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