ALISTIRMALAR 14

1. Asagidaki halkalardan her birinin tiim sifir-bélenlerini bulunuz.

a. Zg b. Z ® Zg C.7Z4DZg d. §[0,1]

2. Kisaltma kurali (z,y,2 € H, © # 0, xy = xz = y = z) na sahip
olan bir degismeli halkanin hi¢ sifir-béleni bulunmadigini kanitlayiniz.

3. H, bir degismeli halka; x, y € H olsun. Eger xy sifir-boleni ise, x
ve y den en az birinin sifir-béleni oldugunu kanitlayiniz.

4. Oyle bir H halkast ve bu halkanm sifirdan farkl éyle bir elemanin
bulunuz ki bu eleman ne tersinir ne de sifir-boleni olsun.

5. H, sonlu, birimli ve degigmeli halka ise, H nin sifirdan farkl her ele-
maninin ya tersinir ya da sifir-boleni oldugunu kanitlayimiz. H, sonsuz
olunca bu 6nerme dogru olur mu?

6. Kuaterniyonlar halkas1 K nin asagidaki elemanlarini, z14+xoi+x3j+
x4k biciminde ifade ediniz.

a. (i+2j+ 3k)(3i+2j) b. i+j+k)™!
7. Kuaterniyonlar halkas1 K nin, cisim olan bir althalkasini bulunuz.

8. En az iki elemana sahip olan bir H halkasimin sifirdan farkli her
a elemani icin a@a = a olacak bicimde tek tiirli belirli bir @ € H
bulunduguna gore agagidakileri kanitlayiniz.

a. H nin hig sifir-boleni yoktur.

b. Her a € H\{0} i¢in @ = a, yani aaa = @ dir.
c. Her a € H\{0} i¢in aa = @a dir.

d. H, birimli halkadir.

e. H, aykiri cisimdir.



9. Zygun F = {0,2,4, 6,8} altkiimesinin bir cisim oldugunu kamtlayiniz.

10. H, bir halka, x € H olsun. Eger 2" = 0 olacak bi¢cimde bir n > 0
varsa, x elemani H nin bir sifirisli (nilpotent) elemanidir denir.

a. H, degismeli bir halka; z,y, 2 € H; x ve y sifirtislii ise, z +y ve
xz nin de sifiriislii oldugunu gosteriniz (Ipucu: x + y nin kuvvetlerini
diigiiniiniiz ve Binom Teoremi’'nden yararlaniniz).

b. H, birimli halka ve z € H sifiriislii ise, (1—x) in tersinir oldugunu
gosteriniz (Ipucu: (1 —xz)(14 x4 -+ 2" ') i hesaplayimiz).
11. H, bir halka, x € H olsun. Eger 22 = z ise, x elemanina H nin bir

dzisli (idempotent) elemani denir.

a. H, bir degismeli halka; z,y € H 06ziislii elemanlar ise, xy nin de
oziisli oldugunu gosteriniz.

b. H, bir tamlik bolgesi ise, H nin oziislii elemanlarinin 0 ve 1 den
ibaret oldugunu gosteriniz.

12. R den R ye tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiimeyi H ile gosterelim.
H nin noktasal toplama ve carpma:

(f+9)@)=f@)+g9(=) ,  (f9)l) = fz)g(x)
islemlerine gore bir birimli degismeli halka oldugunu gordiikten sonra,
a. H nin tim sifir-bolenlerini bulunuz,
b. H nin tim sifirtislii elemanlarini bulunuz,

c. H nin her bir elemaninin ya sifir-boleni ya da tersinir oldugunu
gosteriniz.

13. Alttamhik bolgesi kavrami icin uygun bir tanim veriniz. 7T bir
tamlik bolgesi, H C T olsun. H nin, T nin alttamhk bolgesi olmasi
icin agagidaki iki kogulun gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayiniz:

(i) 1e H (i) v,ye H=2x—y € Hvexy € H.



14. Eleman sayis1 6 olan hi¢ tamlik bolgesi bulunmadigini kanitlayiniz.
Eleman sayis1 4 olan bir tamlik bolgesi var midir? Eleman sayis1 10
olan bir tamlik bolgesi var midir? Bu gozlemleri kullanarak bir sonlu
tamlik bolgesinin eleman sayisti ile ilgili bir sonug geligtiriniz.

15. Birim elemani 1 olan bir D tamlik bolgesi iginde A = {n-1: n € 7}
ile tanimlanan A altkiimesi icin agagidakileri kanitlayiniz:

a. A, D nin bir alttamlik bolgesidir.
b. D nin her alttamlik bolgesi T icin A C T dir.
c. A sonlu ise, |A| bir asal sayidir.

d. D nin karakteristiginin ya sifir ya da |A| oldugunu gésteriniz.

16. 20-1 =121 = 0 egitlikleri saglanan bir tamlik bolgesinin karak-
teristigi kagtir? Burada 20 - 1, birim eleman 1 in 20 katini gosterir.

17. Asagidaki halkalarin her birinin karakteristigini bulunuz:

a. Z4DZg b. Z4@GZ C. ZegDZis

18. Altcisim kavramim tanimlayimz. F' bir cisim, K C F olsun. K
nin, F' nin bir altcismi olmasi i¢in agagidaki iki kogulun gerekli ve yeterli
oldugunu kanitlayiniz:

(i)0,1e K (i)a,yeK, y#0=r—-yeK,zylekK

19. F, karakteristigi p olan bir cisim ise, P = {z € F : 2P = z}
kiimesinin F' nin bir altcismi oldugunu kanitlayiniz.

20. Karakteristigi 4 olan bir halka ve o halkanin 6yle z ve y elemanlarini
bulunuz ki, (z + y)* # z* + y* olsun.

21. F, karakteristigi 2 ve eleman sayisi 2 den fazla olan bir cisim ise, F’
iginde (z+1vy)* # 2® +y? olacak bigimde z ve y elemanlar1 bulundugunu
kanitlayiniz.
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