BOLUM 13

HALKALAR

Bu boliimi bitirdiginizde,
e bir ikili iglemin diger bir ikili iglem izerinde sol ve
sag dagilma o6zellikleri
e halka ve althalka kavramlari
e halka ve althalka ornekleri
e degigmeli halka
e birimli halka
e bir halkanin tersinir elemanlari

e halkalarda binom teoremi

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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HALKALAR

Bu boliimde, iki ikili isleme sahip olan cebirsel yapilar ele alacagiz.
Gosterim kolaylhigr saglamasi bakimindan, bu ikili iglemlerden birini
toplama, (+), digerini de ¢arpma, (-), islemi olarak diigiinecegiz. Bir H
kiimesi ile bu kiime iizerinde toplama, (+), ve ¢arpma, (+), islemlerinden
olugan cebirsel yapiy1, < H,+,- > ile gosterecegiz. Ayrica, x-y carpimi
yerine, karigikliga neden olmadig: takdirde, xy yazacagz.

Tanim 1. Bir cebirsel yapi, < H,+,: > verilmig olsun. Eger H
kiimesindeki her z, y, z elemanlari icin

w(y + z) = (zy) + (22)
ise, < H,4,- >’da sol dagilma ozelligi vardir denir. Her x,y,z € H
icin

(z +y)z = (z2) + (y2)
ise, < H,+,- >’da sag dagilma ozelligi vardir denir. O

<N, 4+,->,<Z,+,->,<Q,+,- >ve < R,+,- >’da sol ve sag
dagilma ozelliklerinin var oldugu ¢ok iyi bilinmektedir.

Uyar:1 1. < H,+,- > cebirsel yapisi verildiginde, H nin eleman-
larina “+7 ve “” iglemleri uygulanarak elde edilen ifadelerde iglemlerin
onceligi (6rnegin, parantezler kullanilarak) belirtilmemigse, 6ncelik da-
ima carpma islemine verilecektir. Ornegin, sol dagilma ozelligindeki
(xy) + (zz) ifadesi yerine xy + zz de yazabiliriz ve bundan boyle bu
sekilde yazacagiz. O
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Tanim 2. Bir cebirsel yapi, < H,+,- > verilmig olsun. Agagidaki
i¢ kogul saglanirsa, < H,+, - > ya bir halka denir.

(h.1) < H,+ > bir degismeli gruptur.
(h.2) < H,- > nn birlesme 6zelligi vardir.
(h.3) < H,+,- >'da sol ve sag dagilma 6zellikleri vardir. 0

Ornek 1. < 7Z,+, >, < Q,+,- >, <R,+,- > ve < C,+,- > nin
her biri bir halkadir. O

Bir < H,+,- > halkasinin toplama ve carpma islemlerinin neler
oldugu iyi biliniyorsa, bu halkadan soz ederken, sadece “H halkas1” dey-
imini kullanacagiz. Ornegin, Z, Q, R ve C icinde toplama ve carpma
islemlerinin neler oldugu herkesce bilindigi i¢in tamsayilar halkasi Z,
rasyonel sayilar halkasi Q, reel sayilar halkasi R veya karmagik sayilar
halkas1 C denince, hangi iglemlerden soz edildigi anlasilir.

Bir H halkasinin toplamsal grubu denince, < H,+ > anlagilir.
Toplamsal gruplar icin kullandigimiz gosterimleri H icin de kullanmaga
devam edecegiz. Ornegin, < H,+ > mn birim elemanm 0y, veya
sadece 0 ile gosterecegiz ve H nin toplamsal birim elemany diye ad-
landiracagiz. H nin bir z elemaninin toplamsal tersi, (—z) ile gosterile-
cek ve x,y € H i¢in £+ (—y) yerine x —y yazilacaktir. H halkasinin her
x eleman1 ve her n tamsayisi icin nx ile, < H, + > toplamsal grubunda
x in n kat1 gosterilir.

Simdi, halkalarla ilgili temel 6zellikleri bir teorem olarak ifade ede-
lim.

Teorem 1. H bir halka; H nin toplamsal birim elemani Oy = 0;
TyTlyee s Tpy YY1y, Ysy 2 € H; 7,5 €N ven €7 olsun. Bu takdirde,

i) 20 =0x =0 dr.
i) z(—y) = (—2)y = —(zy) dir.

(
(
(1ii) (—z)(—y) = xy dir.
(

i) z(y—z)=xy —xz ve (xr —y)z = x2z — yz dir.
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(0) z(yr + - +ys) =ay, + - + 2y, dir.
(vi) (zy+ - +x)y =21y + -+ 2y dir.
(vii) x(ny) = (nz)y = n(zy) dir.

(viii) (i 772)(2: yj) = zr: i Tiy; = i i zy; dir.

i=1 i=1 j=1 j=1i=1

Kanit. (i) H iginde, 0 = a tanmimlayalim. Bu takdirde,
O+a=a=20=2(0+0)=204+20=a+a
elde edilir. H toplamsal grubunda
Ot+ta=a+a=—=a=0

olacagindan, 0 = a = 0 duir.

(17) Dagilma 6zelliginin ifadesi ve toplamsal ters eleman tanimin-
dan

r(—y)+ay = z((~y)+y) =20 = 0, zy+a(~y) = 2(y+(~y)) =20 =0

oldugu goriiliir. Boylece, —(zy) = z(—y) dir. (—z)y = —(xy) oldugu,
benzer bicimde kanitlanir.

(74¢) Bundan 6nceki sikkin dogrudan sonucudur:

(=2)(=y) = (=(=2))y = zy.

() @y —2) = x(y + (=2)) = 2y + 2(=2) = ay + (—(22)) =
xy —xz. (x —y)z = vz — yz oldugu da benzer gekilde goriiliir.

(v) s tizerinde tiimevarimla kanitlanir.

(vi) r lizerinde tiimevarimla kanitlanir.

n tane
(vii) x(y+---+y) ifadesine (v) uygulanirsa, z(ny) = n(zy)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (vi) kullanilarak, (nz)y = n(xy) oldugu
goriiliir.
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(vidi) Yi_y 2 = a ve Y5_, y; = bolsun. (v) ve (vi) kullanlarak,

r

<i21xi><ilyj> - <2 w)b = 3" (2)

= > () = D)
(S ) = a(Xu) = X (o)
- i((éx»yj) - i(é(:ciyj))
oldugu goriiliir. .

Daha once toplamsal gruplara ornek olarak gosterdigimiz pek cok
say1 kiimesinin ¢arpma iglemi de hesaba katilinca birer halka olugturdu-
gunu Ornek 1’de gordiik. Sayi kiimeleri gibi, daha énce karsilagtigimiz
toplamsal gruplardan pek ¢ogunun toplama iglemi yaninda bir ¢arpma
islemine de sahip olduklarina dikkat ettiniz mi? Agagida sunacagimiz
halka orneklerinin seciminde bu husus goz oniine alinmigtir.

Ornek 2. R™ ", matris toplami ve matris carpimi ile bir halkadir. O

Ornek 3. Her n > 2 icin < Z,,+ > nin devirli, dolayisiyla,
degismeli grup oldugunu daha once gordik. < Z,, - > genelde bir grup
degildir, fakat birlesme 0zelligine sahiptir. Ayrica, < Z,,+, - >’da sol
ve sag dagilma oOzelliklerinin bulundugu kolayca goriilebilir. Gergekte
bu, < Z,+,- >’da sag ve sol dagilma ozelliklerinden goriilebilir. Or-
negin, x,y,z € Z, i¢in Z iginde sol dagilma ozelligi ile z(y + z) =
xy + xz dir. Bolme algoritmasinda boliim ve kalanin tek tiirli belirli
olmasindan, Z,, i¢inde de ayn esitlik z(y + 2) = xy+ z2z gegerlidir, yani
sol dagilma oOzelligi vardir. Sonug olarak, < Z,,+,- > bir halkadir. O

Ornek 4. Uciincii boliimde Ornek 3.4'te, H = Sla, b] nin toplamsal
Abel grubu oldugunu gérmiigtiik. Simdi, f,g € Sla,b] icin fg yi 0yle
tanimlayalim: fg(z) = f(x)g(z) , = € [a,b]. Kolayca goriilebilir ki
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Sla, b], daha 6nce tanimlanmig olan toplama ve simdi tanimladigimiz
carpma iglemi ile bir halka olur. O

Bu boliimiin ikinci teoremi, halkalarda hesap yaparken biiyik ko-
laylik saglayan Binom Teoremi olacaktir. Bu baglamda, k£ ve n tam-
sayllar, 0 < k <mnise,0!=1vehern>1icinn!=n-(n—1)---2-1

. . n n n!
olmak tizere binom katsayisi ( I ) nin, ( i | = Eoom olarak

tanimlandigini animsayiniz. Binom katsayilarinin temel 6zelliklerini bir
onermede toplayalim:

Onerme 1. k ven tamsaylar, 0 < k < n olsun. Bu takdirde,

o (3)=(u%)

i (&) (i) =(001):

(i) (Z’) bir pozitif tamsayidar.

(iv) p bir asal sayr ve 0 < k < p ise, p | (Z)

Kanit. (/) Tamimin dogrudan sonucudur.

(#7) Tamm kullanilarak

n n _ n! n!
)T g1 ) T Eeeer T GED ek

_ (k+1)n! + (n—k)n!
= & D! (nR)! T kL) (nk)!

 tm! . (yy [ n+1
T D (R T R R\ k41 )

(i7i)) n = 0 ve n = 1 igin iddianin dogrulugu aciktir. n {ize-
rinde timevarim uygulayahm. n > 1 ve iddia n icin dogru olsun.
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0<k<n+1alalim. Eger k =n + 1 ise,

(11)-(220)

dir. Eger k < n+ 1 ise, k < n dir ve (i) den

n+11\ n n
()= 08+
olur. ( ) ( I ) her ikisi de pozitif tamsay1 oldugundan,

k —
) da bir pozitif tamsayidir.

(iv) pbirasal sayive 0 < k < pise, 1,2,---.k sayilarindan

k
> bir tamsay1

—1,
her biri p ile aralarinda asaldir. Diger yandan, ( Z

oldugundan,

( p ) —_p = D-(p=k=1)
L Bk P iock-0k

ifadesi, p | ( Z ) oldugunu gosterir. .

H bir halka; a € H, n € N ve 0 < k < n ise, (Z)aileamn
n katin1 gosterdigimizi; yani n a=a+ --- +a oldugunu
k g g ) y 9 k - g

(z)kez

Teorem 2 (Binom Teoremi). H, bir halka; n € N; z .,y € H
ve xy = yx olsun. Bu takdirde,

(z+y)" = Zn: ( L )w’“y”"“

anlmsayinilz.

olur.
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Kanit. Teoremin n = 1 i¢in dogrulugu aciktir ve kanit, tiimevarim
la yapilabilir. n > 1 ve iddia n icin dogru olsun. Bu takdirde,

(@ +y)" =@ +y)r+y"=(r+y) Xn: ( Z )xky""“

k=0

S (1) (1 e
k=0 k=0

olur. Boylece zy = yz oldugu ve Onerme 1(74) kullamlarak,

—1
(.’L‘ + y)n—H — xn—l—l +nz ( Z )xk—klyn—k + i ( Z )xkyn—k—H + yn+1
k=0 ’ k=1
" n n
:xn—i-l +Z[< o1 ) 4 ( . >]xkyn—k+l +yn+1
k=1
_ % ( n+1 )xkynﬂ—k
k=0 k

ile teoremin 7 + 1 icin de dogru oldugu goriliir. .

Gruplar icin altgrup kavrami tanimlandigi gibi, her cebirsel yapi i¢in
altcebirselyaps kavrami tanimlanabilir. Gruplar i¢in altgrup kavraminin
halkalar i¢in karsiligi althalka kavramidir.

Tanim 3. H bir halka, A C H olsun. Eger H nin ikili iglemleri
A tizerinde de ikili iglem oluyor ve bu ikili iglemler ile A kendisi de bir
halka oluyor ise, A ya H nin bir althalkast denir. O

Bir altkiimenin althalka olup olmadigini arastirirken tanimdaki tiim
kogullara bakmaya gerek olmadigi agiktir. Asagidaki teorem, hangi
kosullara bakilacagini belirtmektedir.
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Teorem 3. H bir halka ve A C H olsun. A nwn, H nin bir althal-
kast olmast i¢in gerek ve yeter kosullar,
(1) 0e A (1)) v,ye A = z—y€ A ve zyc A

olmasidar.

Kanit. Eger A , H nin althalkasi ise, (i) ve (i) nin saglanacagi
aciktir. Simdi, (i) ve (ii) nin saglandigim varsayalim. Onerme 4.1 den,
< A,+ > nn bir toplamsal Abel grubu oldugu goriiliir. Ayrica, (i7)
den dolayi, ¢arpma iglemi, A tizerinde bir ikili iglem indirger ve Tanim
2 deki (h.2) ve (h.3) kosullar1 H i¢in saglandigindan, A i¢in de saglanir.
Boylece, H nin islemleri ile, A kendisi de bir halka, dolayisiyla, H nin
bir althalkasidir. .

Ornek 5. Her H halkas: icin {0} ve H, H nin althalkalaridir. O
Ornek 6. H = R"" icin altiicgensel matrislerden olusan

A={la;] e R™": 1<i,j <nveherj>iicn a;; =0},
H nin bir althalkasidir. O

Ornek 7. Her n > 1 icin nZ = {nk : k € z}, Z nin bir al-
thalkasidir. O

Ornek 8. A= {f € 8[0,1] : f(0) = 0}, S[0,1] in bir althalkasidur.
O

Okuyucu, ahstirmalarda daha ¢ok halka ve althalka ¢rnekleri bula-
caktir.

Halka kavramini yeni 6grenenlerin en ¢ok hata yaptiklar: hususlar-
dan biri, her H halkasin1 bir ¢arpimsal grup kabul etmeleridir. Bir
H halkasi i¢in < H,- > nin ¢arpimsal grup olmasi gerekmez. Ciinkii,
< H,- > nin birim eleman1 dahi bulunmayabilir.

Tanim 4. < H,+,- > halkas1 verilmis olsun. Eger < H,- >
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nin degigme 6zelligi varsa, H halkasina degismeli halka denir. Benzer
sekilde, eger < H, - > nin birim elemani varsa, H halkasina birimli halka
denir. Eger H birimli halka ise, < H,- > nin birim elemanina H nin
birim elemans denir ve bu eleman, 15 ya da sadece 1 ile gosterilir. O

Birimli bir halkanin birim elemaninin tek tiirli belirli oldugunu bili-
yoruz(Bak. Teorem 2.2). Birimli bir halkanin bir elemam carpma
islemine gore (halka i¢inde) tersinir olmayabilir; ancak, tersinir bir ele-
manin tersi tek tiirli belirlidir(Bak. Teorem 2.3). Bir halkanin toplama
islemine gore her elemani tersinir oldugu igin, birimli bir halkanin ter-
sinir eleman(lar)1 denince, ¢arpma iglemine gore tersinir elemanlari
anlagilir.

Ornek 9. 7 halkasi, birimli ve degismeli bir halkadir; Z nin tersinir
elemanlari, —1 ve 1 den ibarettir. Her n > 2 i¢in Z,, halkasi, birimli ve
degismeli bir halkadir; Z,, nin tersinir elemanlari, Z; 1 olustururlar. Q,
R ve C halkalarinin tersinir elemanlarinin kiimesi, sirasiyla, Q*, R* ve
C* dir. O

Yukaridaki 6rneklerle de uyumlu olarak birimli bir halkanin tersinir
elemanlarinin kiimesi H* ile gosterilir. H* 1n bir ¢carpimsal grup oldugu
aciktir.

Ornek 10. 2z, birimli olmayan bir degismeli halka ornegidir. R"*",
matris toplami ve matris ¢arpimi ile bir birimli halkadir. Bu halkanin
tersinir elemanlari, tersinir matrislerdir. Animsayalim ki bir matrisin
tersinir olmasi icin gerek ve yeter kogullardan biri, o matrisin determi-
nantinin sifirdan farkli olmasidir. R™*" halkasinin degismeli olmadigini
biliyoruz (Bak. Ornek 3.3). O

Ornek 11. Rasyonel katsayih polinomlarm kiimesi Qlz], reel kat-
say1li polinomlarin kiimesi R [z] ile gdsterilir. Bilinen toplama ve ¢carpma
islemleri ile Q[z] ve R[z], birimli degismeli halkalardir. Q[z] veya R|x]
in tersinir elemanlari, sifir olmayan sabit polinomlardir. Polinomlari,
en genel bigimiyle, 23, 24 ve 25 inci boliimlerde ele alacagiz. ]
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Uyar1 2. Birimli bir H halkasi iginde, 1 = 0y ise, Teorem 1(7)
den kolayca goriilebilecegi iizere, her v € H icin v = 1y = 20y = Oy
dir. Dolayisiyla, bu durumda, H = {0y} olur. O
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