BOLUM 12

GRUP HOMOMORFIZMLERI

Bu bolimi bitirdiginizde,

e grup homomorfizmleri ve bazi 06zellikleri
e cekirdek, gorinti kavramlara
e dogal homomorfizm

e izomorfizm teoremleri

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 12

GRUP HOMOMORFIZMLERI

Bu boliimde, gruplar i¢in izomorfizm kavraminin genellegtirilmesi
olarak kabul edilebilecek homomorfizm kavramin ele aliyoruz. Bu kav-
ramin, izomorfizm kavrami ile iligkisine ek olarak, boliim gruplar ile de
ne kadar iligkili oldugu bu boliimde goriilecektir.

Tanim 1. G ve G’ iki grup olmak iizere bir 0 : G — G’ fonksiyonu
verilmig olsun. Eger her z,y € G i¢in o(zy) = o(x)o(y) ise, o ya G den
G’ ye bir grup homomorfizmi (ya da kisaca bir homomorfizm) denir. O

Uyar: 1. Yukarida verilen tanimda, izomorfizm taniminda oldugu
gibi, G ve G’ gruplarmin her ikisinin de carpimsal gruplar oldugu
varsayllmigtir. Tanimdaki kogulun-ki bu kosula daha once oldugu gibi
islem koruma kosulu diyebiliriz- s6z konusu gruplarin ikili iglemlerine
gore uyarlanabilecegi agiktir. O

Her izomorfizmin bir homomorfizm olduguna; daha kesin bir ifadeyle,
izomorfizm denince bire-bir ve 6rten bir grup homomorfizmi anlagilmasi
gerektigine dikkat ediniz.

Analiz derslerinde karsilagtigimiz fonksiyonlardan bazilari grup ho-
momorfizmleridir.

Ornek 1. 0 : R* — R* | o(x) = |2| ile tammlanan mutlak deger
fonksiyonu bir grup homomorfizmidir. Ciinkii, mutlak deger fonksi-
yonunun temel Ozelliklerinden biri, her z,y € R i¢in |zy| = |z| |y
olmasidir ki bu, ¢ nin iglem koruyan bir fonksiyon oldugunu ifade eder.
Bu homomorfizmin 6rten olduguna dikkat ediniz. O
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Yeni ornekler vermeden once grup homomorfizmleri ile ilgili ¢ok
onemli iki kavram tanimlayacagiz:

Tanim 2. ¢ : G — G’ bir grup homomorfizmi ise, ¢/ € G’ birim
eleman olmak iizere, ¢ek (o) = {x € G : o(x) = ¢ } kiimesine ¢ nin
cekirdegi; gor (o) = {o(z) : = € G} kiimesine de o mn gorintisi
denir. O

Ornek 2. o : GL(n,R) — R*, o(A) = det (A) ile tammlanan
determinant fonksiyonunun iglem korudugu; yani her A, B € GL(n,R)
icin det(AB) = (det (A))(det (B)) oldugu bilindiginden, determinant
fonksiyonu bir grup homomorfizmidir. Determinant homomorfizmi icin
cek (0) = SL(n,R), gor (o) = R* dir. Ornek 1 deki o homomorfizmi
icin ¢ek (o) ={-1,1}; gor (o) =R™" dur. O

Ornek 3. Her n > 1 ve z € Z icin 2 in n ile boliinmesiyle elde edilen
kalan k € 7z, olmak iizere, o, :Z — Z, , o,(x) =k fonksiyonu
bir grup homomorfizmidir; ¢iinkii, her z,y € Z igin o,(z +y) =
on(x)+0,(y) dir. Buhomomorfizm i¢in ¢ek (0,) = nz, gor(o,) = Z,
dir. o, ye Z flizerinde (mod n) indirgeme homomorfizmi denir. O

Onerme 1. 0: G — G vev: G — G" grup homomorfizmleri
ise, yoo : G — G" de grup homomorfizmidir.

Kanit. v o ¢ nin iglem korudugunu gostermek yeter. z,y € G icin
voo(zy) =7(o(zy)) = y(o(z)o(y))

= (y(o(x))(v(a(y)) = (yoo(z))(yoo(y)). .

Dolaysiz toplamlar da bazi homomorfizmlerin ortaya ¢ikmasina yol
acar.

Tanim 3. G4,...,G, gruplar ve G = G; & --- ® G,, olsun. Her
=1,...,ni¢inm; : G — G, , 7i(x1,...,x,) = z; ile tanimlanan
fonksiyona, G nin, j—inci bilegenine zdistumii denir. O
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Onerme 2. Gy, ..., G, gruplar ve G =G, & --- @& G,
ise, her j =1, ... ,n idgin G nin, j—inci bilesenine izdusimi, ;,
bir orten grup homomorfizmidir. Ayrica, her j =1, ... ,n icin bir
grup homomorfizmi f; : G' — G, wverilmisse, oyle tek tirli belirli
bir grup homomorfizmi f: G —> G bulunur ki her j =1, ... ,n
igin mjo f = f; dir.

Kanit. Her j =1, ... ,n i¢in m; nin bir érten homomorfizm
oldugu, kamt gerektirmeyecek kadar agiktir. Eger her 7 =1, ... |n
icin f;: G — G, grup homomorfizmi verilmisse,

f:G — G, fr) = (filz), f2(2), - s ful(2))
ile tamimlanan f fonksiyonu bir homomorfizm olur ve her j =1, ... |n
icin mjo f=f; dir. .

Dolaysiz toplamlarin Onerme 2'de verilen ozelligi, belirleyici bir
ozelliktir. Soyle ki eger G, G4, ... , G, gruplariseveher 7 =1, ... ,n
icin bir grup homomorfizmi f; : G' — G verildiginde ;o0 f = f;,
1 < 7 < n olacak bicimde tek tiirlii belirli bir grup homomorfizmi
f:G" — G bulunabiliyorsa, bu takdirde, G 2 G; & --- & G, dir.

Uyar1 2. Iki grup arasinda bir homomorfizmden soz ederken bu
homomorfizmin her geyden once bir fonksiyon olmasi gerektigini un-
utmayiniz. Ornegin, 7/3% bolim grubundan, bagka bir gruba bir
homomorfizm, f : z/3Z — @G, tammlanirken her egkiime n + 37
icin f(n + 3%) yi n cinsinden tanimlamaya ¢alismak dogaldir ve pek
yaygindir. Ancak, bu durumda f(n + 3Z) nin temsilci se¢iminden
bagimsiz olarak tek tiirlii belirli oldugundan emin olmak gerekir. Bagka
bir deyigle, n + 3z = k + 3Z olunca f(n + 32) = f(k + 3Z) olmaldir.
O

Ornek 4. 7/37Z grubundan 7 ye f(n + 3z) = 3n ile bir homo-
morfizm tamimlanmaya caligildigini diigiinelim. Burada

f((n+3z)+ (m+32)) = f((n+m)+32) =3(n+m)
=3n+3m = f(n+32)+ f(m+3Z)
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esitligi saglanir; ancak, baglangicta sozii edilen esitlik, bir fonksiyon ta-
mimlamagz; ¢linkii, 24+3%Z = 5+ 3% oldugu halde, f(24+3Z) =3-2=6
ve f(5+3Z) =3-5=15olup f(2+3Z) # f(5+ 3z) dir. O

Ornek 4’te oldugu gibi, verilen bir esitlikle bir f fonksiyonu tammlan-
maya c¢alisilir ve f, fonksiyon olmazsa, f, iyi tanimle degil denir. Bir
f fonksiyonu tamimlanmaya caligilirken f nin iyi tanimli oldugundan
emin olunmalidir. Tanim bolgesinde a = b ise, f(a) = f(b) olmahdur.

Ornek 5. G bir grup, N < (G ise,
n :G— G/N |, dy(z)=aN

ile tamimlanan dy, bir 6rten grup homomorfizmidir. Gergekten, oy iyi
tanimhdir ve z, y € G i¢in dy (zy) = (zy)N = (xN)(yN) = on(z)0n (y)
dir. Ayrica, dy nin orten oldugu ve ¢ek (dn) = N oldugu agiktir. O

Tamm 4. Ornek 5’te tanimlanan dy ye G den G /N boliim grubuna
dogal homomorfizm denir. O

Kugkusuz, G ve G’ gibi iki grup i¢in, G den G’ ye grup homomorfizmi
olmayan fonksiyonlar da vardir.

Ornek 6. f: R — R, f(z) = 2241 ile tammlanan f fonksiyonu
islem korumaz: f(1+3) = f(4) = 17; f(1)- f(3) = 2-10 = 20. Bu
nedenle, f, bir grup homomorfizmi degildir. O

Grup homomorfizmleri ile ilgili temel 6zellikleri bir teorem olarak
ifade etmek istiyoruz. Bunun i¢in agsagidaki gosterimler ¢ok yararh
olacaktur.

o : G — G’ bir grup homomorfizmi, H C G ve K C G’ olsun. Bu
takdirde, c(H) = {o(a) :a € H} , oK) ={a € G :0(a) € K}
olarak tammlanir. o(H) C G’ ve 07 }(K) C G olduguna dikkat ediniz.
b€ G igin 07 ({b}) yerine o1 (b) yazacagiz. Boylece, gir (o) = o(G)
dir ve G’ niin birim eleman: €’ olmak iizere, ¢ek (o) = o~ *(¢') diir.
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Teorem 1. o : G — G' bir grup homomorfizmi, H < G,
K < G'; e € Guveeée € G birim elemanlar, x € G olsun. Bu
takdirde,

(1) ole)=¢€ dir

it) Hern € 7 i¢in o(x™) = (o(x))™ dir.
i) o(H) <G veo Y(K)< G dir

iw) H QG ise, o(H) <o

v) K<G ise, o Y (K) <G dir.
vi) ¢ek (o) <G dir.

vii) o '(o(x)) ve ¢ek (o) mn kardinaliteleri egittir.

ix) o izomorfizmdir <= o(G) = G' ve ¢ek (o) = {e} dir.
x) |H|=m ise, |o(H)|, m yi béler.

xi) x| =n ise, |o(x)|, n yi biler.

xit) H devirli ise, o(H) de devirlidir.

(

(

(

(

(

(

(viii) o bire-birdir <= ¢ek (o) = {e} dir.
(

(

(

(

(xiti) H Abel grubu ise, o(H) de Abel grubudur.

Kanit. Sadece (iv), (v) ve (vii) yi kamtlayip diger giklarin kani-
tin1 okuyucuya ahgtirma olarak birakiyoruz. Bu kamtlar genelde gok
kolaydir. Ornegin, (i) ve (i¢) nin kaniti izomorfizmlerle ilgili Teorem
9.3’te verilen kanitin aynisidir. H < G olsun. o(H) < o(G) oldugunu
gormek kolaydir. x € o(G) ve y € o(H) herhangi elemanlar ise,
o(a) = z ve o(b) = y olacak bigimde a € G ve b € H vardir. H I G
oldugundan, aba=' € H dir. Bu nedenle, 2yz~! = o(a)o(b)o(a)™?
o(aba™t) € o(H); boylece, her z € o(G) i¢in z(c(H))z™' C o(H)
oldugu ve sonug olarak, o(H) < o(G) oldugu goriliir. Bu, (iv) yi
kanmitlar. K < G’ olsun. ¢7'(K) < G oldugunu gostermek kolaydir.
g€ G@veac€ o (K)ise o(a) € K, o(g) € G dir. K <G
oldugundan, o(gag™') = o(g)o(a)o(g~') € K; boylece, her g € G
igin g(c™'(K))g™' C o7 (K), yani o7 (K) < G oldugu goriiliir.
Bu, (v) yi kamtlar. (viz) nin kamti i¢in, f : o7 '(o(z)) —¢ek (o),
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z — f(z) = 27!z fonksiyonunu diigiinelim. Her 2 € o '(o(z)) i¢in
o(z) = o(z), o(x7'z) = € ve dolayisiyla, f(z) = x7'2 € ¢ek (0)
dir. Diger yandan, f(z1) = f(2) < 2712y = 272 <= 21 = »
oldugundan, f, iyi tanimli ve bire-birdir. Her a € ¢ek (o) igin o(a) = €/,
o(za) = o(z) oldugundan, xa € o~ (o(x)) ve dolayisiyla, f(za) = a
dir. Bu, f nin drten oldugunu gosterir. O halde, o~ (o(x)) ve ¢ek (o)
nin kardinaliteleri egittir. .

Uyar1 3. Teorem 1 in (xdi) inci sikky, bir devirli grubun her homo-
morf goriintiisiiniin de yine bir devirli grup oldugunu ifade eder. Bu
baglamda, bir devirli gruptan herhangi bir gruba taniml bir grup ho-
momorfizmi, o devirli grubun iireteci iizerindeki etkisiyle tamamen be-
lirlenir. Gergekten, G =< x > bir devirli grup ve ¢ : G — G’ bir grup
homomorfizmi ise, G nin her elemani #*, k € 7, biciminde oldugundan
ve o(a*) = o(z)* oldugundan, o y1 bilmek i¢in o(z) i bilmek yeterlidir.
O

Ornek 7. Zg dan Zi5 e tiim grup homomorfizmlerini belirleyelim.
Bu tiir bir homomorfizm ¢ : Zg — Z15, 0(1) = a ile tamamen be-
lirlenir. Lagrange Teoremi ve Teorem 1(z7) ye gbre, a min mertebesi
hem 15 i hem de 6 y1, yani (15,6) = 3 i bolmelidir. Bagka bir deyisle,
la| = 1 veya |a|] = 3 olabilir. Bu ozellige sahip elemanlar, 0, 5 ve 10
dur; ve bu elemanlarin her biri Zg dan Z5 e bir homomorfizm verir. O

Ornek 8. Z19 den Zg ya tiim orten homomorfizmleri bulalim.
Onceki 6rnekte oldugu gibi, o : Z, —> Zg, o(1) = a mmn drten bir grup
homomorfizmi olmasi i¢in |o(1)| = 6, yani o(1), Zg nin bir ireteci ol-
malidir. Dolayisiyla, o(1) =1 veya o(1) = 5 olmalidir. Bu degerlerden
her biri Z15 den Zg ya bir orten grup homomorfizmi verir. O

Grup homomorfizmleri ve boliim gruplar1 arasindaki iligkiden daha
once de soz etmis ve Ornek 5’te her boliim grubu ile ilgili bir dogal ho-
momorfizm bulundugunu gormiistiik. Bu baglamda verecegimiz agagi-
daki sonuc¢, Homomorfizmlerin Temel Teoremi olarak da isimlendirilir.

Teorem 2 (Birinci Izomorfizm Teoremi). o : G — G bir grup
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homomorfizmi ve ¢ek (o) = Cise, 5 : G/C — o(G), d(x() = o(x)
ile tamimlanan donigim, bir izomorfizmdir ve béoylece, G/C = o(G)
dur.

Kanit. Teorem 1(vi)'de, ¢ < G oldugu gorildiigiinden, G/C
boliim grubu tanmimhdir. Ayrica,
10=yC=yve (=oy'z)=¢
= o(z) =o(y) = 5(zC) =5(y0)
oldugundan, & iyi tanimhdir. Buna ek olarak; z,y € G icin
d((z0)(y Q) = o((zy)C) = o(zy) = o(z)o(y) = (xC)a(y0);
G(x0)=5(y() = o(x) = o(y) = o(zx) 'o(y) =¢
— oz ly)=¢ =1 lye C=2C=yC

dir. Bunlar, & nin bire-bir bir homomorfizm oldugunu kanitlar. ¢ nin
orten oldugu aciktir. .

Teorem 2’de verilen durum, genellikle agagidaki gibi bir cizelge tize-
rinde Ozetlenir:

G " o (@)

G/¢

Bu ¢izelgede 6 0 §¢ = o oldugundan, ¢izelge komiitatiftir (veya degisme
ozelligine sahiptir) denir.

Teorem 2 yi uygulayabilecegimiz standart orneklerden biri agagida-
dir:

Ornek 9. Ornek 3’te tanimlanan (mod n) indirgeme homomorfizmi
icin, ¢ek (0,) = nZ ve 0,(7) = Z, oldugundan, Birinci Izomorfizm
Teoremi’ne gore Z/nZ = 7, olur. O
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Bu boliimii gruplarla ilgili iki izomorfizm teoremiyle kapatacagiz.
G bir grup, H < G ve N < G ise, HU N nin bir altgrup olmasi
gerekmedigini biliyoruz. H U N nin G iginde iirettigi altgrubu H vV N
ile gosterecegiz. Once, bu durumu iceren bir sonug verecegiz.

Onerme 3. G bir grup, H < G ve N < G ise, HYN = HN = NH
ve HNN < H dir. Eger ek olarak, H de G nin normal altgrubu ise,
HN < G dir.

Kanmit. HN < G oldugunu gosterirsek, H V N = HN oldugu
kanitlanmig olur; ¢linkii, G nin H U N yi kapsayan her altgrubu HN
vi kapsar. e = ee € HN oldugu aciktir. Simdi, h,hy € H ve n,ny € N
alalim. Bu takdirde, N < G oldugundan, hy'nhy, hn='h~' € N dir ve
boylece,

(hn)(hiny) = (hhy)(hy'nhing) , (k)™ =n~'h=' = =Y (hn~'h™")

ifadelerinden de goriildiigii iizere (hn)(hini), (hn)~t € HN dir. O
halde, HN < G ve sonuc olarak, H V N = HN dir. Ayrica, her
h € Hven € N igin hn = (hnh™')h € NH ve nh = h(h~'nh) € HN
oldugundan, HN = NH dir. HNN < H oldugunu gormek i¢in h € H
vea € H N N alahm. Bu takdirde, H < G oldugundan, hah™' € H
ve N < G oldugundan, hah~! € N dir. Dolayisiyla, hah™' € HN N
dir. Son olarak, H <G ve N < G ise, her v € G, h € H ve n € N icin

z(hn)x~ ' = (zha ') (znz ') € HN

olur ki bu, HN < G oldugunu gosterir. .

Teorem 3 (ikinci Izomorfizm Teoremi). G bir grup, H < G
ve N QG ise, HN/N = H/HN N dir.

Kanit. Onerme 3 ten, HN < Gve HNN < H dir. N <G
oldugundan, N < HN dir. Simdi, h € H ve n € N igin o(hn) =
h(H N N) ile tammlanan 0 : HN — H/H N N fonksiyonunu ele
alalm: h,hy € H ve n,n; € N icin

hn=hing = hi'h=nmn' € HNN
= h(HNN)=h(HNN)= o(hn) =oc(hin;)
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oldugundan, o iyi tanimhdir. Ayrica, h,hy € H ve n,ny, € N icin
o((hn)(hin)) = o () (hi 'nhani)) = (Al )(H N N)
= (h(HNN))(hi(HNN)) =0c(hn)o(hin)
oldugundan, ¢ bir grup homomorfizmidir. ¢ nin 6rten oldugu agiktir ve

¢ek (o) = N oldugu kolayca gosterilebilir. Birinci Izomorfizim Teoremi,
HN/N = H/H N N oldugunu gosterir. .

Teorem 3’te, G bir toplamsal grup ise, HN yerine H + N yazilir ve
sozil edilen izomorfizm, (H + N)/N =2 H/H N N bigimini alir.

Ornek 10. G =74, H=<4>, N =< 10> icin H+N =< 2 >,
HNN=<20>ve

<2>/<10>=(H+N)/N=H/(HNN)=<4>/<20>%>74
tir. O

Teorem 4 (ﬂgiincii Izomorfizm Teoremi). G bir grup, H < G,
K 9 G ve K < H olsun. Bu takdirde, K < H ve H/K < G/K olur
ve ayrica, (G/K)/(H/K) = G/H dir.

Kanit. Varsayimlar altinda, K < H ve H/K < G/K oldugu agikar
oldugundan; teoremde sozii edilen izomorfizmi kanitlamamiz yeterli ola-
caktir. Bunun i¢in, 0 : G — (G/K)/(H/K), o(z) = (zK)(H/K)

olarak tanimlansin. ¢ nin orten oldugu, ve z,y € G icin
o(zy) = ((zy) K)(H/K) = ((zK)(yK))(H/K)
= [(@K)(H/K)][(yK)(H/K)] = o(z)o(y)

oldugu agiktir. Béylece, o nin bir homomorfizm oldugu goriiliir. Ayrica,
cek (0) = H oldugunu gormek kolaydir. Birinci Izomorfizm Teo-
remi'nden, G/H = (G/K)/(H/K) elde edilir. .

Ornek 11. G = Z, H = 27, K = 6% olsun. Bu takdirde,
G/H = 7/2z, HIK = 27/6%, G/K = 7/6z, (G/K)/(H/K) =
G/H =17/27 = 7.5 dir. O
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