BOLUM 10

DOLAYSIZ CARPIMLAR

Bu bolimi bitirdiginizde,

e dig dolaysiz c¢arpim, dig dolaysiz toplam
e dig dolaysiz toplamla ilgili bazi d6zellikler
e Gin Kalan Teoremi

e i¢ dolaysiz carpim

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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DOLAYSIZ CARPIMLAR

Bilinen gruplardan yeni bir grup olusturmanin dogal yollarindan
biri, bunlarin kartezyen ¢arpimini diigiinmektir.

Gy, Gy, . .., G, gruplar verilmis olsun. Her ¢ = 1,2,..., n i¢in i-inci
bilegeni GG; icinde olan sirali n-lilerden olusan kiimeyi G ®G,®- - - DG,
ile gosterecegiz:

Gl@G2®@Gn:{(91792779n) glele ]-SZSH}

Gl D GQ DD Gn nin iki elemani (917927 s 7gn)7 (9/179/27 s 797/1)
icin

(91,92, 90) (91, G55 - -, 0) = (9191, G295, - - -, 9nls)

tanimlanirsa, Gi @G ®- - - DG, icinde bir ikili islem elde edilir. Burada,
¢:g; niin, G; nin ikili iglemine gore hesaplanacag agiktir. Bu ikili igleme
gore G1BGL®- - -B G, nin birlesme o6zelligine sahip oldugu; eger her bir
i=1,2,...,n i¢in G; nin birim eleman e; ise, (e, e, ..., €,) nin de
G1®G2®- - -®G,, nin birim elemani oldugu ve ayrica, G1®G®- - DG,
nin her elemaninin tersinir oldugu, kolayca goriilebilir. Dolayisiyla, bu
ikili iglemle, G1®G2®- - -B G, bir gruptur. Bunlarin kanitini okuyucuya
aligtirma olarak birakiyoruz.

Tanim 1. Gi G, @ --- d G, ye G1,Go,...,G, gruplarinin dis
dolaysiz ¢arpima (veya dis dolaysiz toplama) denir. O

Ornek 1. 7, ® 75 = {(0,0), (0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}. Bu,
mertebesi 6 olan bir Abel grubudur. Bu grup i¢inde (1, 1) in iirettigi
devirli altgrup,
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< (1,1) >={(0,0),(1,1),(0,2), (1,0), (0, 1), (1,2)}

Zo @ 73 in tamamidir. O halde, Z, & Z3 bir devirli gruptur ve Zg ya
izomorftur. O

Ornek 2. 7, ® Z, = {(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)}. Bu, mertebesi
4 olan bir gruptur. Bu grubun, birim elemam (0,0) diginda her ele-
maninin mertebesi 2 dir. Daha 6nce bu gruba izomorf olan bir grupla
kargilagtiniz m1? Hangi grup? |

Dig dolaysiz ¢arpim, ¢arpanlarinin ortak ozelliklerinden pek ¢ogunu
tasir. Ornegin, carpanlardan her biri Abel grubu ise, dolaysiz ¢arpim
da Abel grubudur(Bak. Alstirma 1). Bu baglamda, kolayca kanitlana-
bilecek bir 6nerme sudur:

Onerme 1. Gi,...,G, ve GY,...,G gruplar; G =G, ®---® G,
ve G* = G @ - ® G, olsun. Eger her j =1,...,n i¢in G; = G ise,
G = G* dir.

Kamit. Her j =1,...,n i¢in Gj; ile G} arasindaki izomorfizm f; ol-
sun. Bu takdirde, f : G — G*, f(z1,...,2,) = (fi(z1),. .., fu(zn))
doniigimi G den G* a bir izomorfizm olur. .

Agagidaki teoremde dig dolaysiz ¢arpimin bir elemaninin mertebe-
sinin o elemanin bilegenlerinin mertebeleri ile tamamen belirlendigini
gorecegiz.

Teorem 1. Gy,...,G, gruplar, g; € G;, 1 < 1 < n olsun. Bu
takdirde,

(©) (g1,---s9n)| sonludur <= her bir |g;| sonludur.

(13) Her bir |g;| sonlu ise, |(g1,--.,gn)| = okek(|g1l,- -, |gnl) dir.
Kanit. (gi,...,¢g,) nin mertebesi ¢ ise, her i = 1,...,n i¢in G; nin
birim elemani e; olmak {izere, (g1,...,9,) = (¢¢,..., %) = (e1,...,¢€n)

ve boylece, gt = ¢;, 1 < i < n, olur. Bu, her bir g; nin mertebesinin
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sonlu oldugunu gosterir. Ek olarak, bu durumda her bir g; nin mer-
tebesinin ¢ yi boldiigii gorilmektedir. Karsit olarak, her bir g; nin
mertebesinin sonlu oldugunu kabul edelim ve s = okek{|gi],...,|9n|}
alalim. Bu takdirde, her i = 1,...,n i¢in g = ¢; ve (g1,...,9,)° =
(g7,...,95) = (e1,...,ey) olacagindan, (gi,. .., g,) nin mertebesi t < s
sonlu olur. Kanitin birinci kisminin sonunda goriildiigii tizere, bu du-
rumda, her ¢ = 1,...,n icin |g;| | t. Dolaywsiyla, s | ¢, s < t olur.
Sonug olarak, s =t dir. .

Ornek 3. z 3 7Z1o nin mertebesi 6 olan tiim elemanlarini bulmaya
calisalm. (a,b) € Z3 ® Z15 ve |(a,b)| = 6 ise, {i¢ durum s6z konusudur:

la|=1ve [b|] =6; |a] =3 ve [b| =2; |a] =3 ve |b] = 6.

(Ja| = 2 yiveya |b] = 4 ii nigin diigiinmedik?). Birinci durum, yani
la| =1 ve |b] = 6 hali i¢in tam 2 segenek vardir (¢(6) = 2). Ikinci
durum, yani |a| = 3 ve [b|] = 2 hali i¢in de tam 2 secenek vardir

(¢(3) - (2) = 2). Ugiincii durum, yani |a| = 3 ve |b| = 6 hali icin tam
4 segenek vardir (p(3) - ¢(6) = 4). Boylece, Z3 @ Z15 iginde mertebesi
6 olan tam 8 eleman vardir. a

Ornek 4. Onceki ornekte, Zs3 @ Z2 nin mertebesi 6 olan tiim ele-
manlarinin sayisini 8 olarak belirledik. Bundan yararlanarak, Zs @ Z 2
nin mertebesi 6 olan devirli altgruplarinin sayisini da belirleyebiliriz.
Gergekten, mertebesi 6 olan her devirli grubun tam ¢(6) = 2 tane
iireteci bulundugunu biliyoruz. Dolayisiyla, Z3 @ Z15 nin mertebesi 6
olan 8 tane elemani 6yle dort tane ayrik ikililere ayrilabilir ki her bir ik-
ilinin her bir eleman1 ayni devirli alt grubu {iretir. Sonug olarak, Z3®Z -
grubunun, mertebesi 6 olan devirli altgruplarinin sayis;, —= = & =4

6) — 2
tur.

G ®--- &G, dig dolaysiz carpiminda her bir GG; grubu Abel grubu
ise, G1 @ -+ ® G, de bir Abel grubudur. Yukaridaki érneklerden de
anlagilacagi tizere, her bir G; devirli olsa dahi G| & --- & G,, devirli
olmayabilir. Agagidaki teorem ve onun sonucu, G; @ --- @& G, nin ne
zaman devirli olacagim (sonlu gruplar icin) belirler.



DOLAYSIZ (ARPIMLAR 5

Teorem 2. Gy ve Gy sonlu devirli gruplar olsun. Bu takdirde,
G1 ® Gy nin devirli olmasu igin gerek ve yeter kosul, |G1| ve |Gs| nin
aralarimda asal olmasidir.

Kanit. Gy ve G5 sonlu devirli gruplar; G; = < x1 >, Gy = < 15 >,
|G1| = my ve |G| = my olsun. Boylece, |G1 @G| = myms olur. Once,
G1®Gy nin devirli oldugunu, Gy ®Gs = < (a1, a2) >; a1 € Gy, as € Gy
kabul edelim. O zaman, mymsy = |G1®G2| = |(a1, az)| = okek(|ay|, |az|)
olur. Diger yandan, Lagrange Teoremi’nin ii¢iincii sonucuna gore, |a |
say1st my ive |ag| sayist da my yi boldiiginden, mymy = okek(|ay|, |as])
sayist okek(mq, msy) yi boler. Bu, sadece okek(my, my) = mymsy olunca
ve bu esitlik de m; ve msy aralarinda asal olunca miimkiindiir. Karsit
olarak, yukaridaki gosterimle, m; ve my aralarinda asal ise,

(21, 22)| = okek(|x1], |x2]) = okek(mi, ma) = mimy
olacagindan, G; & Gy = < (1, x9) > olur. .
Sonug 1. Gy,...,G, sonlu devirli gruplar olsun. G1&---® G, nin

devirli grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her i # j icin |G| ile |G|
nin aralarnda asal olmasidar.

Kanit. n tizerinde tiimevarim. "

Sonug 2. ny,...,nE € N; n=mnq---ng olsun. Bu takdirde,
Ly =Ly @ B Ly, < heri##jicin (n,n;)=1
dir.

Kanit. Sonug 1 ve Ornek 9.4 ten goriiliir. Cin Kalan Teoremi’nin
kanitina da bakiniz. .

Ornek 5. Yukandaki sonuctan yararlanarak su izomorfizmlerin
varligini gozlemleyebiliriz:
Ly ® L3 = L,

Lo @ Ly DLy =Le DLy =Ly D Lo = Zo D Zis = L. a
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Teorem 3(Cin Kalan Teoremi). ny,...,ny ikiser ikiser arala-
rinda asal olan dogal sayilar ve aq,. .., ar herhangi tamsaylar ise, oyle
bir x tamsayist vardwr ki her i = 1,...,k i¢in x = a; (mod n;) dir.

Ayrica, n = ny---ng olmak tzere, burada soézi edilen x tamsayist n
modunda tek turlu belirlidir.

Kanit. n = ny---n; olsun. Her z € Z, ve her i« = 1,...,k icin
r =x; (mod n;) , x; € Z,, olmak iizere

fIZn — an@“‘@an s f(l'):(l'l,,l'k)

tamimlayalim. f iyi tamimh bir fonksiyondur. Eger x,y € Z, ve
f(z) = f(y) ise, o zaman, her i = 1,...,k icin x = y (mod n;) olur.
ny, ..., N, sayilari ikiger ikiger aralarinda asal oldugundan, bu durumda
z =y (mod n); yani Z,, i¢ginde z = y olur. O halde, f fonksiyonu bire-
birdir. Diger yandan, |Z,| = |Zy,, ®- - -®Z,, | oldugundan, f fonksiyonu
orten olmak zorundadir. Dolayisiyla, her (by,...,bx) € Zyp, -+ D Zy,
icin 6yle z € 7, vardir ki, f(z) = (by,...,b) dir. Simdi, her i =
1,...,k i¢in a; = b; (mod n;), b; € Zy,, olsun ve f(x) = (by,...,bx)
olan bir x € Z, secelim. Bu =z, istenilenleri saglar. Eger y tamsayisi
da her i = 1,...,k i¢in y = a; (mod n;) denkliklerini sagliyorsa, her
i=1,....,k i¢in y = x (mod n;) olur. ny,...,n; sayilan ikiger ikiger
aralarinda asal oldugundan, y = z (mod n) olur. Bu, iddianin son
kismini kanitlar. .

(Cin Kalan Teoremi’nin yukarida verilen kanitinda, x tamsayisinin
varhigi gosterilmekle beraber nasil bulunacagi hususunda bir fikir yok-
tur. Bu tiir kamitlara insaci olmayan kanmt denir. Cesitli kaynaklarda,
(in Kalan Teoremi’nin ingact kanitlarini bulmak mimkiindiir. Genel-
likle, x tamsayis1 goyle bulunur: Her ¢ = 1,...,k i¢in s; = ;- tamm-
lanirsa, s; ve n; sayilar1 aralarinda asal oldugundan s;t; = 1 (mod n;)
olacak sekilde bir ¢; € Z,,, bulunur. z = sytja; + - - - + sitrar tamsayisi
istenilenleri saglar.

Ornek 6. ()yle bir z tamsayis1 bulalim ki, 5, 8 ve 11 sayilar ile
boliiniince, sirasiyla, 3, 2 ve 7 kalanlarini versin. Kongruans gosterimi
ile, 6yle bir x tamsayisi isteniyor ki = 3 (mod 5), = = 2 (mod 8),
x =7 (mod 11) olsun. Cin Kalan Teoremi'ndeki gosterimlerle, a; = 3,
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ay = 2, a3 =T ven, =5, ny =8, nyg = 11 dir. Onceki paragrafta
verilenler dogrultusunda, n = 440, s; = 88, sy = 55, s3 = 40 tir ve
deneme yanilma yoluyla dahi t; = 2, ¢, = 7, t3 = 8 alabilecegimizi
goriiriiz. Boylece,

r=88-2-3455-7-2440-8-7 =528+ 770+ 2240 = 3538

say1st istenilenleri saglar. Istenilen 6zellikte en kiiciik pozitif  tamsayist
nedir? O

Dig dolaysiz carpim ile bir takim gruplar yan yana getirilerek yeni bir
grup olusturulmaktadir. Bu noktada, gruplarin dig dolaysiz carpimini
tamsayilarin carpimina benzeterek, “acaba verilen bir tamsayiy1 asal
carpanlarina ayirdigimiz gibi, verilen bir grubu da yapis1 daha iyi bili-
nen bazi gruplarin dig dolaysiz carpimi olarak ifade edebilir miyiz, ya
da boyle bir dig dolaysiz carpima izomorf oldugunu gosterebilir miyiz?”
sorusu sorulabilir. Bu sorunun yaniti, en azindan sonlu Abel gru-
plart i¢in, olumludur (Bak. Boélim 11). Bu baglamda, G bir grup
ve Hy, ..., H, onun altgruplari ise,

tamimlayalim. H --- H,, kiimesi, G' nin sadece bir altkiimesidir; altgrup
olmasi gerekmez. Ancak, altgrup oldugu durumlar da vardir.

Ornek 7. Ss iin Hy = {1,(1 2)}, Hy = {1, (1 3)} altgruplan icin
HiHy ={1,(12),(13),(12)(13)}={,(12),(13),(132)}
olur ve HiH, , 83 iin bir altgrubu degildir(Neden?). O

Ornek 8. z5, = {1,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, 31,35} grubu igin-
de, H, = {1,13,25}, Ho = {1,17)}, H; = {1,19} icin

H\H, = {1,5,13,17,25,29}, HyH; = {1,17,19, 35},
H\H,Hy = {1,5,7,11,13,17,19,23,25,29, 31, 35}

olur. Burada Hy N Hy = HiHyN Hy = {1} ve H HyHy = 7%, olduguna
dikkat ediniz. O

Ornek 9. S; grubu icinde, H, = {1,(1 2)}, H, = {1,(1 3)} ve



8 BOLUM 10

Hj; = {1,(2 3)} altgruplar ahnirsa,
H H,={,(12),(13),(132)} , HyH;={1,(13),(23),(132)},
H HyHy = {1,(12),(13),(23),(123),(132)}
olur. Burada H,Hy, £ 83, HiHyH3; = 83 olduguna dikkat ediniz. O

Tanim 2. G bir grup; Hy, ..., H, onun altgruplari olsun. Asagidaki
ic kogul saglanmiyorsa, G grubu Hy, ..., H, altgruplarinin i¢ dolaysiz
carpimadir denir ve G = Hy X --- x H,, vyazilir:

(idg.1) G =H, - H,.
(1d§2) Her ¢ 7éj, hz S Hz: h] S HJ 19111 hzh] = h]hz dir.
(id¢.3) Heri=1,...,n—1i¢in (Hy--- H;)NH;y; = {e} dir. O

Ornek 10. Z%g nin Ornek 8'de verilen H,, H,, Hj; altgruplar i¢in
Z;G = H1H2H3; her ¢ 7£ j, hz S Hi, h,j S Hj 1(}111 hzhj = h]hl ve ek
olarak (HlﬂHg) = (Hng)ﬂHy, = {1} Oldugundan, Z;G = H1XH2><H3
tir. O

Ornek 11. S; iin Ornek 9’da verilen H,, Hy, H3 altgruplar icin
ilk kosul olan 83 = Hy HyHj kosulu saglanmakla beraber, (1 2)(2 3) =
(123), (23)(12)=(132)den goriildiigii tizere Tamim 2 nin ikinci
kosulu saglanmamaktadir. Bu nedenle, S3 # H; x Hy x Hj tiir. O

Gozlem 1. ig dolaysiz carpim tanimindaki (id¢ . 3) kogulu agagidaki
kosulla degistirilebilir:

(idg.3’) Her i = 1,...,ni¢in (Hy---H; 1H;yy--- H,) N H; = {e}
dir.

Bagka bir deyisle, G = H; x --- x H,, olmasi icin, tanimdaki kosullar
yerine, (idg.1), (idg.2) ve (idg.3”) kosullarinin saglanmasi gerekli ve
yeterlidir. Gergekten, G = Hy X - -+ x H,, ise, (idg.3”) niin saglandigini
gormek icin, h; € H; olmak tlizere hy---h;_1h;i1---h, = h; olmasi
durumunda, (idg.2) kullanilarak

hn = hply o hiihiZy - hithy = hit - hiyhahidly - by
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ifadesinden h,, € (H; - - - H,_1)NH, olacagindan, h,, = e oldugu goriiliir.
Ayni diiglince tekrarlanmak suretiyle h, ; = --- = h;;y = h; = €
oldugu goriiliir. (idg.1), (idg.2) ve (idg.3’) saglamyorsa, (idg.3)
iin saglandigini gormek kolaydir:

(Hl .. 'Hi—l) NH; C (Hl - 'Hi—lHi—l—l o Hn) NH; = {6} .

Gozlem 2. Eger G = Hy x --- x H, ise, (idg.2) kosulundan
dolayr, Hy---H, = Hyuy--+Hyp) oldugu goz ontine alinarak, her
o €8, icin G = Hyqy X -+ - X Hyyy dir. O

Gozlem 3. G = H,; x---x H, ve 1 < k < n olmak iizere, herhangi
bir k 1(;111 Hk = Hlm X oo X Hkr ise,

G=H; X - X Hg 1 X Hg XX H, xHgq X+ X Hy

olur. Bunu kanitlarken, Gozlem 2 yi kullanarak & = 1 kabul ede-
bilirsiniz. O

Ic dolaysiz carpimda, bir grup ve onun alt gruplar1 s6z konusudur.
Bununla beraber, asagida goriilecegi iizere, her i¢ dolaysiz carpim, bir
dig dolaysiz ¢arpima izomorftur. Teorem 4 iin kanitini incelerken, bu
izomorfizmde, Tanim 2 nin ikinci ve ti¢lincii kogullarinin ne denli 6nemli
rolleri olduguna dikkat ediniz.

Teorem 4. G bir grup; Hi,... ,H, onun altgruplar: olsun. Eger
G, bu altgruplarinn i¢ dolaysiz ¢carpims, yant G = Hy x --- x H, ise,
G =2 H & ---®H, dir.

Kamit. ¢: Hy & --- & H, — G s0yle tanimlansin:
(I)(hl,...,hn) :hlhn .

Once ® nin bire-bir oldugunu gosterelim. Eger h;, k; € H;,1 < 1 <n
olmak iizere, ®(hy,..., h,) = ®(ky,..., ky), yani hy---h, = ky---ky,
ise, her i = 1,...,n i¢in h; = k; oldugunu gostermeliyiz. h; # k; olan i
ler bulundugunu farz edelim ve bunlardan en biiyiigii j olsun:

1<j<mn, hj #kj ve heri> jicgin h; = k;.
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O zaman, j > 2 dir ve
hyooihy=Fki-ky=>hy-hj=Fk -k
> kj_l_l oo k‘g_lkl_lhl oo hj—l = k‘jhj_l
dir. (idg.2) kogulu kullanilarak; érnegin, ky (ki ")hy = (ki 'hy)ky !,
ks '(ky DYhy = (ki "hy)ks™, ks '(ky Dha = (ko 'hy)ks™" ve benzeri
esitliklerle, yukaridaki son egitlik
(k' ha) (k3 " ha) -+ (kja ™ hyon) = hyhy ™!

olarak yazilabilir. Bu egitligin sol ve sag yanlar1 degerlendirilirse, kjhj_l
in (Hy ...H;_1)NH; kesisimine ait oldugu goriiliir. Tanim 2 nin {iciincii
kogulu (idg.3) e gore, kjhj_l =e, hj =k; olmas: gerekir. Bu celigki,
her ¢« = 1,...,n igin h; = k; olmas1 gerektigini ve dolayisiyla, & nin
bire-bir oldugunu goésterir. ® nin 6rten oldugu, (idg.1) den hemen
goriiliir. Ayrica, her (hy,..., hy), (k1,...,k,) € H & ---&® H, i¢in

O((h,... k) (K1, kn)) = D(hikr, ..., hokn) = hakihoks - - hykn

dir ve (id¢.2) den; ¢ # j, h; € H;, k; € H; olunca hk; = kjh;
oldugundan,

D((hyy. .. hy) k1, ... ky)) = hikihoks -+ - hyky = hihg - - - hpkiks -+ - Ky,
— (b(hl, hQ, ey hn)q)(kl, k2, ey kn)

dir. Bu, ® nin bir izomorfizm oldugunu gosterir ve kanit1 tamamlar. =

ig dolaysiz carpim ve dig dolaysiz carpim arasinda yukaridaki teo-

remde verilen onemli bagintiya ragmen, bu iki kavramin yapisal olarak

birbirinden ¢ok farkli oldugunu unutmamak gerekir. Dig dolaysiz car-
pim1 diigiiniilen gruplar herhangi gruplar olabilir: G4,...,G,.

G1 G2 Gn
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i(; dolaysiz carpimi diigiiniilen gruplarin ise belli bir G grubunun Tanim
2 deki kogullar1 saglayan altgruplari olmasi gerekir:

G bir grup; H < K, K < G ise, Tamim 2 daha basit bir goriiniim
alir: G = H x K olmasi i¢in
(idg.1)G = HK, (idg.2)h € H,k € K = hk = kh, (idg.3)HNK = {e}

kosullar1 gerekli ve yeterlidir.

Ornek 12. Toplamsal grup C icinde, H = {a : a € R} ve
K = {bi : b € R} altgruplarim alahm. Yukaridaki sirayla, H + K =
{a+bi:a,b e R} =C, he H ke K = h+k=Fk+hve
HN K = {0} oldugundan, C = H x K dur. O
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