BOLUM 7

ESKUMELER - LAGRANGE TEOREMI

Bu bolimi bitirdiginizde,

e bir grubun bir altkiimesinin sol ve sag egkiimeleri
e bir grubun bir altgrubunun sol ve sag esgkiimeleri
e cgkiimelere parcgalanig ve indeks kavrami

e Lagrange Teoremi ve bazi uygulamalari

e bir devirli grubun altgruplari, altgruplar kafesi

e Fermat’in Kigik Teoreminin grup kuramsal kaniti

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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ESKUMELER - LAGRANGE TEOREMI

Bu boliimde, gruplarla ilgili aragtirmalarda en giiclii araclardan biri
olan esgkume kavramini sunacagiz ve bu kavram yardimiyla sonlu gru-
plar kuraminin en 6nemli teoremi olan Lagrange Teoremi'ni kanitlaya-
cagiz. Esgkiime kavrami, ilk kez 1830’larda, E. Galois tarafindan kul-
lanilmigtir.

Tanim 1. G bir grup, A C G ve z € GG olsun. Bu takdirde
rA={za:a€ A} ve Ax={axr:a€ A}

tammmlanir. xA kiimesine, A min, G i¢inde x tarafindan belirlenen sol
eskiimesi, Az kiimesine de A min, G icinde x tarafindan belirlenen sag
eskimesi denir. O

6rnek 1. G = D4, A= {tl, kl} IQIII dlA = {kQ,tl}, Ad1 = {kl,tg},
klA = {d3,d0}, Akl = {dl,dg} dir.

Eskiimelerle ilgili baz1 6zellikleri agagidaki onermede Ozetliyoruz:

Onerme 1. G bir grup; A, B C G;z,y € G olsun. Bu takdirde,

(i) eA=A (ii) x(yA) = (zy)A

(1ii) AC B<= zACuzB (iv) AC B<«= Ax C Bx
(v) A=B<=z2A=uB (vi) A= B <= Ax = Bx
(vii) |z A| = |A|.

Kanit. Sadece (ii7) ve (vii) yi kanitlayacagiz; diger gsiklarin kani-
tim1 okuyucuya birakacagiz. A C B ise, A C xB oldugu aciktir.
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Diger yandan, A C xB ise, 7! (zA) C 27! (2B), yani A C B oldugu
goriiliir. Bu, (i79) yi kamtlar. (vii) nin kanitina gelince; her a € A igin
f(a) = za olarak tanimlanan f : A — x A fonksiyonunu diigiinelim. f,
iyi tanimli, bire-bir ve 6rten bir fonksiyondur. Dolayisiyla, |z A| = |A]
dir. .

Bu boliimde daha ¢ok altgruplarin eskiimeleri ile ilgilenecegiz.

Ornek 2. G =D, , H = {dy, t,} icin H nin D, icindeki sol ve sag
eskiimeleri agagida listelenmistir:

doH = H = {do, t1} = t1 H ; Hdy = H = {dy, t1} = Ht;,

diH = {dy,dit1} = {dy,ke} = koH ; Hdy ={dy,k1} = Hky,

doH = {dy, dat1} = {do,ta} =toH ; Hdy = {ds,t2} = Hts,

dsH = {ds,dst;} = {d3,k1} = k1H ; Hdy ={ds,ko} = Hky. O

Ornek 3. G = S;, H = {1,(2 3)} i¢in H nin S; icindeki sol
eskiimeleri asagida listelenmistir:

H = {1,(23)} = (2 3)H,
(12)H = {(1 2), (1 2)(

2)(23)
(1 3)H = {(1 3), (1 3)(

)

23)} ={(12),(123)}=(123)H,
23)}={(13),(132)}

Il
=
w
>
=
O

Toplamsal gosterimde, xH yerine x + H, Hz yerine H + z yazila-
cagina dikkat ediniz.

Ornek 4. 7y, icinde H = {0, 4,8} in sol eskiimeleri asagida liste-
lenmistir:

0+H={0,4,8} =44+ H=8+H, 1+H={1,5,9y=5+H=9+H,
24+ H=1{2,6,10} =6+H =10+H, 3+ H={3,7,11} =7+ H=11+H.
Bu ornekte, her x € Z, i¢in v + H = H + x olduguna dikkat ediniz. O

Yukaridaki ornekler, altgruplarin eskiimelerinin baz 6zelliklerini yan-
sitmakta ve bazi sorular akla getirmektedir. Once, bir egkiimenin genelde
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bir altgrup olmadigini goriiyoruz. Bazi durumlarda, xtH = Hz, fakat
genelde, tH # Hux dir. Bazi durumlarda ise x # y oldugu halde
xH = yH dir. Bunlara ek olarak, bu orneklerde, bir altgrubun her-
hangi iki eskiimesinin ya ayrik ya da 6zdes oldugunu goriiyoruz. Bu
baglamda akla gelebilecek sorular sunlardir: Her altgrubun herhangi
iki egklimesi ya ayrik ya 6zdeg midir? Hangi kosullar altinda xH = yH
olur? Hangi kosullar altinda +H = Hx olur?

Bu sorularin bir kisminin yanit1 agagidaki onermemizde verilmekte-
dir.
Onerme 2. G bir grup, H < G ve z,y € G olsun. Bu takdirde,
(i) = €zxH, (it) *H=H <=z € H,
(i14) oH = yH < x € yH, (wv) xH=yH < y 'z € H,
(v) ya zH=yH wyada xHNyH=.

Kanit. (i) x=ze € zH.

(i) *H = H ise, x € xH = H dir. Karsit olarak, x € H ise,
'€ Holup zH C H ve z~'H C H dir. Ikinci kapsanma bagintisina
Onerme 1(i4) uygulanirsa, z(z~'H) C zH, yani H C zH elde edilir.
Sonug olarak, xtH = H dir.

(i4i) vH =yH ise, v € vH = yH dir. Karsit olarak, v € yH ise,
x =yh, h € H olur. Kanitladigimiz (i7) ve Onerme 1(i7) kullamlarak,
xH = (yh)H = y(hH) = yH elde edilir.

(iv) Onerme 1(ii), Onerme 1(v) ve kamtladigimz (1) ye gore
tH=yH <=y '(zH) =y '(yH) <= (y '2)H =H < y 'z € H.

(v) xHNyH # () varsayahm ve z € x HNyH alahm. Bu takdirde,
(1ii) den, zH = zH ve zH = yH ve sonug olarak, zH = yH olur. =

Kamtlamis oldugumuz 6nerme, yukarida sorulan sorular1 yanitladig:
gibi bagka 6nemli gergekleri de ifade etmektedir. Ozel olarak, (i) ve (v)
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den, H nin tiim sol eskiimelerinin G grubunun bir pargalanigini verdigi
sonucu ¢ikar. Gercekten, H nin G i¢indeki sol egkiimelerinin kiimesini

Sol(H)={zH: z€G}

xH

yH zH

G

ile gosterirsek, U xH = G dir ve zH # yH ise, xH NyH = () dir.

zeG

Onerme 2 deki ifadelerin sag eskiimeler i¢in benzerleri kolayca kanitla-
nabilir ve H nin G i¢indeki tiim sag egskiimelerinin de GG nin bir parcalanigini
verdigi goriilebilir. Biz tartigmalarimizi sol eskiimeler i¢in stirdiirecegiz;
elde edilen sonuclarin sag egkiimeler i¢in ne anlama geldigini diigiinmeyi
okuyucuya birakiyoruz.

Sol(H) nin, G nin bir pargalanigi oldugu gercegini iki sekilde deger-
lendirecegiz. Bunlardan birincisi, bu gercegi Onerme 1(wii) ile birlegtire-
rek yapilacaktir. G’ nin mertebesi, G nin parcalamsi olan Sol(H) igin-
deki altkiimelerinin (yani egkiimelerin) her birinin kardinalitesi hesa-
planip, bunlar toplanarak elde edilebilir. Her bir eskiimenin kardi-
nalitesi, H nin mertebesi ile ayni1 oldugundan, bu diisiince ile,

Gl = > |H[ = > [H| = |Sol(H)|-|H|

xHeSol(H) xHEeSol(H)
oldugu goriiliir.

Tanim 2. G bir grup, H < G olsun. H nin G igindeki tiim sol
eskiimelerinden olugan kiimenin kardinalitesi, H nin G i¢indeki indeksi
olarak adlandirilir ve (G : H) ile gosterilir: (G : H) = |Sol(H)|. O
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Bu tamimla birlikte, yukarida kanitlanmig olan sonucu soyle ifade
edebiliriz:

Teorem 1. G bir grup, H < G olsun. Bu takdirde,
G| =(G: H)-|H]

dir. ]

Eskiime kavrami ile kolayca elde ettigimiz bu teorem, sonlu gru-
plar icin diiglintildiigiinde, sonlu gruplar kuraminin en 6nemli teorem-
lerinden birini verir. Gercekten, eger G bir sonlu grup ise, (G : H)
ve |H| de sonlu olur. Teorem 1 in ifadesi, |H| nin |G| yi boldiigiinii
gosterir. Teorem 1 in dogrudan sonucu olmasina ragmen bu sonucu da
teorem olarak isimlendiriyoruz.

Teorem 2 (Lagrange Teoremi). G bir sonlu grup, H < G ise,
H nin mertebesi G nin mertebesini béler: |H| | |G].

Kanit. Teorem 1’de |G| sonlu olunca, (G : H) ve |H| de sonlu olur
ve

|G| = (G : H) - |H| ifadesi |H| nin |G| yi boldiigiinii gosterir. .

Teorem 6.2’de kanitlanan sonug, Lagrange Teoremi’nin sonlu devirli
gruplar i¢in ifadesini icermektedir. Teorem 6.2, mertebesi m olan bir G
devirli grubunun, d | m olan her d icin mertebesi d olan bir alt gruba
sahip oldugunu da ifade etmektedir. Lagrange Teoremi’'nin devirli gru-
plar icin karsiti olan bu sonug, herhangi bir grup icin gecerli degildir.
(N)rnegin, mertebesi 12 olan, ancak altgruplarinin higbirinin mertebesi
6 olmayan bir grup vardir (Bak. Algtirma 8.6).

Lagrange Teoremi'nin ne kadar giiclii bir teorem oldugu asagidaki
sonuclarindan da acikca goriilecektir.

Sonu¢ 1. G bir sonlu grup, x € G 1ise, x in mertebesi G nin
mertebesini boler: |z| | |G].
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Kanit. = € G i¢in |z| = | < > | oldugunu animsayiniz. .

Bu sonug yardimiyla, 6rnegin mertebesi 15 olan bir grup i¢cinde mer-
tebesi 6 olan bir eleman aramanin anlamsiz oldugunu goriiyoruz.

Sonug 2. Mertebesi bir asal sayr olan her grup bir devirli gruptur.

Kanit. |G| = p asal olsun. = € G\{e} alalim. | <z > | # 1 dir ve
| <z >|]||G|=p. Ohalde, | <z >|=pvedolayisiyla, <z >= G
dir. ]

Sonug 3. G bir sonlu grup, |G| = m ise, her x € G i¢in 2™ = e
dir.

Kamit. » € G, |z| = k olsun. Sonug 1 den, k | m. m = kd olsun.
Bu takdirde, 1™ = 2% = (2%)? = e¢? = ¢ olur. .

Sonug 4 (Fermat’in Kiigiik Teoremi). p bir asal say: ise, her
a €7 igin a’* =a (modp) dir.

Kanit. p asal, a € Z olsun. Bélme algoritmasi ile
a=pqg+r ; qre€Z , 0<r<p

ve dolayisiyla, a = r  (mod p) dir. Kanit igin 7 =r (mod p) oldu-
gunu gostermek yeter. Eger 7 = 0 ise bu dogrudur; r # 0 ise, r € Z;
olur ve |Z3| = ¢(p) = p — 1 oldugundan, Sonug 3 e gore, Z; icinde,
rP~t =1, v = r dir. O halde, 7» =7 (mod p) dir ve kanit biter. .

Gortildiigii gibi, ¢ok basit bir ifadeye sahip olan Fermat'in Kiigiik
Teoremi’nin Lagrange Teoremi kullanilarak yapilan yukaridaki ispati
da oldukca basittir. Ifadesi ve ispat1 bu denli basit olan bu teoremin,
sayilar kuraminda cok énemli uygulamalar: vardir. Ornegin, bu teorem,
bilgisayar destegi ile, verilen bir sayinin asal olup olmadigini arastirirken
kullanilmaktadir. Eger, n > 1 sayis1 i¢in @ # a (mod n) olacak
bicimde bir @ € Z varsa, o zaman n asal olamaz. n = 2%°7 — 1 sayis1
icin bu yapilmig ve 10" # 10 (mod n) oldugu goriilerek 27 — 1 in
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asal olmadigr kanitlanmigtir.

Lagrange Teoremi’nin onemi ve yarari, gruplar hakkindaki bilgiler-
imiz arttikca daha iyi anlasilacaktir. Bu teorem, bir sonlu grubun alt-
gruplarinin mertebelerine kisitlama getirmektedir. Boylece, bir sonlu
grubun altgruplarin belirlerken, eleman sayilarina bakarak, baz altkii-
mele ri bagtan tartigma dis1 tutabiliriz. Daha acik bir ifadeyle, eger bir
altkiimedeki eleman sayisi, grubun mertebesini bolmiiyorsa, o altkiime
bir altgrup olamaz.

Agagidaki 6rnekte, Dy iin altgruplar: aragtirilirken, bu grubun mer-
tebesi 8 ve onun bolenleri, 1,2, 4,8 den ibaret oldugundan, herhangi bir
altgrubun mertebesinin, 1,2, 4,8 sayilarindan biri olmasi gerektigi goz
ontine alinmaktadir.

Ornek 5. D, = {dy,dy,dy, ds,t1, s, ky, ko} nin altgruplarm be-
lirleyelim. Birim grup {dy} ve D, iin kendisi digindaki bir altgrubun
mertebesi ya 2 ya da 4 olacaktir. Mertebesi 2 olan alt gruplar Sonug
2 ye gore devirli gruplardir ve < dy >= {do,ds}, < t; >= {dp, 11},
<ty >= {dg,tg}, < ky >= {do,]ﬂ}, < ko >= {do,kz} den ibarettir.
Mertebesi 4 olan bir altgrubun dg ile birlikte ii¢ eleman icerecegine
dikkat ederek, D, iin mertebesi 4 olan altgruplarmin {do,ds,t;,t5},
{dg,dg,kl,kQ}, {dg,dl,dg,dg,} den ibaret oldugu gorulur D4 iin alt-
gruplar kafesi agagida verilmigtir.

D,

{d07d27t17t2} {d07 17d27d3} {d07d27k17k2

SN T

{do,t:1}  {do,t2} {do,do} {do, k1,}  {do, k2}

\/

{do} O
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Sol(H) nin G nin bir par¢alanigin olusturmasi gergeginin iki gekilde
degerlendirilecegini belirtmisg ve birincisinden Lagrange Teoremi'ni ve
ilgili sonuclar1 elde etmigtik. Ikincisi, denklik bagintilariyla iligki kur-
maktir. Her parcalanigin bir denklik bagintisina yol actigini animsaya-
lim ve G grubunun H altgrubu verildiginde, z,y € G igin

x Py y<—acH=yH

tamimlayalim. (g nin bir denklik bagintis1 oldugunu biliyoruz. Bu
denklik bagintisina gore denklik sinmiflari, H nin G igindeki sol egkiime-
lerinden ibarettir.

Simdi, ikili iglemlerle ilgili olarak Bolim 2’de tanimlanan denklik
siniflarina tasinabilme kavramini animsayalim ve su soruyu soralim:

Soru: G nin ikili islemi sol eskiimelere tasinabilir mi? Baska bir
ifade ile, (xH)(yH) = (zy)H tammlanmirsa, Sol(H) i¢inde bir ikili iglem
elde edilir mi?

Boliim 2 den biliyoruz ki yukaridaki sorunun yanitinin olumlu olmasi
icin gerek ve yeter kosul,

xH =aH, yH = bH = (2y)H = (ab)H (1)

olmasidir. Bu kogul, her zaman saglanmaz. Bu kosulu saglayan altgru-
plar ve ilgili hususlar, bir sonraki boliimiin konusu olacaktir.
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