BOLUM 3

GRUPLAR

Bu bolimi bitirdiginizde,

e grup kavrami

e degigmeli grup(Abel grubu) kavrami

e gruplarla ilgili gosterimler

e bazi grup Ornekleri

e gruplarda iglem tablosu ve oOzellikleri
e grup elemanlarinin tamsayi kuvvetleri

e gruplarin bazi temel ozellikleri

konularinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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Bir kiime tizerinde bir veya daha fazla ikili islem tanimlanmis ise,
bu ikili iglem(ler)le birlikte o kiimeye bir cebirsel yapr denir.

Soyut cebirin amaci, cebirsel yapilar: siniflandirarak ayni sinif igin-
deki cebirsel yapilarin, onlar1 olugturan kiime veya ikili iglemlerden
bagimsiz olarak, ortak ozelliklerini bulmak, sergilemek ve bu ozellikler-
den bazi sonuclar ¢ikarmaktir. Matematigin bu dalinin soyut cebir
olarak adlandirilmasinin nedeni budur. Sunu da belirtmek gerekir ki
ozel bir cebirsel yapidan s6z edilirken o cebirsel yapiy1 olusturan kiime
ile birlikte o kiime tizerindeki ikili iglem(ler)in ne oldugu, kugkuya yer
birakmayacak bigimde, bilinmelidir.

Bir K kiimesi ve onun iizerinde bir x ikili igleminden olusan ce-
birsel yapiyi, < K, * > ile gosterecegiz. Eger K iizerinde ikinci bir ikili
islem, o, varsa, K ve bu iki ikili islemden olusan yapiy1, < K, *,0 > ile
gosterecegiz.

< K, * > cebirsel yapisi ele alindiginda, “K iizerinde * ikili igleminin
(¢} ozelligi vardir” demek yerine, ¢cogu zaman, “< K, * > 1n (¢} ozelligi
vardir” deyimini kullanacagiz. C)rnegin, “< K, * >1n birlegme ozelligi
var” deyimi, “K iizerinde % igleminin birlesme 6zelligi var” deyimine
denktir.

Herhangi bir cebirsel yapidan soz edilirken o cebirsel yapiyr olug-
turan ikili iglemlerin ne oldugu, ayrica belirtmeye gerek olmayacak
bi¢imde acik ise, gosterim ve yazim kolayligi saglamak icin, sadece bu
cebirsel yapiy1 olusturan kiimenin zikredilmesiyle yetinilebilir. Ornegin,
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ileride goriilecegi gibi, “ Z halkasi ” denince < Z, +,. > anlagilir (Bu-
rada + ve . , bilinen toplama ve ¢arpma iglemleridir).

Bu boliimde ele alacagimiz grup kavrami, matematigin degisik alan-
larinda ortaya ¢ikan ve uygulanan bir kavramdir. On dokuzuncu yiizyi-
lin ilk yillarinda, E. Galois (1811-1832) ve N. Abel (1802-1829)" in ¢alig-
malari, bir polinom denkleminin ¢oziilebilirliginin ve koklerinin konu-
munun anlagilmasinda grup kavraminin esas oldugunu gostermigtir. F.
Klein (1849-1925)" in geometri konusundaki galigmalarinda da temel
kavram grup kavramidir. Bu ornekler ¢ogaltilabilir. Giiniimiizde, grup
kavraminin uygulama alani gittikce geniglemektedir. Teorik fizik ve
teorik kimyanin temel problemlerinin ¢éziimiinde grup kavrami kul-
lanilmaktadir.

Tanim 1. G bir kiime; *, G iizerinde bir ikili islem olsun. Eger
agagidaki ii¢ kogul saglaniyorsa, < G, * > bir gruptur denir:

(g.1) < G,* > 1n birlesme 6zelligi vardir.

(g.2) < G,* > 1n birim eleman1 vardir.

(g.3) G nin her elemani, % a gore tersinir.
Eger ek olarak

(g.4) < G,* > 1n degisme Ozelligi vardir.

kogulu saglanmiyorsa, < G,* >, degigmeli grup (ya da N. Abele atfen
Abel grubu ) adim alir. O

< G, * > bir grup ise, bu durumu bazen, “G kiimesi, * iglemine gore
bir gruptur 7 deyimi ile ifade edecegiz; eger, bu boliimiin baginda da
belirtildigi gibi, * igleminin ne oldugu aciksa, “< G, * >, bir gruptur”
deyimi yerine “G, bir gruptur 7 deyimi kullanilacaktir. Bir grubun
elemanlar1 denince, o grubu olugturan kiimenin elemanlar: anlagilir.

(g.2) kosulu, bir grubun birim elemaninin varhigini ifade eder. Boyle
bir elemanin, tek tiirli belirli oldugunu hatirlaymiz(Bak. Teorem 2.2).
(g.3) kosulu ise bir grubun her bir elemaninin tersinir oldugunu ifade
eder; tersinir bir elemanin tersinin, tek tiirli belirli oldugunu hatirlayi-
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niz(Bak. Teorem 2.3).

Ornek 1. G = {e,a} kiimesi iizerinde yandaki x| e]al
tablo ile tanimlanan ikili iglemi diigiinelim. Tanim cllela
1 deki (g.1), (g.2), (g.3) ve (g.4) kosullarinin allale

< G, x > i¢in tiimiiyle saglandigi kolayca goriilebilir.
Ornegin, < G,* > 1n birim eleman1 e dir; a nin tersi, yine a dir.
Boylece, < G, * >, bir degismeli gruptur. O

Ornek 2. Z, Q, R, C kiimelerinin her biri, bilinen toplama igle-
mine gore; Q* = Q\{0}, R* = R\{0} ve C* = C\{0} kiimelerinden her
biri, bilinen ¢arpma islemine gore, bir degigsmeli gruptur. < N, + >,
< Z,.> veya < Z\{0},. > dan higbiri grup degildir (Neden 7). O

Ornek 3. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere, girdileri R icinde
olan m x n matrislerden olugan R™*" kiimesi, matris toplama iglemine
gore bir degigsmeli gruptur. Benzer bicimde, Z™*", Q™*", C™*" de mat-
ris toplama iglemine gore Abel gruplaridir. Matrisler iizerinde ¢carpma
islemi de tanimli oldugu i¢in, carpimsal matris gruplari bulunabilecegini
diiginmek dogaldir. Matris ¢arpiminin, en azindan girdileri reel veya
karmagik sayilar olan matrisler icin, birlesme 6zelligine ve birim ele-
manina sahip oldugu bilinmektedir. Ancak, tersinir olmayan matrisler
vardir. R™*" icinde bir matrisin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul,
o matrisin determinantinin sifirdan farkl olmasidir. Her n > 1 i¢in

GL(n,R) ={A € R™": det A # 0},
SL(n,R) ={A € R™™: det A=1}

olarak tamimlanir. GL(n,R) ve SL(n,R) den her biri, matris ¢arp-
ma iglemine gore bir gruptur. Matris carpimi degigme 0zelligine sahip
olmadigindan, GL(n,R) ve SL(n,R) degismeli olmayan gruplardir.
GL(n,Q), GL(n,C), SL(n,Q) ve SL(n,C), i¢in de benzer tanimlar

verilir. O
Simdi de analizden bir 6rnek sunuyoruz:

Ornek 4. Bir [a,b] aralif1 iizerinde siirekli olan tiim (reel degerli)
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fonksiyonlarin kiimesi, S[a, b] ile gosterilsin. f, g € S[a,b] i¢in f + g,
(f+9)() = f(z)+g(z), z € [a,b]

ile tamimlanirsa, S[a,b] tizerinde bir ikili islem elde edilir. Bu ikili
iglemle birlikte, S[a, b], bir degigmeli gruptur. Bu grupta birim eleman,

0(z) =0,z € [a,b]
ile tammlanan sifir fonksiyonu; f € S[a, b] nin tersi,

(=) =—=(f(2)) , x € [a,b]
olarak tanimlanan — f fonksiyonudur. O

Bir grubun ikili iglemi icin * gosterimini kullanmak cogu durum-
larda elverigli olmamaktadir. Bu nedenle, gruplar hakkindaki genel
tartigmalarda, ikili iglem i¢in ¢arpimsal gosterim kullanmak adettendir.
Boylece, G iizerinde ikili islem olarak ¢carpma islemi diigtintiliir; a,b € G
icin (a, b) sirah ikilisine kargihk gelen eleman, a - b veya ab ile gosterilir
ve a ile b nin ¢arpum olarak adlandirlir. Ikili iglemi ¢arpma islemi olan
bir gruba carpimsal grup denir; bir carpimsal grubun birim elemani, 1

veya e ile, bir x elemaninn tersi, ! ile gosterilir.

Her ne kadar genel tartigmalarimizda carpimsal gosterim kullanila-
caksa da okuyucunun carpimsal gosterimde ifade edilmig sonuclar1 ko-
laylikla top- lamsal gosterime veya * gosterimine cevirebilecegini varsa-
yiyoruz. Aslinda, okuyucunun gruplar iizerindeki ¢aligmalarinin basla-
rinda bu dogrultudaki becerisini geligtirmek icin caba gostermesi ¢ok
yerinde olur. Ornegin, okuyucu; z,y € G icin z in tersi, ¢arpimsal
gosterimde z~!, toplamsal gosterimde (—z) ve * gosteriminde z’ ile
gosterildigine gore; carpimsal gosterimde

(xy) ™ =y~ 2™

ifadesinin, toplamsal gosterimde
—(z+y) = (—y) + (—=),
ve * gosteriminde ise

(xxy) =y xa
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bi¢imini alacagini gorebilmelidir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda, gruplarin bazi temel ozelliklerini
verecegiz.

Onerme 1. G bir grup; x,y,a,b € G olsun. Bu takdirde,
(i) ar=b<=x=0a""'d (ii) ya=b<=y="ba""
(tii) axr=ay= =1y (w) zb=yb= =1y

dur.
Kanit. (i) Grup tammindaki (g.1), (g.2) ve (g.3) kullanilarak,
ww=b=alar=a'b=cr=a"b= z=0a"'b
Benzer bicimde,
r=a"'b= ar = aa"'b = ax = eb = ax = b.
(13i) Burada da (i), (g.1), (g.2) ve (g.3) kullanilarak,

wa=ay<=r=alay<=r=cy<=1=1.
(13) ve (iv) iin kanitini, okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz. =

G bir grup; x,y € G olsun. ! = y oldugunu soyleyebilmek icin,
tanima gore, hem zy = e hem de yxr = e oldugunu bilmek gerekir.
Ancak, yukarida kanitladigimiz énerme, bu egitliklerden birinin yeterli
oldugu sonucunu verir.

Sonug 1. G bir grup; x,y € G olsun. Ejer xy = e veya yr = e ise,
' =y dir.

Kanit. zy = e ise, Onerme 1(i) den y = z7'e = 27 yz = e ise,

Onerme 1(i7) den y = ex™' = 2" dir. .

Sonug 2. Bir G grubunda birim elemanin tersi kendisidir, yani
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el =e dir.

Kanit. ec = e ye Sonug 1 uygulanirsa, e = e~ ! elde edilir. .

Sonug 3. G bir grup; x € G ise, (z7')"! = x tir.

1

Kanit. zz7! = e ye Sonug 1 uygulanirsa, (z71)~! = x elde edilir. =

Sonug 4. G bir grup; x,y € G ise, (vy) ' =y ta=t dir.

1 1 -1

=zrex = xxr = = €, yani
U= (y~lz71) dir. .

Kanit.  (zy)(y~'27") = a(yy ")~
(xy)(y~to~!) = e dir. Sonug 1 e gore (vy)~

Sonug 5. G bir grup; 1, %9, ..., T, € G, n > 2 olsun. Bu takdirde
(wle o xn)_l — x;l “ e x;lxl_l

dir.
Kanit. Sonug 4 ve tiimevarim. .

Sonug 6. G bir grup ise, her v € G ven € N i¢in (z")~! = (x7H)»
dir.

Kanit. Sonuc 5'te v = 21 = x5 = -+ = x, alinirsa, iddia edilen
esitlik elde edilir. .

Sonug 7. G bir sonlu grup (yani sonlu sayrda elemany olan bir grup)
ise, G nin her bir elemani, G nin islem tablosunun her bir satirinda ve
her bir stitununda tam bir kez bulunur.

Kanit. G = {ay,a9,...,a,} olsun. G nin iglem tablosunun bir
satirl, a € G olmak iizere

aa; , aas , ..., GG
elemanlarindan olugur. Simdi, Onerme 1(7ii) ye gore

aa; = aa; = Q; = a;
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oldugundan, G nin her bir eleman1 bu satirda en ¢ok bir kez bulunur.
Diger yandan, her a; € G i¢in a™ta; € G ve

a; = a(a'a;)

oldugundan, G nin her bir elemani her bir satirda en az bir kez bulunur.

Boylece, her bir eleman her bir satirda tam bir kez bulunur. Siitunlarla
ilgili iddia da benzer bicimde kanitlanir. .

Bu boliimii, bir carpimsal grubun elemanlarinin tamsay1 kuvvet-
lerini tanimlayarak kapatacagiz. Ikili islemi carpma islemi olan ve
birlesme 6zelligine sahip olan herhangi bir cebirsel yapi icinde bir el-
emanin pozitif kuvvetlerini Gozlem 1.1’de tamimlamistik. Dolayisiyla,
G bir (carpimsal) grup; z € G ve n € N ise,

tir. n tane elemanin carpiminin tanimina dontliirse, kuvvetlerin de tii-
mevarimsal olarak x! = z ve 2™ = (2"~ 1)z olarak tanimlandig1 goriiliir.
Pozitif tamsayilar icin verilmis olan bu tanim tiim tamsayilara soyle
genigletilebilir: 2° = e tanmimlanir ve eger m € Z , m < 0 ise,

rm = (:L.—l)—m

olarak tanimlanir.

Onerme 2. G bir carpimsal grup ise, her x € G ve m,n € Z i¢in
(i) @)™ = (a™) "t =27,
(i7) ™™ = g™t

(idi) (™" = &™ dir.

Kanit. (i) m = 0 igin iddianin dogru oldugu agikardir. m > 0
ise, 6nce yukaridaki tamm ve sonra Onerme 1 in altincr sonucu kul-
lamlarak, her z € G i¢gin z™™ = (z71)™ = (2™)~! oldugu goriiliir.
m < 0 ise, —m > 0 olup tamimdan ve kanitin ilk kismindan, z™ =
(x7H™™ = (xz7™)~L, dolayisiyla, (z™)~! = 2™ ve benzer sekilde,
(x7H™ = (z71)~Y)™™ = 7™ dir. Boylece, (z™)"! = (a7 1) = ™
oldugu goriliir.



GRUPLAR 9

(14) m > 0ven > 0 i¢in iddianin dogrulugu, Gézlem 2.1 den hemen
goriiliir. m = 0 veya n = 0 ise, iddianin dogru oldugu asikardir. Eger
m>0,n<0vem+n>0ise, —n > 0 olup (i) kullanilarak

Mt = (:L,m—l—nx—n)xn — xm—l—n(x—nxn) — xm—l—n.
Eger m > 0,n < 0vem+n < 0ise, —(m+n) > 0 olup (7) kullanilarak
g~ () (pmgn) = (p=(mHrgm)gn = g = 1 = g™ = ™,
m < 0, n > 0 olmas1 durumunda, iddia, m > 0,n < 0 durumuna benzer
bi¢imde kanitlanir. Eger m < 0, n < 0 ise,
Mt — (:L,—l)—m(z.—l)—n — (:L,—l)—(m—l—n) — pmAn
(#44) nin kanitim okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz. .
G bir toplamsal grup ise, G' nin birim eleman1 genellikle 0 ile goste-
rilir. Bu durumda, x € G icin x in tamsay1 katlar:
Ox=0 , lx=u;
her n>2 icin
nr=(n-lz+uzx
ve her m < 0 icin
mx = —m(—x)

olarak tanimlanir.
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