BOLUM 2

IKILI ISLEMLER

Bu bolimi bitirdiginizde,

ikili iglem, iglem tablosu

n modunda toplama ve ¢arpma igslemleri

birlegme ozelligi

degigme Ozelligi

birim eleman

bir elemanin tersi, tersinirlik

denklik siniflarina taginabilirlik, indirgenmig ikili iglem

konularinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 2

IKiLI ISLEMLER

Bir K kiimesi verilmis olsun. K {izerinde (veya K icinde) bir ikili
islem denince K nin herhangi iki elemanina yine K nin bir elemanini
karsilik getiren bir kural anlasilir.

Tanim 1. K bir kiime olsun. K x K dan K ya tanimh bir
x: KxK-—K |, (r,y) —zx*y

fonksiyonuna K icinde bir ikili islem denir. O

Boylece, K iginde bir ikili iglem, K x K nin her sirali ikilisi (z, y) ye
K nin bir ve yalniz bir x * y elemanim karsilik getirir. Yukarida oldugu
gibi, (x,y) swrali ikilisinin * ikili iglemi altindaki goriintiisiini, *(z,y)
ile degil de x % y ile gostermek daha elveriglidir.

En ¢ok bilinen ikili iglem 6rnekleri, tamsayilarin (ve reel sayilarin)
toplama, cikarma ve carpma iglemleridir. Boélme iglemi, tamsayilar
icinde bir ikili iglem degildir (Neden?).

Reel girdili 2x2 matrislerden olugsan R?*? (daha genel olarak, n x
n matrislerden olugan R™*") kiimesi i¢inde matris toplami ve matris
carpimi, ilging ikili iglem ornekleridir.

Tkili iglemlerle ilgili genel bilgileri sunarken, ikili iglemleri *, +, -,
e ve o gibi simgelerle gosterecegiz. Ayrica, bazen, ikili islem anlamina
gelmek iizere sadece islem sozcligiinii kullanacagiz.

Eger K kiimesi sonlu bir kiime ise, K iginde bir ikili iglem igin
bir islem tablosu tanimlanabilir ve bu tablo, s6z konusu ikili iglemi
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tamamen belirler. Bu tabloda, K nin her elemani i¢in bir satir ve bir
siitun vardir; x € K ya karsilik gelen satir ile y € K ya karsilik gelen
stitunun ortak elemani, x % y dir.

Ornek 1. K = {a,b,c} kiimesi

[*Jafb]c]

icinde
; allal|c|a
axa=a, a*xb=c¢, axc=a
’ ’ ’ blal|b]|b
bxa=a, bxb=b, bxc=0b,
clclalc
cxa=c, cxb=a, cxc=c
ile tanimlanan * igleminin tablosu yanda verilmistir. O

Bir ikili igsleme ait tabloda z * y yi bulmak icin, once ilk eleman1 x
olan satir bulunur ve bu satir boyunca ilk elemani y olan stituna kadar
ilerlenir; boylece ulasilan eleman, x * y dir.

Ayni K kiimesi tizerinde farkli ikili islemler tanimlanabilecegi agiktir.
Bir sonraki 6rnekte, yukarida ele alinan K = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde
yeni bir ikili islem verilmistir.

Ornek 2. K = {a,b,c} kiimesi [oJalb]c]
tizerinde yandaki tablo ile verilen ikili ajajaja
islem, Ornek 1 deki * isleminden farkhidir. bla|b|c
Zira, coa = a, fakat ¢ x a = ¢ dir. cllalc|b| g

Ornek 3. n € N, n > 2 olmak iizere, Z, = {0,1,2,...,n — 1}
kiimesini ele alalim. Bu kiime icinde, tamsayilarda bolme algoritmasini
kullanarak bir toplama, @ ve bir carpma, ©® islemi tanimlayacagiz.
x,y € Ly igin z+y ve x-y ye Z icinde bolme(n ile bélme) algoritmasini
uygulayalim:

r4+y=an+r,a €%, r€L, ; v-y=bn+s, bELZ, s€L,.

Bu durumda, r ve s, sirasiyla, x +vy ve x -y sayilar1 n ile boliindiigiinde
elde edilen en kiiciik negatif olmayan kalanlar olup tek tiirlii belirli
olduklarindan,

T@y=r ve TOY=s
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tamimlanirsa, Z,, icinde @ ve © ikili iglemleri elde edilir. Bu iglemle-
re, sirasiyla, n modunda toplama islemi ve n modunda carpma islems
denir. O

Ikili islemler arasinda baz1 6zelliklere sahip olan ve bu nedenle daha
cok onem kazanan ikili iglemler vardir. Simdi, bunlara 6rnekler verecegiz.

Tanim 2. K bir kiitme ve %, K iizerinde bir ikili iglem olsun. Eger
her z,y,z € K i¢in (x*y) xz = x % (y * z) ise, * isleminin birlesme
ozelligi vardir ( veya K mnin * iglemine gore birlesme 6zelligi vardir)
denir. O

Reel sayillarin toplama ve carpma iglemlerinin birlesme ozelligine
sahip oldugu bilinmektedir. Cikarma igleminin birlesme 6zelligi var
midir? Matris toplami ve matris carpimi, reel girdili matrisler tizerinde,
birlesme 6zelligine sahiptir.

Bir kiime tizerinde bir ikili iglemin birlesme 6zelligine sahip olup ol-
madigim anlamak, goriindiigii kadar kolay bir ig degildir. (")rnegin, n
elemanli bir kiime iizerinde bir ikili iglemin birlesme 6zelligini kontrol
etmek icin Tamim 2’de verilene benzer n? esitligi gerceklemek gerekir.
Neyse ki bilinen ikili iglemlerin ¢ogunun birlesme 6zelligine sahip olduk-
larini bagka vesilelerle biliyoruz!

Ornek 4. Z, icinde tamimlanan n modunda toplama ve carpma
islemlerinin birlesme 6zellikleri vardir. Gergekten, Z iginde toplama ve
carpma iglemlerinin birlesme 6zelligi bulundugundan, z,y, z € Z,, icin

(z+y)+z=a+y+2)=c+y+z ve (2y)z=2(yz)=ayz

dir. Buradan goriiliir ki (z@®y)®z ve x®(y®z) her ikisi de x+y+2z ninn
ile boliinmesiyle elde edilen en kii¢iik negatif olmayan kalandir. Benzer
sekilde, (x®@y) ®z ve x ® (y ® 2) her ikisi de zyz nin n ile boliinmesiyle
elde edilen en kiiciik negatif olmayan kalandir. Boylece, n modunda
toplama iglemi, & ve carpma islemi, ® nin birlesme 0Ozelligine sahip
oldugu goriiliir. O
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*, K tizerinde birlegsme 0zelligine sahip bir ikili iglem ise, x,y, 2z € K
icin (zxy)*z = x*(y*z) ifadelerindeki parantezler kaldirilarak x %y %z
den soz edilebilir. Daha genel olarak, n € N, n > 2 olmak iizere K nin
n tane elemani, xy, ... , T, icin x;*- - -xx,, timevarimla tanimlanabilir:

Ty ke kT gk Ty = (T %0 % Ty1) * Ty
Teorem 1. K bir kime ve x, K 1zerinde birlesme ézelligine

sahip bir ikili islem; n € N, n > 2, x,xy,...,2, € K olsun. Bu
takdirde,

(1) mx(xy % %Ty) =T kT * Ty k- %Iy
dir. Ayrica, 1 <nj; < -+ <ng_1 <n olan her ny,...,ng_1 i¢cin
(10) (y e n@py) ke k(T 41 % Tp) =Ty % % Ty
dir.
Kanit. (i) n = 1 icin kanitlanacak bir sey yoktur. n > 1 olsun
ve n den kiigiik her dogal say1 icin iddianin dogrulugunu varsayalim.

Bu takdirde, sirasiyla, yukaridaki tanim, birlesme 0zelligi, tiimevarim
hipotezi ve tekrar tanim kullanilarak

Tk (L% kmy) = k(T4 xTp_q)*Ty) = (Tx (% %2, 1)) %2y
= (T*@y ke kX 1) KTy = TRTY %+ % Tpy_1 % Ty
elde edilir.
(1) k =1 ig¢in ny = n olur ve iddianin dogru oldugu aciktir. k£ = 2
ve 1 < ny; <n olsun. Bu takdirde,
(T %k Ty )k (Tpya1 %o kL) = Ty % Lo % Ty

oldugu, n; lizerinde tiimevarimla kanitlanabilir. Gercekten, n; =1 ise,
iddia, (i) ile cakigir. ny > 1 olsun ve iddianin n; den kii¢iik her dogal
say1 icin dogru oldugunu varsayalim. O zaman tiimevarim hipotezi ve
(7) kullanilarak

(g %o x @y ) % (Tpygn %ok Tp)
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= ((z1 % * @y 1) % Ty ) ¥ (T %00 % Ty)

= (@1 %k Tn 1) * ((Tny) % (Ty 1 % -+ % T0))

= (L% kT, 1)k (Tpy ¥ Ty 1% % Ty) = Ty kLo -+ kT
elde edilir. Kanit, k iizerinde tiimevarimla tamamlanabilir(tamamlay1-
niz). .

Gozlem 1. K kiimesinin birlesme 6zelligine sahip ikili iglemi topla
ma iglemi ise, zy, ..., 2, nin toplami, 3 gosterimi ile
Bt T = T

bigiminde ifade edilir. Bu durumda, Teorem 1 deki (i) ve (ii), agagida-
gki bigimi alir:

zH (T 4+t = +x 4+ Ty,

(xl+"'+xn1)+"'+(xnk_1+1+"'+xn):x1+"'+xn-

Eger x1 = -+ = x, = x ise, x1,...,x, nin toplami, nx veya n - x ile
gosterilir:
n tane
nt =T+t = T

nz ifadesine x in n kati denir. Ayrica, Teorem 1 den yararlanilarak her
m,n € N ve x € K i¢in mx + nz = (m + n)z, m(nz) = (mn)z oldugu
goriiliir. K kiimesinin birlesme 6zelligine sahip ikili iglemi carpma iglemi
ise, 1, ..., T, nin carpimi, I gosterimi ile

Ty - Ty = [[iy 2
bigiminde ifade edilir. Bu durumda, Teorem 1 deki (i) ve (i7), asagidaki
bicimi alir:
o(z1 -+ T) = TT1 - T,
(@1 )+ (T o1+ Tn) =1+ Tpe

Eger xy =--- =z, = x ise, x1,...,x, nin carpimi z" ile gosterilir:
n ) ) ) n

n tane
n [ m

— — n
" =70 = [l x.



IKILI ISLEMLER 7

™ ye, x in n—inci kuvveti denir. Ayrica, Teorem 1 den yararlanilarak,
her myn € N ve z € K igin 2™z™ = 2™ | (2™)" = 2™ oldugu
goriiliir. O

Tanim 3. K bir kiime ve %, K iizerinde bir ikili iglem olsun. Eger
her z,y € K igin =y =y x*x ise, x igleminin degisme ozelligi vardir
denir. O

Reel sayilarin toplama ve carpma iglemlerinin degisme ozelligi vardir;
fakat, ¢cikarma igleminin degisme ozelligi yoktur. Reel girdili matrisler
icin matris toplama igleminin degigsme ozelligi vardir; fakat, matris
carpimi igleminin degigsme 0zelligi yoktur. Bu durumu, reel girdili 2x2
matrislerde kolayca gozlemleyebiliriz:

ool[vel=loo] - [velfoa]-[i el

Ornek 5. Z icindeki toplama ve ¢arpma iglemlerinin degigme 6zel-
liginden dolayi, Z,, i¢inde tanimlanan n modunda toplama ve carpma
islemlerinin de degigsme 6zelligi vardir. O

dur.

Ornek 6. A, bog olmayan bir kiime ve F(A), A dan A ya tanimh
tiim fonksiyonlardan olugan kiime olsun. Her f,g € F(A) igin f ile g
nin bileskesi, f o g,

(fog)(z)=flg(z) , z€A

ile tanimlanir. Boylece, F(A) i¢inde fonksiyon bilegimi denilen bir ikili
islem elde edilir. Bu ikili iglemin daima birlesme 6zelligi vardir; fakat
degisme 6zelligi yoktur. Gergekten f, g, h € F(A) ve x € A igin

((fog)oh)(x) = (fog)(h(zx)) = flg(h(z)))
= f((goh)(x)) = (folgeh))(r)

tir. Bununla beraber, A kiimesinin iki farkli elemani a ve b, a # b,
bulundugunu kabul edip f ve g yi 6yle segelim ki her z € Ai¢in f(z) = a
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ve g(x) = b olsun. O zaman, her z € A i¢in

(fog)x) = flg(x) = f(b) =a , (g0 f)x) =g(f(z)) =g(a) =0

olur ve bu, f o g # go f oldugunu gosterir. O

Sonlu bir kiime iizerinde bir ikili iglemin degisme ozelligine sahip
olup olmadigi, o iglemin tablosundan kolayca anlasilabilir. Ikili iglemin
islem tablosunun iist sol kosesi ile alt sag kogesini birlegtiren kosegeni
diiginiiniiz. Tkili islemin degigsme Ozelliginin var olmasi icin gerek ve
yeter kosul, tablonun bu kdsegene gore simetrik olmasidir. Ornek 1
ve Ornek 2’de verilen ikili islemlerin degisme 6zelligine sahip olup ol-
madigim tablolarina bakarak belirleyiniz.

K iizerinde birlesme ve degisme 0Ozelligine sahip bir carpma isglemi
varsa ve ri, ..., T, € Kise, [["", z; carpimi, carpanlarinin yazilig sirasina
bagh degildir. Bagka bir ifadeyle, 1,2,...,n sayilarinin herhangi bir
siralanisi jq, jo, ..., Jn iS€,

im1 T = Ty Ty - 2, = TI2
dir(Bak. Aligtirma 5).
Tanim 4. K bir kiitme ve %, K iizerinde bir ikili iglem olsun. Eger

her x € K icin e x x = © = x * e olacak bicimde bir e € K varsa , e ye
K nin * iglemine gore birim elemani denir. O

Ornek 2'de verilen ikili islem icin b, birim elemandir. Ornek 3'te
verilen @ iglemi i¢in 0, ® iglemi icin 1, birim elemandir.

Teorem 2. K bir kime ve x, K tzerinde bir ikili islem olsun. Bu
takdirde, K min birim elemans varsa, bir tanedir.

Kanit. e,¢/ € K, K nin birim elemanlar1 olsun. e birim eleman
oldugundan, e x ¢/ = ¢€’; € birim eleman oldugundan, e x ¢/ = e ve

boylece, e = €' diir. .

Reel sayilar kiimesinde toplama iglemine gore birim eleman, 0; carp-
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ma islemine gore birim eleman, 1 dir. R?*?’de toplama iglemine gore

01

dir. Ornek 6’da verilen ikili islem i¢in birim eleman, A dan A ya taniml
birim fonksiyon , 14: A — A, 14(x) = x tir.

.. 0 0 . . . 0
birim eleman, 0 o |i sarpma iglemine gore birim eleman,

Tanim 5. K bir kiime; %, K ilizerinde bir ikili islem ve z € K
olsun. K min * a gore birim elemani e varsa ve 2’ xx = e = xx 2’ olacak
bicimde bir z' elemam varsa, x’ ye x in * islemine gore tersi denir ve
bu durumda, x elemani K icinde * ikili iglemine gore tersinir elemandir
denir. O

Teorem 3. K bir kume; %, K tzerinde bir ikili islem ve x € K
olsun. K nin x islemine gore birlesme ozelligi ve birim elemam, e, var
olsun. Bu takdirde, x in K icinde tersi varsa, bir tanedir.

Kanit. e, K min birim elemani; 2/, 2" € K, her ikisi de x in tersi
olsun. Bu takdirde,

r=r'sxe=a"x(xx2")=(2'*xx)x2" =exa” =2

dUI' ]

Ornek 7. 7, icinde Ornek 3’te tammlanan n modunda toplama
islemine gore, her k£ € Z, elemaninin tersi vardir; 0 in tersi kendisi,
sifirdan farkli k£ € Z,, nin tersi, n — k dir. Bununla beraber, n modunda
carpma iglemine gore tersinir olmayan elemanlar vardir. (")rnegin, her
n € Z i¢in 0 1n n modunda carpma iglemine gore tersi yoktur; Z, icinde
2 elemaninin 4 modunda carpma iglemine gore tersi yoktur.

Reel sayilarda toplama iglemine gore her eleman tersinir; x reel
sayisinin toplama iglemine gore tersi, (—z) tir. Reel sayilarin ¢arpma
islemine gore, 0, tersinir degildir; ancak, 0 diginda her reel say1 tersinir;
sifirdan farkh bir = reel sayisinin ¢arpma iglemine gore tersi, 1/ tir. O

Simdi, onceki boliimiin temel kavramlarindan biri olan denklik ba-
gintigst kavrami ile bu boliimiin temel kavrami olan ikili islem kavrami
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arasindaki bir iligkiyi ele alacagiz.

K bir kiime; 3, K iizerinde bir denklik bagintisi ve %, K {izerinde
bir ikili islem olsun. Acaba x ikili isleminden yararlanarak, K nin 3
ya gore denklik siiflarindan olugsan K /f kiimesi iizerinde bir ikili
islem olusturabilir miyiz? Bu soruya yanit aragtirirken akla gelebilecek
uygulamalardan biri, belki de ilki; K/ {izerinde, [z]s, [y]s € K/B
icin

[z]5 ® [yls = [ yls (1)

ile bir e ikili igslemi tanimlamaga caligmak olacaktir. Asagida, Ornek
8'de goriilecegi gibi, K/ iizerinde boylece tanimlanan e, bazi durum-
larda bir ikili islem olur; ancak, bazi durumlarda ikili iglem olmaz.

(1) ile tammlanan e m K/@ iizerinde bir ikili iglem olmasi igin,
K/BxK/Bdan K/f ya bir fonksiyon olmasi; yani verilen her [z]s ve
[y]s i¢in bir ve yalmz bir [z]se[y]s bulunmasi gerektigini hatirlayiniz.
Bunun icin gerek ve yeter kosul, [z]g = [a]lz ve [y|g = [b]s olunca,
daima [z]z e [y]g = [a]s ® [b]s olmasidir. Baska bir deyigle, e in K/
icinde bir ikili islem olmasi igin gerek ve yeter kosul,

z,y,a,0 €K 5 xfa , ypb = (zxy)B(axb) (2)

olmasidir.

Tanim 6. K bir kiime; *, K {izerinde bir ikili islem ve 3, K {izerinde
bir denklik bagintisi olsun. Eger yukarida (1) ile tanim verilen o, K/3
tizerinde bir ikili islem olursa, bu takdirde, K tzerindeki = ikili islemi,
(B bagintisina gore denklik siniflarina tasinabilir veya K tizerindeki x
islemi, K/( iizerinde e islemini indirger denir. Bu durumda, e iglemine,
x dan indirgenmais ikili islem de denir. O

Tanim 6 dan 6nceki gozlemler, yeni deyimlerle soyle ifade edilebilir:
* igleminin 3 bagimtisina gore denklik simflarina taginabilmesi (veya
« 1 K/ tizerinde e y1 indirgemesi) igin gerek ve yeter kosul, (2)’de
verildigi gibi
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olmasidir.

Ornek 8. K = {0,1,2,3} kiimesi iizerinde

B =1(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(0,1),(1,0), (1,2), (2, 1), (0,2), (2,0)}

denklik bagintisi (gergekten denklik bagintisi

oldugunu gosteriniz) ile yandaki tablonun («Jo]1]2]3]
tamimladigi * ikili iglemini alahm. 3 ya gore 012|013
denklik siniflar: 111(2[0]3
210111213

0l =[1ls = [2]s = {0,1,2} , [3]s = {3
005 = [1]s = [2ls = {0,1,2} , BJs = {3} 8 EA RS R

ten ibarettir. Tablodan goriilebilecegi gibi
z,y,a,b € K 5 xfa,yBb = (r*xy)B(axb)
kosulu saglanmaktadir. Ornegin,
081 ,303igin 0x3=3,1x3=3ve (0%3)3(1*3)

tiir. Boylece, K iizerindeki * iglemi, § ya gore denklik siniflarina
taginabilir.

Denklik  siniflarin1 = yeniden isimlendirerek, I
Blg =1 ve [0z =[1]s = [2]s = O tanimlarsak, |
0e0=0,00e I=1.TeO0O=1ITelI =0 celde T1 T o

edilir. e in yanda verilen iglem tablosunu, * 1n
yukaridaki islem tablosu ile karsilagtirimiz. Yorumunuz nedir? O
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