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17.6 DUZGUN SUREKLILIK

(X, p) ile (Y, o) iki metrik uzay olsun ve bir f : X — Y fonksiyonu verilsin.
Tanim uyarinca, f fonksiyonunun bir xy noktasida siirekli olmas igin, f(z)
ogesinin her B,(f(zo), €) komguluguna kargilik,

f(By(w0,0)) C Bof(x0,¢€)

olacak bigimde, zy noktasinin bir B,(z¢,d) komsulugunun olmas: gerekli ve
yeterlidir. Bagka bir deyisle;

Tanim 17.6.1. f: X — Y fonksiyonunun xy noktasinda siirekli olmasi icin
gerekli ve yeterli kogul, her € > 0 sayisina kargilik

p(ao, x) <6 = p(f(xo), f(x)) <€

olacak bigimde, yalniz verilen xy noktasina ve € sayisina bagh olan, bir § > 0
sayisinin var olmasidir.

Metrik topolojilerin Birinci Sayilabilme Aksiyomunu sagladiklarini bili-
yoruz. Oyleyse, Teorem 11.2.2 uyarinca agagidaki 6zeligi sdyleyebiliriz.

Teorem 17.6.1. f : X — Y fonksiyonunun xy noktasinda siirekli olmas:
icin gerekli ve yeterli kogul, her (x,) dizisi igin,

Ty, — o = f(x,) = f(xo) (17.54)
olmasidar.

Bu 67zelligi her noktada diigtiniirsek, yaygin (global) streklilik i¢in su te-
oremi soyleyebiliriz.

Teorem 17.6.2. f : X — Y fonksiyonunun sirekli olmast i¢cin gerekli ve

Ty — 1= f(z,) = f(2)
olmasadur.

Tanim 17.6.2. (X, p) ile (Y,0) iki metrik uzay olsun ve bir f : X — Y
fonksiyonu verilsin. Eger her € > 0 sayisina kargilik

p(r,y) <d=p(f(r), fly) <e
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olacak bigimde, yalmz verilen € sayisina bagli, bir 6 > 0 sayis1 varsa, f fonk-
siyonuna dizgin streklidir, denilir.

Diizgiin siireklilik ile siireklilik tanimlar1 birbirlerinden ayridir. Birinci
fark metrik uzaylarda beliren farktir: Siireklilik taniminda, verilen e sayisina
karsihik varligi soylenen d sayisi hem € sayisina hem de o noktasina bagl-
dir. Bagka bir deyisle, € sayis1 sabit kalsa bile, zy noktasi degisince § sayisi
da degisebilir. Diizgiin siireklilikte ise, § sayis1 noktaya bagh degildir. Tkinci
ayrilik ise, diizgiin siirekliligin her hangi bir topolojik uzay iizerinde tanim-
lanamamasidir. Ciinkii buradaki pozitif €, sayilar ile verilen komguluklar
her hangi bir topolojik uzayda verilemez. Ancak, diizgiin siireklilik kavrama,
metrik uzaylardan daha genel olan Diizgiin Yapilar iizerine genellegtirilir.|1]

Teorem 17.6.3. (X, p) bir metrik uzay ve ) # A C X olsun. X den R ye
tanimlanan x — p(x, A) fonksiyonu dizgin streklidir.

ISPAT: Rasgele x,y € X Ogeleri verilsin. Her € > 0 sayisina krsihik Gyle
bir z € A 6gesi vardir ki

p(y,z) < ply, A) + e

olur, ki buradan

p(@,z) < p(x,y) + ply, 2) < p(z,y) + p(y, A) + €

esitsizligi cikarilabilir. Ote yandan p(z, A) < p(z, 2) oldugu diisiiniiliirse

p(z, A) < p(z,y) + ply, A) + ¢

olur. Bu egitsizlik her € > 0 sayisi igin varoldugundan, € — 0 iken de gegerli-
dir; yani

p(z, A) = ply, A) < p(z,y)
olur. Benzer esitsizligi, = ile y nin yerlerini degistirerek de elde edebilecegi-
mizden

sonucu ¢ikar. Bu, aradigimiz diizgiin siirekliliktir.

Bu teoremde A kiimesi yerine tek 6geli {y} kiimesini koyarsak su sonucu
elde ederiz:

Sonug 17.6.1. (X, p) metrik uzaymdan gercel saylara tanmiml olan x —
p(x,y) fonksiyonu, her sabit y igin, dizgin sireklidir.
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Teorem 17.6.4. Her metrik uzay normal bir topolojik uzaydar.

ISPAT: (X, p) bir metrik uzay olsun ve bunun kesismeyen, kapali iki alt
kiimesi A ve B olsun. Kolayca goriildiigii tizere

pz, A)

1) = A 1 o B)

fonksiyonu Urysohn Aksiyomunu saglar (bkz. Urysohn Teoremi 14.7.1).

17.6.1 Problemler

1. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri (0,1) aralig iizerinde diizgiin sii-

reklidir?

f(x) ==,

fla) =2’

f(z) =sinx

f(x) = sini
1

) =
1

f) = 5

2. Diizgiin siirekli her fonksiyonun siirekli oldugunu gosteriniz.

3. Diizgiin siirekli iki fonksiyonun bilegkesinin de diizgiin siirekli oldugunu
gosteriniz.

4. Siirekli olmayan bir fonksiyonun bir alt-uzaya kisitlanmigi siirekli ola-
bilir. Ornegin, R den R ye

0, = rasyonel
f(z) —{

1, x irrasyonel

diye tanimlanan Dirichlet fonksiyonu siirekli degildir. Ama bunun Q
rasyonel sayilar kiimesine kisitlamas siireklidir. Neden?
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17.7 LIMITLER ve
CAUCHY DIZILERI

Bir topolojik uzaydaki (x,) dizisinin yakinsak olmasini tanimlamigtik. Bu ke-
simde metrik uzaylardaki dizilerin yakinsakligini inceleyecegiz. Teorem 17.3.3
uyarinca, {B,(z,r),r > 0} ailesi  noktasinin bir yerel tabani oldugundan,
(bkz. Tanim 11.1.2, (X,.7,) metrik uzayinda suna denk olacaktur:

Teorem 17.7.1. (X, p) metrik uzayndaki (x,,) dizisinin x noktasina yakin-
mast i¢in gerekli ve yeterli kosul, her € > 0 sayisina kargilik

n>ng= plr,, ) <e
olacak bigimde bir ng dogal sayisinin var olmasidar.

(x,,) dizisinin z noktasina yakinsadigini, kisaca,

Tp =T
lim p(z,,2) =0
n—oo
gosterimlerinden birisiyle belirtecegiz ve x noktasma (x,,) dizisinin limiti, di-
yecegiz. Metrik uzaylar Hausdorff ayirma aksiyomunu sagladigindan, Teorem
14.3.1 uyarinca hemen sunu soyleyebiliriz:

Teorem 17.7.2. (X, p) metrik uzayindaki bir (x,) dizisinin encok bir limiti
var olabilir.

Metrik uzaylar Birinci Sayilabilme Aksiyomunu sagladigindan Onerme
11.2.1 den su c¢ikar:

Teorem 17.7.3. Metrik uzayin her hangi bir alt kiimesi A olsun. a €
olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul a, — a olacak bigimde bir (a,) C
dizisinin var olmasidair.

e

Tanim 17.7.1. (X, p) metrik uzayinda bir (z,,) dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0
sayisia kargihk m,n > ng oldugunda p(z,,x,,) < € olacak bic¢imde, verilen
€ sayisina bagh, bir ng dogal sayisi varsa, (z,,) dizisine bir Cauchy dizisidir,
denilir.

Ornek 17.7.1. salt metrige gore, dogal sayilardan olugan (n) dizisi bir Ca-
uchy dizisi degildir. Ciinkii n ile m ne denli biiyiik secilirse secilsin n # m
oldugunda s(n,m) = |[n —m| > 1 olur.



256 BOLUM 17. METRIK UZAYLAR

Bir dizinin Cauchy dizisi olup olmamasit metrik bir niteliktir. Bunu gos-
termek icin, yukaridaki dizinin bagka bir metrige gore Cauchy oldugunu gos-
terelim.

Ornek 17.7.2. v metrigi Ornek (17.37) ile tanimlanan metrik olmak iizere
(n) dogal sayilar dizisi (R, v) uzay1 i¢inde bir Cauchy dizisidir.

ISPAT: her hangi bir € > 0 sayis1 verilsin. Genelligi bozmadan n > m
alabiliriz. Buradan

n m < 1
l+n 14+m|~ (1+m)

v(n,m) = ‘

esitsizligi cikar. Dolayisiyla
(1—¢
< ng
€
olacak bicimde dogal bir ng sayis1 secersek
n,m>ng = v(n,m) <e
¢ikar; yani dogal sayilar dizisi u metrigine gore bir Cauchy dizisi olur.

Teorem 17.7.4. Bir metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

IsPAT: (z,,) dizisi  noktasma yakmsiyorsa, her ¢ > 0 sayisma karsihk
oyle bir ng dogal sayis1 vardir ki

n > no = (p(z,n)) <

DO ™

yazilabilir. Bu ikisinden ve [M3| den
n,m > nyg = p(xnaxm) < p(l‘axn) + p<x7xm) <e€

¢ikar ki bu isteneni verir.

Bu teoremin kargsiti, cogunlukla gecersizdir; yani bir metrik uzaydaki her
Cauchy dizisi, o uzay icinde bir limite yakinsamayabilir. Bu nitelik, metrik
uzaylarin tamlanmasi (completion) olgusuna yol acar.

Ornek 17.7.3. a = 0,ajasas...a, ... sonsuz onlu (decimal) gésterimiyle
temsil edilen bir irrasyonel say1 diigsiinelim. Bu sayiya karsilik asagidaki dizi-
siyi kuralim.
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T = O,a1
To = O,CL16L2

x3 = 0, a1a0a3

Tp—1 = O, aiag . ..ap—1

z, =0,a1as...0, 10,

Bu dizinin terimleri birer rasyonel sayidir ve kolayca goriilecegi gibi, rasyo-
nel sayilar kiimesi iizerindeki salt deger metriginin tamimladigh (Q, s) metrik
uzayinda bir Cauchy dizisidir. Ote yandan bu dizinin a limitine yakimsadig
da hemen goriilebilir. Ama a sayisi irrasyonel oldugundan Q icinde degil-
dir. Demek ki (Q,s) metrik uzaymdaki bu (z,) Cauchy dizisi Q i¢gndeki bir
limite yakinsamiyor, bu uzaymn bir iist uzay1 olan (R,s) icindeki bir limite
yakinsiyor. Sonraki béliimde bu olguyu daha genel bigimde inceleyecegiz.

17.7.1 Problemler

1.

Gergel ya da karmagik sayilardan olugan bir (x,) dizisinin, salt topo-
lojiye gore, bir z limitine yakinsamasi ic¢in gerekli ve yeterli kogul, her
e > 0 sayisina kargihik

n>ny=|r,—z| <e

olacak bicimde yalniz € ’a bagh dogal bir ny sayisinin var olmasidir.
Gosteriniz.

Bir metrik uzayda yakinsak her dizi sinirhdir. Gosteriniz.

. Alt uzayda yakinsak dizi iist uzayda da yakinsar. Neden? Bu énermenin

tersi dogru mudur?

Bir metrik uzay igindeki (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kogul E, = {zy : & > n} olmak iizere p(E,) — 0
olmasidir. Ispatlayiniz.

Bir Cauchy dizisinin her hangi bir alt dizisinin de bir Cauchy dizisi
olacagini gosteriniz.
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6. (X, p) bir metrik uzay ve o(z,y) = min{1, p(x, y)} olsun. X igindeki bir
(x,,) dizisinin p metrigine gore bir Cauchy dizisi olmasi igin gerekli ve
yeterli kogul o metrigine gore bir Cauchy dizisi olmasidir. Gosteriniz.

7. Bir Cauchy dizisinin diizgiin siirekli bir fonksiyon altindaki resminin de
bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

17.8 TAMLIK

Tanim 17.8.1. (X, p) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X igindeki bir
limite yakinsarsa, (X, p) metrik uzay1 tamdir (complete) denilir.

Yukaridaki 6rnekte goriildiigii gibi, salt deger metrigine gore rasyonel sa-
yilar tam olmayan bir metrik uzaydir. Ayn1 metrige gore gercel sayilar kii-
mesinin tamligins biraz sonra gorecegiz.

Teorem 17.8.1. [Cantor arakesisme ozelligi] (X, p) tam bir metrik uzay
ve (Fy,) bos olmayan kapaly kiimelerden olusan azalan bir dizi olsun. Eger
p(F,) — 0 ise

F = ﬁ E,
n=1

arakesitinin birtek 6gesi vardir.

ISPAT: Dizinin caplan azalarak sifira gittiginden F arakesiti farkli iki
nokta icermez. (Neden?) Oyleyse, F nin bog olmayacagm gostermek yete-
cektir. Her bir F,, kiimesinden bir z,, 6gesi se¢elim. p(F,,) — 0 oldugundan x,,
bir Cauchy dizisi olacaktir. Neden? X tam oldugundan, bu dizinin bir x € X
limiti vardir. Bu X noktasinin F' arakesitine ait oldugunu gostermek yete-
cektir. Yani her m dogal sayisi i¢cin x € F},, oldugunu gostermeliyiz. z,, — x
oldugundan, bu dizinin her alt dizisi de x limitine yakinsayacaktir. Her m
dogal sayist igin {x, : n > m} alt dizisi F},, kiimesine aittir.

Simdi bu énermenin kargitini séyleyelim.

Onerme 17.8.1. Bir metrik uzayda hi¢ birisi bos olmayan ve ¢aplars sifira
giden i¢-ice kapaly kiimelerden olusan her dizinin arakesiti bos degilse bu uzay
tamdar.

IsPaT: (X, p) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir Cauchy dizisi olsun.
Bu dizinin X uzayi i¢indeki bir limite yakinsadigini gosterecegiz.
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Ap={xp:k>n},n=1,23,...
kiimeler dizisini kuralim. Bu dizinin bos olmayan kiimelerden olustugu ve
i¢-ice oldugu; yani
AiDAD...DA,D...

oldugu apaciktir. Ote yandan
lim p(A,) = lim p(A4,) =0 (17.55)

n—00 n—oo

dir. Neden? Oyleyse, varsayimimiz uyarinca enaz bir
[ee]
T E ﬂ A,
n=1

ogesi varolmalidir. Eger x,, — x oldugnu gdsterebilirsek ispat bitecektir. her
hangi bir € > 0 sayis1 verilsin. (17.55) geregince, Gyle bir ny dogal sayis1 vardir
ki

p(An, <é)

olur. Buradan

n>n0$xn,x€f_1n0
= p(T,,x) <€

cikar.
Onerme 17.8.2. Bir metrik uzayda tam olan her alt uzay kapalidor.

IspaT: (X, p) metrik uzaymmm bir (4,p) alt uzayr tam olsun. A C A
oldugunu gostermek yetecektir. x € A ise, Teorem 17.7.3 uyarinca, &, — T
olacak bi¢imde bir (x,) C A dizisi vardir. Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisi
oldugundan (z,,) de bir Cauchy dizisidir. Oyleyse, bu dizinin limiti olan z
noktasi tam olan A uzayma ait olacaktur.

Onerme 17.8.3. Tam bir uzayin kapals her alt uzay: da tamdur.

ISPAT: (X, p) tam bir uzay ve A C X kapah bir alt kiime olsun. (z,) C A
bir Cauchy dizisi ise, tam X uzay1 i¢inde bir x limitine yakinsar. Teorem
17.7.3 uyarinca € A c¢ikar. Oysa A kapali oldugundan A = A dir. Demek
ki A i¢indeki her Cauchy dizisinin limiti, A i¢indedir.

Son iki 6nermeyi birlegtirirsek sunu sdyleyebiliriz :
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Teorem 17.8.2. (X, p) bir metrik uzay ve A C X oldugunda asagidaki iki
ozelik esdegerdir:

i) A=A
(ii) A tamdir.

Onerme 17.8.4. (X, p) bir metrik uzayinda swmrl ve kapalv olan her alt
kiime tam bir alt uzay oluyorsa (X, p) uzayr da tamdar.

[sPaT: (x,) C X bir Cauchy dizisi olsun.
mn>p = pl,, T, <1
olacak bicimde bir p dogal sayisi secelim. her hangi bir a € X secelim ve
r=sup{p(a,21), p(a, 22), ..., pla, 1p)}

diyelim. Bu durumda 1 < j < p oldugunda z; € D(a,r) C B(a,r + 1) olur.
Ayrica 7 > p oldugunda

pla,z;) < pla, zp) + p(xp, ;) <7 +1
olacaktir ki bu j > p i¢in z; € D(a,r + 1) olmasin gerektirir. Oyleyse
{z,:n €N} C D(a,r+1)

dir. Ote yandan kapal D(a,r+1) yuvarmm (disk) smirli oldugu aciktir; dola-
yistyla varsayimimiz uyarinca tam bir alt uzaydir ve (x,) Cauchy dizisinin bu
kapali yuvar i¢inde bulunan bir x limiti vardir, ki bu limit X uzay1 icindedir.
X i¢indeki her Cauchy dizisi i¢in ayn1 sey yapilabileceginden, ispat biter.

17.8.1 Problemler

1. Ornek 17.2.1 teki uzaym tam oldugunu gosteriniz.
2. Sonlu bir metrik uzayin tam oldugunu gosteriniz.

3. Ornek (17.41) te tammlanan B(X) uzayinin tam oldugunu gosteriniz.
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17.9 TAMLAMA

Tamim 17.9.1. (X, p) metrik uzay: bir (Y, o) tam metrik uzay: igine gomii-
lebiliyor ve bu gémii (embedding) yogun bir alt uzaya esit oluyorsa, (Y, o)
uzayma (X, p) uzayminin tamlanmigidir, denilir.

Bu kesimde her metrik uzayin tamlanabilecegini ve bir metrik uzaymn
tamlanmiglarinin esmetrel esyapile olduklarinmi gosterecegiz. Matematigin bir
cok dalinda 6nem tasiyan bu olgu, 6zel olarak, rasyonel sayilardan hareketle
gercel sayilarin topolojik yontemle kurulugunu saglar.

Teorem 17.9.1. Her metrik uzay tamlanabilir. Bir metrik uzayin tamlan-
maslary birbirlerine esmetrel egyapilidir.

IspAT: Ispat birkac adimda bitecektir. Bu adimlarin zor olmayan uzunca
ispatlar1 6grenciye alistirma diye birakilacaktir. Burada yalnizca ispatin is-
keleti verilecektir.

1.Adim: z = (z,,) ile y = (y,) dizileri (X, p) uzayinda iki Cauchy dizisi ise
z =y <= lim p(2,,y,) =0
n—o0
bagintisin1 tanimlayalim. = ile gosterdigimiz bu bagimtinin X uzayin-

daki biitiin Cauchy dizilerinin olugturdugu kiime iizerinde bir denklik
bagintisi oldugu kolayca goriilebilir.

2.Adim: Yukaridaki denklik bagintisinin kurdugu denklik siniflar: kiimesini
X ile gosterelim; yani = = (z,,) 6gesinin denklik sinifi

2] ={y = (yn) : v =y}

olsun. Simdi

Y([x], [y]) := lim p(@,, yn)

n—oo

olmak tizere (X, ) bir metrik uzay olur.

3.Adim: Her x € X 0Ogesine kargilik, terimleri bu x 0gesine egit olan ¢ =
(x,z,z,...,x,...) sabit dizilerini diigiinelim. Bu dizilerin belirledigi ¢
denklik sinmiflar1 X uzayina aittirler ve bir X alt uzaym olugtururlar.
Simdi X kiimesinden X kiimesine ¢(z) = ¢ doniigiimiinii tanimlayalim.
Bu doniigiim,

Y(x,9) = Y(e(x),0(y) = lim p(z,,yn) = p(z,y)

n—oo
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uyarinca (X, p) uzaymdan (X, 1) alt uzayna bir egmetrel egyapr donii-
siimiidiir.

4.Adim: X kiimesinin X i¢inde yogun oldugunu gosterecegiz. Teorem 17.7.3
uyarinca, X i¢indeki her p 6gesine kargilik, X i¢inde p 6gesine yakinsayan
bir dizinin varhigini1 géstermek yetecektir. Gergekten, p denklik sinifina
ait bir p = (p,,) dizisi diiglinelim. Tanimi uyarinca, bu dizi X i¢inde bir
Cauchy dizisidir. Simdi her m dogal sayisina kargilik

©(Pm) = Pm

denklik smifin1 diigiinelim.

Tim ¢(p,p) = lim ( Tim p(py, py) ) =0

m—0o0 \n—0o0

oldugundan (p,,) dizisi p 6gesine yakinsar.

5.Adim: (X,1) bir tam uzaydir.

Bunu ispatlamk icin X igindeki her Cauchy dizisinin bu uzay icinde
bir limite yakinsadigini gostermek yetecektir. (r,) dizisi X iginde bir
Cauchy dizisi olsun. X uzay1 X iginde yogun oldugundan, her dogal n
sayisina kargilik

Y(an, 1,) < 1/n

olacak bigimde bir a,, € X 6gesi vardir. Bu 6gelerden olusan (a,,) dizisi
bir Cauchy dizisidir. Bu dizi a = (ay,as,...,a,,...) dizisinin denklik
sinifi olan a Ogesine yakinsar. Artik, buradan z, dizisinin a limitine
yakinsayacagi kolayca goriiliir.

6.Adim: X ile ) metrik uzayin iki tamlanmis: ise X ile ) uzaylar1 esmetrel
egyapilidir.

17.10 BAIRE SINIFLANDIRMASI

Tanim 17.10.1. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A kiimesinin
kaplamimin i¢i bog ise; yani (A)° = () ise, A kiimesine hi¢ bir yerde yogun
degildir denilir.

Ornek 17.10.1. Acik ya da kapali kiimelerin kenarlari hi¢ bir yerde yogun
degildir.
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Ornek 17.10.2. Tamsayilar kiimesi gercel sayilar icinde, salt topolojiye gore,
hi¢ bir yerde yogun degildir.

Onerme 17.10.1. A hi¢ bir yerde yogun degilse A’ kiimesi yogun bir alt-
kiimedar.

Bu 6nermenin kolay ispatini 6grenciye bir problem olarak birakiyoruz.

Tanim 17.10.2. Eger bir topolojik uzay hi¢ bir yerde yogun olmayan kii-
melerin sayilabilir sayidasinin bilesimine egitse, bu topolojik uzaya seyrek bir
uzaydir denilir. Seyrek uzaylara birinci kategoriden bir uzay; bu kategoriden
olmayan uzaylara da ikinci kategoridendir diyecegiz.

Ornek 17.10.3. Tek ogeli bir alt-kiime, salt topolojiye gore, Q icinde hic
bir yerde yogun degildir.

Dolayisiyla, sayilabilir bir kiime olan rasyonel sayilar kiimesi, salt topo-
lojiye gore, birinci kategoriden (seyrek) bir uzaydir.

Tanim 17.10.3. Bir topolojik uzayda hi¢ bir yerde yogun olmayan kapal
kiimelerin her dizisinin bilesimi de hi¢ bir yerde yogun degilse, bu uzaya bir
Baire uzayidir denilir.

Tanimdan hemen gunu soyleyebiliriz.

Teorem 17.10.1. (X, .7) uzaymmn bir Baire uzayr olmast i¢in gerekli ve
yeterli kosul, kapali kiimelerden olusan her hangi bir (E,) dizisi verildiginde

(UE,))’ £ 0= E #0
olacak bicimde enaz bir E,, kiimesinin varolmasidar.

Teorem 17.10.2 (Baire Yogunluk Teoremi). (X, p) bir tam metrik uzay ve
B;, (i =1,2,3,...) yogun alt kiimeler ailesi ise N2, B; arakesiti X i¢inde
yogundur.

IsPAT: her hangi bir p € X 6gesi ile bunun bir B(p,r) yuvarsal komsu-
lugunu diigiinelim. Gosterecegiz ki bu yuvar N2, B; ye ait enaz bir a 6gesini
igerir.

B(p,r) agik bir kiime ve B; yogun oldugundan bir a; € B(p, )N By 6gesi
segilebilir. Ote yandan (X, .7,) diizenli oldugundan

Bl(ay, 1) C B(p,7) N By
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olacak bicimde a; dgesinin bir B(a1, 1) yuvarsal komsulugu vardir. Ustelik,
bu komgulugun r; yaricapi 1 den kii¢iik alinabilir.

B(aq,m) acik bir kiime ve By yogun oldugundan bir ay € B(ay,r;) N By
ogesi secilebilir. Yeniden, metrel topolojinin diizenliligi

B(CLQ,TQ) C B(al,rl) N BQ

olacak bigimde, ay 6gesinin bir B(ag,r2) yoresinin olmasim gerektirir. Tabii
ro < 1/2 olacag agiktir.
Bu diigiiniig ardarda yinelenerek, i -nci adimda (i = 1,2,3,...,n,...)

a; € Bla;,r;),r; < 1/i

ve -
B(ai,r;) C B(aj—1,7mi-1) N B;

olacak bicimde bir a; 6gesi secilebilir.

Simdi bu yolla segilen 6gelerden olugan (a;) dizisini diigiinelim. Eger k
bir dogal say1 ise n,m > k oldugunda a,,a,, € B(ay,r) olur; dolayisiyla
d(an, any,) < 2/k olcaktir.

Buradan (a;) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. (X, p) bir tam
uzay oldugundan bu dizinin X icinde bir limiti vardir; bu limite a diyelim. Ote
yvandan, her ¢ dogal sayis1 i¢in a;, a; 41, @;y9, ... alt dizisi de aymi a limitine
yakinsar. Bu alt dizinin biitiin terimleri B(a;,r;) kiimesince kapsanir. Bu
kiime kapal oldugundan a limitini de igerecektir (bkz. Teorem 17.7.3). Bu
ise

ac B(ai,m) C B(ai_l,ﬁ_l) N BZ

olmas1 demektir. Her ¢ dogal sayisi i¢in bu 6zelligin varlig

0o
=1

olmasini gerektirir, ki bu aradigimiz sonuctur.
Teorem 17.10.3 (Baire). Tam bir metrik uzay ikinci kategoridendir.

IspAaT: X tam bir metrik uzay olsun. Olmayana ergi yontemini kulla-
nacagiz. hi¢ bir yerde yogun olmayan alt-kiimelerden olugsan bir (A,,) dizisi
verilsin. Eger

A, =x (17.56)
n=1
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olsaydi
(A4, =0 (17.57)
n=1

olurdu. Oysa her n icin A’ yogundur (bkz. Onerme 17.10.1). Oyleyse Baire
Yogunluk Teoremi uyarinca NA!, yogun bir alt-kiimedir. Bu ise, (17.57) ile ¢e-
ligir. Bu geligki olamayacagindan (17.56) kabuliimiiz yanhgtir; yani X kiimesi
hi¢ bir yerde yogun olmayan kiimelerin sayilabilir sayidasinin bir bilegimine
esit olamaz.

17.10.1 Problemler

1. Salt topolojiye gore gercel sayilarin sonlu bir alt-kiimesi hi¢ bir yerde
yogun degildir. Gosteriniz.

2. Hic¢ bir yerde yogun olmayan kiimelerin sonlu sayidasinin bilegsimi de
hi¢ bir yerde yogun degildir. Gosteriniz.

3. Hig bir yerde yogun olmayan bir kiimenin tiimleyeni yogun bir alt kii-
medir. Gosteriniz.

4. Yukaridaki 6zeligin karsit1 dogru mudur? Basgka bir deyisle, "yogun bir
alt-kiimenin timleyeni hi¢ bir yerde yogun degildir”, denebilir mi?

17.11 TAMLIK VE TIKIZLIK

Teorem 17.11.1. Bir metrik uzaywn tikiz olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul
ieindeks her dizinin yakinsak bir alt dizisi olmasidar.

IspAT: Once kosulun gerekligini gorelim. (X, 7,) tikiz bir metrik uzay ol-
sun ve X i¢inde bir (x,,) dizisi verilsin. Bu dizinin terimlerinin birbirlerinden
farkl oldugu durumu diigiinmek yetecektir. Ciinkii, eger dizinin birbirlerin-
den farkli terimleri sayisi sonlu ise, enaz bir terim sonsuz kez yineleniyor
demektir; ki bu durumda, istenen yakinsak alt dizi olarak yinelenen terimler-
den olugan bir alt dizi secilebilir. Eger dizinin sonsuz ¢oklukta farkl terimi
varsa, birbirlerine egit olan terimlerden yalniz bir tanesini secerek, terimleri
birbirinden farkl sonsuz bir alt dizi se¢ebiliriz. Kolaylig1 saglamak icin verilen
() dizisinin, bu dizi oldugunu varsaymakta bir sakinca yoktur.
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(x,) dizisi sonsuz bir kiimedir. X tikiz oldugundan, bu dizinin enaz bir
yigilma noktasi olcaktir (bkz. Teorem ?7?); bu yigilma noktasina p diyelim.
Yigilma noktasi tanimi uyarica, her k dogal sayisma kargihk, B(p, 1/k) agik
yuvari icinde diziye ait bir 2P ogesi secilebilir. Boylece olusturulacak (x%k))
alt dizisinin p noktasina yakinsayacagi apaciktir.

Kogulun yeterligini gostermek igin (X, .7;) metrik uzayindaki her dizinin
yakinsak bir alt dizisi oldugunu varsayalim. Simdi X kiimesinin sonsuz bir A
alt kiimesi verilsin. A kiimesinden, terimleri birbirinden farkli olan bir (x,,)
dizisi secebiliriz. Varsayimimiz uyarinca, bu dizinin yakinsak bir alt dizisi
olacaktir. Bu alt dizinin limitine p diyelim. Teorem 17.7.3 uyarinca, p €
A dir. Ote yandan, dizinin terimleri birbirlerinden farkl oldugu igin, p nin
her komsulugu diziye ait kimi terimleri icerecektir; yani p noktasi A nin
bir yigilma noktasidir. Sonsuz her A kiimesi i¢in bu 6zelik varoldugundan,
Onerme 15.1.1 uyarinca, X metrik uzay1 tikizdir.

Teorem 17.11.2. Bir metrik uzaydaki bir Cauchy dizisinin yakinsak bir alt
dizist varsa, dizinin kendisi de yakinsaktir ve ayni limite sahiptir.

ISPAT: (z,,) bir Cauchy dizisi dizisi ise, her € > 0 sayisina karsilik

n,m > N = p(zp, ) <§

olacak bigimde dogal bir NV sayis1 vardir. Eger bu dizinin yakinsak alt dizisi
(:137(1’6)) ve bu bnun limiti p ise

n

n > M:>p(.:1:(k),p) < g

olacak bicimde dogal bir M sayis1 vardir. N ile M sayilarindan hangisi daha
biiyiikse ona ng diyelim. n > ngy oldugunda

p(a,p) < plan, ) + plaf?,p) < e
olacagindan, z,, — p oldugu goriiliir.
Teorem 17.11.3. Bir metrik uzayda tikiz alt kiimeler tamdar.

ISPAT: Metrik bir uzayda A tikiz bir alt kiime ve (x,,) bu kiime icinde bir
Cauchy dizisi olsun. Bolzano- Weierstrass 6zelliginden, bu dizinin yakinsak bir
alt dizisi vardir ve bunun limiti, p diyelim, A kiimesine aittir. Oysa Onceki
teorem uyarinca x,, — p olacaktir. Demek ki A alt kiimesindeki her Cauchy
dizisi A i¢indeki bir limite yakinsiyor.
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Sonug 17.11.1. Bir metrik uzayin sl ve kapaly her alt kiimesi tikiz ise
bu uzay tamdar.

IspAT: Onceki teoremden, verilen varsayim altinda sinirh ve kapali kiime-
lerin tam oldugu sonucu ¢ikar. Bu ise uzayin tam olmasim gerektirir (bkz.
Onerme 17.8.4).

Onerme 17.11.1. Bir metrik uzayin bisbitin siarl olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul, bu uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisinin var olmasidar.

ISPAT:

Gerekligi: X metrik uzayi biisbiitiin sinirh olsun ve her hangi bir (z,)
dizisi verilmig olsun. Bu dizinin bir Cauchy alt dizisi oldugunu gosterecegiz.
Once X kiimesinin sonlu bir 1-6rtiisiinii diigiinelim. Bu &rtiiye ait kiimelerden
enaz birisi dizinin sonsuz ¢oklukta ogelerini igerecektir. Bu 6geler

xgl), xél), xgl), o (17.58)

olsun. Bu alt dizinin ¢ap1 1 den kiigiiktiir. Sonra X kiimesinin sonlu bir 1/2
ortiistinii diiglinelim. Bu Ortiiye ait kiimelerden enaz birisi (17.58) dizisine ait
terimlerin sonsuz sayidasini icerecektir. Bu ogeler

AR S (17.59)

olsun. Bu alt dizinin ¢ap1 1/2 en kiigiiktiir. Bu diigiiniigle, dogal her n sayisina
kargilik, X kiimesinin sonlu bir 1/n 6rtiisii var olacagindan, bu ortiiye ait enaz
bir kiime icinde sonsuz c¢oklukta

AR R I (17.60)

ogeleri bulunur. Bu 6gelerden olugan alt dizinin ¢api 1 den kiiciiktiir. Boylece

elde edilen (17.58), (17.59),...,(17.60),... alt dizilerinden her birisi bir 6n-

cekinin bir alt-dizisi olmaktadir. Bu dizilerin birincisinden .7351), ikincisinden

2 k o y S o
a:é ), ..., k -incidan x,i ), ... Ogesini secerek, adina kdsegen dizisi diyecegimiz

Y n

xgl), xéQ), :cg?’), O (17.61)
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dizisini olugturalim. Bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugu

n,m > ng = d(z,z™) < ni (17.62)
0
esitsizliginden cikar.

Yeterligi: X metrik uzayindaki her dizinin bir Cauchy alt dizisi var olsun.
Eger X biisbiitiin sinirli olmasayd: yeterince kiiciik bir e sayis1 icin, sonlu
bir e-6rtiisii varolmazdi. Bu durumda her hangi bir a; € X 6gesi secelim ve
¢/3 yarigapli a; merkezli By acik yuvarmi diigiinelim. Kabuliimiiz uyarinca
By yuvart X kiimesini 6rtemeyeceginden bu yuvar diginda bir ay € X 6gesi
segilebilir. Bu 6geyi merkez alan €/3 yarigaph B, yuvarim diigiinelim. Gene
By U By kiimesi X uzayimi értemeyeceginden bu bilegsim diginda bir a3 € X
ogesi segilebilir. Bu diigiince ardarda yinelenerek bir

1,029,043, ... 0y, ... (17.63)

€¢/3 den biiyiik olur. Dolayisiyla bu dizinin bir Cauchy alt dizisi var olamaz.
Bu bir celigkidir.

Onerme 17.11.2. Bir metrik uzayin tikiz olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul
tam wve bisbitin sinirl olmasidur.

Gerekligi: X tikiz bir metrik uzay ise, Teorem 17.11.1 uyarinca, i¢indeki
her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu alt dizi bir Cauchy dizisi ola-
cagidan, Onerme 17.11.1 uyarmca X uzay1 biisbiitiin smirhdir. Tamhg ise
Teorem 17.11.3 cikar.

Yeterligi: X metrik uzay1 tam ve biisbiitiin siirh olsun. Onerme 17.11.1
uyarinca, X icindeki her dizinin bir Cauchy alt dizisi vardir. Uzay tam ol-
dugundan, bu alt dizinin bir limiti olacaktir. Yani X icindeki her dizinin
yakimsak bir alt dizisi vardir. Artik uzaym tikizhig Onerme 17.11.1 den ¢ikar.

17.11.1 Problemler

1. Tikiz bir metrik uzaydan her hangi bir metrik uzaya tanimh siirekli bir
fonksiyonun diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

2. Gergel eksenin tikiz her alt kiimesinin sinirh ve kapali oldugunu goste-
riniz.
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17.12 GERCEL SAYILARIN TAMLIGI

Gergel sayilarin Dedekind kesimi yontemiyle nasil kuruldugunu 6grenci Ana-
liz derslerinden bilir. Metrik uzaylarda tamlama kavrami bilindikten sonra
gercel sayilar1 kurmak ¢ok kolaylagir. Rasyonel sayilar kiimesi iizerinde salt
(mutlak) metrigi diigiinelim. Bu uzaym tamlanmigint Gergel Sayilar kiimesi
olarak tanimlayabiliriz. Gergekten rasyonel sayilar kiimesinin salt topolojiye
gore gergel sayilar kiimesi i¢inde yogun oldugunu biliyoruz (bkz. 4.1.2). Ancak
(Q, ] |) uzaymm tamlanmigin1 (R, | |) metrik uzay1 oldugunu gostermek igin,
buraya dek Dedekind Kesimi yontemiyle kuruldugunu varsaydigimiz R gercel
sayilar kiimesinin | | salt metrigine gore tam bir uzay oldugunu gostermeli-
yiz. Bu igi yaparken gercel sayilarin siralamasina degin o6zellikleri biliniyor
varsayacagiz.

Onerme 17.12.1. Gercel eksen izerinde kapals ve ic-ice olan araliklardan
olusan bir dizinin arakesiti bos degildir.

IspaT: I, D I,.1 (n=1,2,3,...) olmak iizere I, = [a,,b,] kapal ara-
liklarim diigiinelim. A = {a, : n € N} kiimesi bog degildir ve iistten b ile
simirhdir. Gergel sayilardaki siralama 6zelliginden (|1, [22]), A kiimesinin en
kiigiik iist sinir1 vardir.

x = sup(A)

diyelim. Varsayimimiz uyarinca her m,n dogal say1 ¢ifti icin
Qm, S Am4n S bm+n S bm

oldugu apaciktir. Oyleyse, her m icin

Uy < x < by,
dir: yani

(e.9)

T € m {I,, : m € N}

m=1

olur.

Onerme 17.12.2. Gergel eksen tizerinde kapali ve i¢-ice olan araliklardan
olusan bir dizide araliklarin uzunlugu sifira yaklasiyorsa, arakesitleri bir tek
nokta icerir.
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fspar: I,, (n=1,2,3,..) kapal araliklarinin uzunlugu sifira yaklagiyor
demek , her z,y € R i¢in s(x,y) = |z — y| olmak iizere

lim s(/,,) = lim |b, —a,| =0
n—o0 n—o0

olmas1 demektir. x ile y 6geleri arakesit i¢inde olsunlar.
r#y=lr—yl=r>0 (17.64)

olacaktir. 5(1,,) — 0 oldugundan
1
n>ng=s(l,) =b, —a, < 3" (17.65)

olacak bicimde dogal bir ng sayisit vardir. x ile y arakesit i¢cinde oldugundan,
her n igin z,y € I, dir. Oyleyse (17.65) den

1
n>n0:>|x—y|<bn—an<§r

olmahdir, ki bu (17.64) ile geligir. Demek ki z = y olmak zorundadir.

Teorem 17.12.1 (Heine-Borel Teoremi). Salt topolojiye gore, gercel eksenin
stnarl ve kapaly her araligi tikizdar.

ISPAT: a,b € R ve a < b olmak iizere bir F} = [a, b] kapah araligi ile bunun
bir 4l = {U, : A € A} agqk ortiisii verilsin. Agik araliklar bir taban oldugun-
dan (bkz. Ornek 4.1.6, acik &rtiiye ait her bir Uy kiimesi agik araliklarin bir
bilesimi olarak yazilablir. Dolayisiyla, 4 acik ortiistinden, agik araliklardan
olusan bir

%:{((ll,bJ Ze]}

acik ortiisii elde edilir.

Once &7 ortiisiinden sonlu bir alt 6rtii secilebilecegini gostercegiz. < or-
tiisiinden [a, b] kapali arahgm Orten sonlu bir alt ortii segilemiyorsa, aralig
tam ortasindan esit iki parcaya bolelim. Bu yarilardan enaz birisi </ nin
sonlu bir at ortiisiiyle ortiilemez; degilse, her iki yar1 araligin sonlu birer alt
ortiisii olurdu. Bu da biitiin araligin sonlu bir alt 6rtiisii olmas1 demektir.
Simdi &7 nin sonlu bir alt ortiisiiyle ortiilemeyen ilk yar1 araligi Fy = [as, bo]
ile gosterelim. Bu araligi da tam ortasindan iki egit parcaya bolelim. Gene
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bu iki yarim araliktan enaz birisi .27 nin sonlu bir alt Ortiisiiyle ortiillemeye-
cektir. Ortiilemeyen birini F3 = [as, b3 ile gosterelim. Bu olguyu durmadan
yinelersek, kapali kiimelerden olusan azalan bir

FFOFD>DF;D>...DF,D...

kiimeler dizisi elde edilir. F,, = [a,, b,| kapali araligimin uzunlugu (b — a)/2"
dir. Dolaysiyla, bu kiimeler dizisinin ¢aplar sifira yakmsar; yani s(F,) — 0
dir. Oyleyse bu dizinin arakesitinin birtek 6gesi vardir (bkz. Onerme 17.12.2).
Bu 6geye p diyelim. Tabii p € [a, b] dir. &/ bu arahigin bir ortiisii oldugundan,
</ ya it bir (a1, by) agik arahg p yi icerir. € = min{b; — p,p — a; } diyelim.

n>ng=s(F,) <e
olacak bigimde bir ng sayis1 vardir. Buradan
n>ng= F, C (a,b)

cikar. Bu ise F), araliginin, ./ nin bir 6gesi ile, dolayisiyla, sonlu bir alt
ortiisiiyle ortiilebiliyor olmasi demektir. Bu bir ¢eligkidir. Oyleyse </ nin
[a, b] yi orten sonlu bir alt ortiisii olmadig varsayimimiz yanhgtir, yani

la.0] < | [{(ar,by) : 1 <k <m}

olacak bicimde .7 min sonlu bir {(a, b) : 1 < k < m} alt ortiisii vardir. Ote
yvandan, her bir (ag, by) arahg 4 ortiisiine ait enaz bir Uy, kiimesi tarafindan
kapsanacaktir. Oyleyse

la.0] c | U -1 <k <m}

olur. Boylece U agik ortiisiinden sonlu bir {Uy : 1 < k < m} alt ortiisii
se¢ilmig olur. Artik [a, b] nin tikiz oldugu tamimdan gikar (bkz. Tanim ?7).

Teorem 17.12.2. Salt metrige gore gercel sayilar kiimesi tam bir uzaydar.

ISPAT: Sonug 17.11.1 uyarinca, gercel eksenin sinirli ve kapali her alt-
kiimesinin tikiz oldugunu gostermek yetecektir. Gergel eksenin sinirl ve ka-
pali kapali bir kiimesi K olsun. Simirh oldugu i¢in K y1 kapsayan bir [a, 0]
araligi vardir (bkz. Sonug 17.5.1). Heine-Borel Teoremi uyarinca, [a, b] tikiz-
dir ve tikiz bir kiimenin kapali alt kiimeleri de tikiz oldugundan K kiimesi
tikizdir.

Tamlik kavrams topolojik degil, metrik bir 6zelliktir. Bunu géstermek icin,
ayni metrel topolojiyi iireten farkl iki metrik uzaydan birisinin tam olmasina
kargin Otekinin tam olmayabilecegine bir 6rnek vermek yetecektir:
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Ornek 17.12.1. v, Ornek 17.37 te tammlanan metrik olmak iizere (R,v)
uzay1 tam degildir.

(n) dogal sayilar dizisinin (R, ) i¢inde bir Cauchy dizisi oldugunu bili-
yoruz (bkz.Ornek 17.7). Eger bu uzay tam olsaydi (n) dizisinin .7, metrel
topolojisine gore bir limiti olacakti. Oysa v ile s denk; yani .7, = .7 idi (bkz.
Ornek 17.3.1). Bu durumda (n) dizisinin salt topolojiye gore de aym limite
yakinsamasi gerekecekti, ki bu da (n) dizisinin salt metrige gore Cauchy ol-
masini gerektirecekti; ¢iinkii metrel topolojide yakinsak her dizi o metrige
gore bir Cauchy dizisidir. Oysa (n) dogal sayilar dizisinin (R, s) uzaymda bir
Cauchy dizisi olmadigimi biliyoruz. Bu celigki olmayacagina gore; varsayimi-
miz yanhgtir; yani (R, ) tam degildir.

Ote yandan (R, s) uzayinin tam oldugunu biliyoruz (bkz. Teorem 17.12.2).
Demek ki, v ile s ayn1 metrel topolojiyi lirettikleri halde gercel sayilar kiimesi
birisine gore tamdir, ama 6tekine gore degildir.

Ornek 17.12.2. Gercel eksenin her hangi bir acik araligi, salt topolojiye
gore, R ye topolojik egyapilidir.

(bkz. Onerme 8.3.4). Ama R nin tam olmasina kargin, acik bir aralik tam
degildir. Ornegin, (0,1) agik araligindaki (1) dizisi bir Cauchy dizisidir. An-
cak bu dizinin (0, 1) i¢inde bir limiti yoktur.

17.12.1 Problemler

1. Cantor Arakesisme Ozeligi'nde (bkz. Teorem 17.8.1), (F},) kiimelerinin
kapalilik kosulunun kaldirilamayacagini gosteriniz.

Yol gosterme:

1
A, =(0,-],n=1,2,3,...
n

kiimeler dizisinin arakesitinin bog oldugunu goriiniiz.

2. Trrasyonel sayilarin gercel sayilar kiimesi icinde yogun oldugunu goste-
riniz.

3. R*(n > 1) Oklid uzaynin tam oldugunu gésteriniz.
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17.13 BUZGU DONUSUMLERI

Tanim 17.13.1. (X, p) bir metrik uzay olsun ve 7" : X — X fonksiyonu
verilsin. Eger her z,y € X icin

p(T'(x),T(y)) < rp(z,y)

olacak bigimde bir r (0 < r < 1), gergel sayisi varsa, T fonksiyonuna bir
biizgi donigimidir (contraction) denilir.

Ornegin, R™ Oklid uzaymdan kendi icine f(z) = %x diye tanimlanan
doniigiim bir biizgii doniisiimiidiir.
Onerme 17.13.1. Her biizgii dondigiimi dizgiin sireklidir.

IspaT: (X, p) bir tam metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu bir biizgii dé-
niigiimii olsun. Her p € X noktasinda f biizgii doniigiimiiniin diizgiin siirekli
oldugunu gdostermek icin, 6.4.Tanim 'in saglandigim gostermeliyiz. Verilen
her € > 0 sayisina karsilik, 6 = € olan ¢ sayisim secelim.

p(x,p) <0 = p(f(x), f(p)) <rplz,p) Srd=re<ce

oldugunu diigiinmek yetecektir.

Onerme 17.13.2. (X, p) bir tam metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu bir
biizgu dontgimi ise X uzayinda T(p) = p kogulunu saglayan bir ve yalmizca
bir p noktast vardar.

IspaT:

(X, p) tam bir uzay ve T bunun iizerinde bir biizgii doniigiimii olsun.
Gosterimde basitligi saglamak igin T'(z) = Tz yazacagiz. her hangi bir zy €
X noktasi secelim. 7" = T o T ! olmak iizere,

T = Txg
To = TIl = T2I0

T3 = T.I’Q = Tg.ili‘o

Ty =Tx,—1 =T"x
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bigiminde bir (x,,) dizisi kurabiliriz. Once bu dizinin bir Cauchy dizisi oldu-
gunu gosterecegiz.

P(Trms Tp) < ( QS,Tn)
S Tmp(meg?o m)
= 1" p(Z0, Tn—m))
< r"p(xo, x1) + pl@1, 22) + ...+ p(Tn—me1, Tnom)]
<r"p(wo, w))[1 471+ 4+ 4"

m

r
1—r

IN

p(%o, 1‘1)

yazilabilir. 0 < r < 1 oldugundan, m yeterince biiyiiltiilerek, sag yan iste-
nildigince kiiciiltiilebilir. Demek ki (z,,) bir Cauchy dizisidir. Ote yandan,
X tam oldugundan z, — p olan bir p € X vardwr. §imdi 7}, = p oldugunu
gosterecegiz. Onceki 6nerme uyarinca 7T siirekli oldugundan dizisel siireklidir
(bkz. Teorem 11.2.1 ) Oyleyse, Teorem 17.6.1 den

T,=T(lim z,) = lim T(z,) = hm Tpr1 =D

n—oo n—o0

cikar.
Son olarak, p nin tekligini gosterelim. Eger 7, = p ve T, = ¢ olacak
bicimde iki sabit nokta varolsaydi

p(p,q) = p(1},,Ty) < rp(p,q)

olacakti. Oysa r < 1 oldugundan, bu egitsizlik p(p, ¢) = 0 olmasim gerektirir,
ki bu da p = ¢ olmasina denktir.

Tanim 17.13.2. Yukandaki kosulu saglayan p noktasia 7' doniiglimiiniin
sabit noktasi denilir.



