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17.3 METREL TOPOLOJI

Uygulamada kargimiza ¢ikan topolojik uzaylarin biiyiik bir béliimii ayni za-
manda bir metrik uzaydir. Daha dogru bir deyisle, her metrik uzay bir ve
yalniz bir topolojik uzay belirler. Buna s6z konusu metrigin belirledigi metrel
topoloji diyecegiz. Bu kesimde bunun nasil oldugunu gorecegiz. Ama hemen
belirtelim ki, bu 6zeligin karsit1 genel olarak dogru degildir; yani her topolojik
uzay bir metrik uzay belirlemek zorunda degildir.

Tamim 17.3.1. (X, p) bir metrik uzay olsun ve bir a € X 6gesi ile bir r > 0
sayis1 verilsin.

By(a,r)={zr e X : p(a,z) <r}

alt-kiimesine a merkezli ve r yaricaph ag¢ik yuvar diyecegiz. p metriginin
bagkasiyla karigmasi kugkusu olmadigi zaman B,(a, ) yerine, gosterimde ba-
sitligi saglamak i¢in, B(a,r) yazacagiz.

Simdi metrik uzaydan bir topolojik uzayin elde ediligini aciklayacagiz.

Bunun igin, bir metrik uzayda acgik yuvarlarin bir topoloji tabani oldu-
gunu gostermek yetecektir. Bu topolojiye, s6z konusu metrigin iirettigi metrel
topoloji diyecegiz.

Onerme 17.3.1. Bir metrik uzayda iki acik yuvarin arakesiti bos degilse, bu
arakesite ait her noktaya karsilik, bu noktayr merkez kabul eden ve arakesit
tarafindan kapsanan acgik bir yuvar vardar.

IspaT: (X, p) bir metrik uzay olsun. Gorecegiz ki eger
c € B(a,m1) N B(b,13) (17.44)
ise
B(e,r) C B(a,r1) N B(b,rs) (17.45)

olacak gekilde bir r» > 0 sayisi vardir. ¢ € B(a,r;) oldugundan p(a,c) <
dir, ki buradan r; — p(a,c) > 0 yazabiliriz. Benzer olarak, ro — p(b,c) > 0
olacagr da apaciktir. Simdi

r = inf{r; — p(a,c),rs — p(b,c)}
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diyelim. Bu durumda aradigimiz (17.45) bagmmtis1 saglanacaktir. Gergekten,
x € B(c,r) ise,

p(e,a) < p(z,c) + p(c, a)

<r+pca)
< [r1 = ple,a)] + ple, a)

olacaktir. Bu, x € B(a, 1) olmasi demektir. Benzer yolla x € B(b,r2) oldugu
da gosterilebilir. Bu son iki igerme aradigimiz kapsamay1 verir.

Teorem 17.3.1. Bir metrik uzaywn bitin acik yuvarlarimdan olusan aile bir
topoloji tabanidar.

ISPAT: (X, p) bir metrik uzay olsun. Bu metrik uzaym biitiin acik yuvar-
larindan olugan aileyi & ile gosterelim; yani

B ={B(z,r):z e X,r >0}

olsun. Simdi 4 ailesinin bir topoloji taban1 oldugunu gosterecegiz. Bu is i¢in,
A ailesinin, topoloji tabani icin gerekli ve yeterli kosullar1 belirleyen Onerme
4.1.3 nin kogullarim sagladigini gostermek yetecektir.

Her r > 0 i¢in « € B(x,r) oldugundan

X =U{B(z,r):x € X,r >0}

olacagr apagiktir. Demek ki, soziinii ettigimiz 6énermenin birinci kogulu sag-
lanmaktadir. Tkinci kosulun saglandigini ise 6nceki 6nermeden biliyoruz.

Artik, bir metrik uzaydan bir topolojik uzaym nasil elde edildigini sdy-
leyebiliriz: Bir metrik uzayin biitiin acik yuvarlarindan olugsan 4 ailesinin
tirettigi ZA* ailesi, yani acik yuvarlarin her hangi bir bilegimine esit olan bii-
tiin kiimelerden olusan aile, X kiimesi iizerinde bir topolojik yapidir. Ayrica,
bu topolojinin birtek oldugu iiretilen aile tanimindan bellidir.

Bu sdylediklerimizi derleyerek su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 17.3.2. Her metrik bir ve yalniz bir tane metrel topologi belirler.

Tanim 17.3.2. Bir (X, p) metrik uzay: verildiginde p metriginin X kiimesi
tizerinde belirledigi topolojiye metrel topoloji diyecek ve .7, ile gosterecegiz.
X kiimesi iizerindeki farkl iki metrik ayni bir topolojiyi belirliyorsa, bu iki
metrik birbirine denktir; yani bir X kiimesi iizerinde tanimli p ve p metrikleri
icin 73 = 7, oluyorsa p ile p birbirine denk iki metriktir denilir.
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J, topolojisine gore agik kiimelere (X, p) metrik uzaymm agk kiimeleri
diyecegiz. B,(x,r) yuvarlarindan olugan 4 ailesi .7; topolojisinin bir tabani
idi. Dolayisiyla, bu yuvarlarin herbirisi acik bir kiimedir. Bu kiimelere acik
yuvarlar denmesinin nedeni budur.

Bir topolojik uzaydaki acik kiimeler, topoloji tabanina ait kiimelerin bir
bilesimine egit olduguna gore, bir metrik uzaydaki her acik kiime, acik yu-
varlarin bir bilegimine egit olacaktir.

Onerme 17.3.2. Gergel sayilar iizerinde tanvmlanan salt metrigin belirledigi
metrel topoloji salt topolojidir.

IspaT: Her a,b € R icin, ¢ = (a +b)/2 ve r = (b — a)/2 olmak iizere
B(e,r) = (a,b) ={xr e R:a <z < b}

dir. Demek ki gergel eksenin her acik araligi, salt metrige gére agik bir yuvar
ve salt topolojiye gore de agik bir kiimedir.

Onerme 17.3.3. R"(n > 1) wvektr uzay: dizerinde tansmlanan p,m, s, met-
rikleri birbirlerine denktirler.

Ispar: %, = F = Z, oldugunu gdstermek igin, birisinin tabanina ait
olan bir kiimenin 6tekinin tabanina ait bir kiimeyi kapsadigini géstermek ye-
tecektir (bkz. Onerme 4.1.2). (17.28), (17.29) ve (17.30) tammlamalar1 kul-
lanilirsa, istenenler asagidaki kapsamalardan cikar:

r T
Bs ) B ( 7_) Bﬁ ( 7_)
L(x,r) D By 5 DB, (x 1

ve

B, (x,r) D By <J;, g) D B, (x, %)

R? vektor uzayinda, bunlarin geometrik sekilleri cizilirse, kapsamalar kolayca
goriilebilir.

Ornek 17.3.1. Gercel sayilar kiimesi iizerinde

xz Yy
1+ |z] 1+ |y

v(z,y) = ‘

diye tamimh v metrigi ile s(x,y) = |z — y| diye tanimh s salt metrigi birbir-
lerine denktirler.
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ISPAT: v niin R iizerinde bir metrik oldugunu biliyoruz. O halde .7, =
7, oldugunu gostermek yetecektir. f(z) = x/(1 + |z|) doniigiimiiniin, salt
topolojiye gore, R den (—1, +1) araligi {izerine bir egyap1 doniigiimii oldugunu
gostermigtik. Simdi bir @ € R noktasi ile bir € > 0 sayis1 verilsin. f fonksiyonu
a noktasinda siirekli oldugundan

f1Bs(a,0)] C Bs(f(a),¢€)
olacak bigimde bir > 0 sayis1 vardir. Buradan

la—z| <d=|f(a) — f(z)| <e
a xXr
T T4 1+
= v(a,x) <€

¢ikar, yani her B, (a,€) agk yuvarma kargihk
Bs(a,0) C B,(a,¢) (17.46)

olacak bigimde bir Bs(a,d) agik yuvar vardir.
Tersine olarak f~! ters fonksiyonu da siirekli oldugundan, bir B(a,r)
acik yuvari verildiginde

fHE(f(a).@)] C By(a,r)
olacak bigimde bir B(f(a),q) agk yuvar vardir. O halde
[f(2) = fla) <qg=lex—a| <r

x a
1+ ]z| 14 |al

<|lr—a|l<r
olur. Bu ise
via,z) < q¢= s(a,x) <r

olmasi1 demektir, ki buradan
B,(a,q) C Bs(a,r) (17.47)

¢ikar. (17.46) ve (17.47) bagmtilar1 bize, a noktasinin .7 topolojisine gore
komsuluk ailesinin .7, topolojisine gore komsuluklar ailesine esit oldugunu
soyler. Her a € R i¢in bu 6zelik var oldugundan 7, = 7, oldugu, yani s
metrigi ile ¥ metriginin denk oldugu ortaya cikar.
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Onerme 17.3.4. (X,p) bir metrik uzay olsun ve bir a € X 6gesi ile bir
r > 0 sayist verilsin. Bu durumda

D(a,r) ={z :d(a,r) <r}
kiimesi kapalidar.

ISPAT: Bunun icin D(a,r) kiimesinin tiimleyeni olan D' = {z : p(a,z) >
r} kiimesinin agik oldugunu gosterelim. y € D’ ise p(a,y) > r olacagindan
2e = p(a,y) — r dersek € > 0 olacaktir. Bu durumda B,(y,e) C D’ oldugun-
dan, y 0gesi D’ kiimesinin bir i¢ noktasi olacaktir. Her y € D’ i¢in ayn1 ig
yapilabilecegine gore D’ kiimesi agiktir; dolaywsiyla D(a, ) kiimesi kapalidir.

Bu 6zellikten dolayr D(a,r) kiimesine a merkezli, r yaricaph kapali yuvar
(disk) diyecegiz.

Ornek 17.3.2. R iizerindeki salt deger metrigini diisiinelim. Her a,b € R
icin c = (a+0b)/2 ve r = (b — a)/2 olmak iizere

D(e,r)=la,bl ={z €eR:a <z <b}

olur. Gergel eksen iizerindeki bu kiimelere, kapal aralik denmesinin nedeni
budur.

Simdi de metrel topolojilerde komsluklar sistemiyle agik yuvarlar arasin-
daki iligkiyi inceleyelim.

Her r > 0 i¢in = € B(x,r) oldugu diisiiniiliirse, B(x,r) kiimesinin .7, to-
polojisine gore, x noktasinin acik bir komgulugu oldugu goriiliir. Bu nedenle,
B(z,r),r > 0, yuvarina x noktasinin r yaricapli a¢ik yuvarsal komgulugu
diyecegiz.

Onerme 17.3.5. Her x € B(a,r) i¢in B(xz,¢) C Bla,r) olacak bicimde bir
e > 0 sayisr vardar.

IspaT: Bu is icin € < 7 — p(a, z) almak yetecektir. Gercekten z € B(z,¢)
ise, p(z,z) < € oldugundan,

d(a7 Z) < p(a,x) + p(I7 Z) < IO(G,[E) +r - p(a7 ZL’) =r
gikar ki bu z € B(a,r) olmasi demektir. Bu, aradigimiz geyi verir.

Onerme 17.3.6. T € 7, ise, her v € T i¢in B(z,¢) C T olacak bigimde bir
e > 0 sayrst vardar.
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IspAT: Acik yuvarlardan olugan 2 ailesi 7, metrel topolojisi i¢in bir taban
olduguna gore, verilen x € T Ogesini iceren ve verilen 7' kiimesi tarafindan
kapsanan bir B(a,r) yuvari vardir.

Artik bu yuvara, 6nceki 6nermeyi uygularsak, B(x,e) C B(a,r) C T
olacak gekilde bir B(z,€) agik yuvarinin varligr sGylenebilir.

Teorem 17.3.3. Bir metrik uzaydaki bir ogenin yuvarsal komsuluklarimdan
olusan aile, o 6genin bir yerel tabanidur.

ISPAT: (X, p) metrik uzayindaki bir  6gesinin .7, topolojisine gére kom-
suluklar1 ailesine #(x) diyelim. V € H(z) ise, komsuluk tanimi uyarinca,
x € T C V olacak gekilde bir T' € .7, varolacaktir. Buna yukaridaki 6ner-
meyi uygularsak, = € B(x,e) C T C V &zeligini saglayan bir B(z,€) acgik
yuvarinin varligi ortaya cikar. Bu 6zelik, teoremin ispatini verir.

Sonug 17.3.1. (X, p) bir metrik uzay olsun ve bir A C X alt-kiimesi verilsin.
A kiimesinin 7, metrel topolojisine gire a¢ik olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul, her a € A dgesinin A kiimesi tarafindan kapsanan a¢ik yuvarsal bir
komsulugunun varolmasidar.

Ispar:
Gerekligi: Onerme 17.3.6 den cikar.

Yeterligi: Eger her a € A igin B(a,€(a)) C A olacak gekilde bir B(a, €(a))
acik yuvar1 varsa
A= UaGAB(a> E(&))

olur ve de acik kiimelerin bir bilegimine egit oldugundan A € .7, ¢ikar.
Sonug 17.3.2. Metrel topolojiler Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglar.

IspaT: (X, J, uzayinda her hangi bir x 6gesinin sayilabilir bir komguluklar
tabam oldugunu gostermek yetecektir. Her r > 0 sayisina karsihk (1/n) <r
olacak bicimde bir n dogal sayis1 bulunabilir. Dolayisiyla

B(z,1/n) C B(z,r)

olacaktir. Buradan
{B(z,1/n) : n € N}

ailesinin x noktasinin bir yerel tabani oldugu cikar.
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Ornek 17.3.3. Gergel sayilar iizerindeki salt topoloji bir metrel topoloji ol-
dugundan Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglar. Daha genel olarak R"  (n >
1) {izerindeki salt topoloji Birinci Sayilabilme Aksiyomunu saglar.

Onerme 17.3.7. Ayrilabilir metrel uzaylar Ikinci Sayilabilme Aksiyomunu
saglarlar.

IspPAT: (X, ,) metrel uzay1 ayrlabilir ise X kiimesinin sayilabilir yogun
bir alt kiimesi vardir. Bu kiimeye S diyelim. Sonra merkezleri S ye ait bir
0ge ve yaricaplar1 bir rasyonel sayiya esit olan yuvarlarin olugturdugu aileye
A diyelim; yani

B ={S(a,q):a € S,qeQ}

olsun. Bu ailenin sayilabilir oldugu apagiktir. Dolayisiyla, bu ailenin .7, topo-
lojisi i¢in bir taban oldugunu gosterebilirsek, ispat bitecektir. Bunun i¢in her
hangi bir .7, acik kiimesinin %* ailesine ait oldugunu géstermek yetecektir.
Taban tanim uyarmca her € T igin # € B(a,q) C T olacak bigimde bir
B(a,q) € # agk yuvarinm varhgimi gostermeliyiz.

Onerme 17.3.6 uyarinca B(z,r) C T olacak bigimde bir B(z,r) agik yuvar
vardir. Gerekirse biraz daha kiigiilterek, bu yuvarin r yaricapinin rasyonel
bir say1 oldugunu varsayalim. B kiimesi yogun oldugundan, S ye ait bir a €
B(z,7/3) 6gesi segilebilir. Simdi rasyonel bir ¢ sayisii r/3 < ¢ < 2r/3 olacak
bicimde secersek,

x € B(a,q) C B(z,r) CT

olur ve ispat biter.

Uyar1 17.3.1. Bazi metrik uzaylarda D(a,r) kapah yuvar1 B(a, ) agik yuva-
rim1 kapsayan en kiigiik kapali kiimedir. Bagka bir deyigle, B(a,r) kiimesinin
kaplami, baz uzaylarda, D(a,r) kiimesine egittir. Ancak, bu 6zelik genel ola-
rak dogru degildir.

17.3.1 PROBLEMLER

1. (X, p) bir metrik uzay olsun. Her (x,y) € X x X igin §(z,y) = inf{1, p(z,y)}
diyelim. Bu durumda p ile 6 metriklerinin denk oldugunu; yani .7, = 7
oldugunu gdosteriniz.

2. pile ¢ bir X kiimesi iizerinde taniml iki metrik olsun. Eger her (z,y) €
X x X i¢in
ad(z,y) < p(z,y) < bd(x,y)
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esitsizlikleri saglanacak bi¢imde porzitif a ve b sayilar varsa, p ile 6 nin
denk oldugunu gdosteriniz.

3. Ornek 17.2.1 teki 6 metrigini X yerine R? koyarak diisiiniiniiz. Baglangic
merkezli agik ve kapali birim yuvarlar1 bulunuz. Acik birim yuvarin
kaplami kapali birim yuvara esit midir? Birim yuvarin kenar kiimesi
nedir?

4. (a,b) agik araligimin kaplamimin [a,b| kapal arahg oldugunu gosteriniz.
Daha genel olarak, R” ya da C" uzaylarinda, Oklid metrigine gore
B(a,r) agik yuvarlarinin kaplamlarinin D(a,r) kapali yuvarlar1 oldu-
gunu gosteriniz.

5. Ornek 17.2.1 teki § metriginin X kiimesi iizerinde tanimladigi metrik
topolojisinin ayrik topoloji oldugunu gésteriniz.

6. Onceki boliimde tamimlanan §,p, m ve s, metriklerini R? iizerinde dii-
sliniiniiz. Merkezleri diizlemde 0 = (0,0) noktas1 ve yarigaplarn r = 1
olan agik yuvarlari, herbirisi i¢inayri ayri ¢iziniz.

17.4 ESMETREL UZAYLAR

Tanim 17.4.1. (X, p) ile (Y, ) metrikimsi iki uzay olsun ve bir f: X — Y
bire-bir-igine fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu uzakliklar1 koruyorsa,
yvani her z,y € X icin

plz,y) = pu(f(x), f(y))

esitligi saglanmiyorsa, f ye esmetrel (isometric) bir doniigiimdiir ve f donii-
simii (X, p) uzaymi (Y, ) uzayr igine gémiiyor denir. Boyle bir doniigiim
varsa (X, p) uzayr (Y, p) igine gomiilebilir ve (X, p) uzay: ile (f(X), p) alt-
uzay1 esmetrel esyapilidir denir. Bu durumda X uzaymmin f altindaki resmi
olan f(X) alt-uzaymma da gomii diyecegiz. Eger f doniiglimii bire-bir-6rten
ise (X, p) ile (Y, n) uzaylar esmetrel esyapils iki metrik uzay olur.

Ornek 17.4.1. ¢, diziler uzay1 ile L? fonksiyonlar uzayi esmetrel esyapilidar.

Gercekten klasik Fourier Analizinden bilindigi gibi L? uzaymna ait her f
fonksiyonunun ¢ = (¢,,) Fourier katsayilar1 dizisi {5 dizi uzayina aittir. Tersine
olarak, ¢, uzayma ait her ¢ = (¢,) dizisi L? uzayindaki bir f fonksiyonunun
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Fourier katsayilari olur. Béylece, f — ¢ doniigiimii L? den ¢, uzayina bire-
bir-6rten bir doniigiim olur. Ayrica bu bicimde eglendiklerinde

( / If(w)de)% — 1171l = lell = (Z )

neN

Parseval egitligi saglanmaktadir |23|, [26]. Buradan bu iki uzayin egmetrel
esyapili oldugu cikar.

Onerme 17.4.1. Esmetrel doniisim uzakliklar korur. Oysa denk metrikler
uzakliklary korumayabilirler. Dolayisiyla, denk iki metrigin esmetrel olmasi
gerekmez.

Bunun ispatini asagidaki orneklerle acgiklayacagiz.

Ornek 17.4.2. R" (n > 1) Oklit uzaymdan kendisine tanimlanan

fix—ax+4+c¢, (ceR" sabit) (17.48)

oteleme dondisiimii, Oklit metrigine gore esmetrel bir déniisiimdiir.
Gergekten, (17.30) uyarinca

su(f(2), f(y)) = 1 f(x) = FW)
=[l(z+¢) = (y+

= [lz —y]

= 5n(x> y)
olur. Dolaysiyla f déniigiimii R” icinde Oklit uzakliklarmi korumaktadar.
Ornek 17.4.3. R” (n>1) Oklit uzayindan kendisine tanimlanan

f:x—azx, (a€R, sabit) (17.49)

boylama déniisiimii, a # 1 ise, Oklit metrigine gore esmetrel bir déniigiim
degildir.
IspAT:
sa(f(2), f(y)) = [laz — ay]|
= la| [z =yl

= as,(z,y)
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olur. @ # 1 oldugunda f nin uzakliklar1 korumadig ortaya cikar. Ote yan-
dan, boylama dontisiminin bir topolojik esyapi resmi oldugunu biliyoruz.
Demek ki bir topolojik esyapr dontisimi bir esmetrel esyapr doniigiimii olmak
zorunda degildir. Ama bunun tersi her zaman dogrudur; yani her esmetrel
esyap1 doniigiimii bir topolojik esyap1 doniigiimiidiir.

17.4.1 Problemler

1. p,m, s, metrikleri sirasiyla (17.28), (17.29) ve (17.30) bagintilar ile ta-
nimh metrikler olmak iizere (R",p), (R", m), (R",s,) uzaylar1 esmetrik
degildirler, ama metrikler denktir. Gdsteriniz.

2. Bog olmayan bir X kiimesi iizerinde

6(v,y) = {1’ T7Y

0, z=y
2, z#y

metrikleri verilsin. x # y i¢in 0(z,y) = 1 ve o(x,y) = 2 oldugundan
(X, d) uzayiile (X, o) uzay1 esmetrik egyapili degildirler. Ama topolojik
esyapihidirlar. Ciinkii 0 ve o metriklerinin her ikisi de X iizerine ayrik
topolojiyt koyar.

17.5 SINIRLILIK

Tanim 17.5.1. (X, p) bir metrik uzay ve A bu uzayin bog olmayan bir alt-
kiimesi olsun.

p(A) = sup{p(z,y) : z,y € A} (17.50)

sayisina A kiimesinin ¢ap: denilir. Capi sonlu olan kiimelere sinurly kimeler,
cap1 sonsuz olan kiimelere de sinirsiz kiimeler denilir.

Bir kiimenin ¢apinin sifir olmasi icin tek 6geli bir kiime olmasi yeterlidir.
Oklid metrigine gore gercel eksenin her sonlu araligi sinirh bir kiimedir.
R? diizlemindeki her dogru sinirsiz bir kiimedir.
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Tanmim 17.5.2. A ile B kiimeleri (X, p) metrik uzayimmin bog olmayan iki alt
kiimesi olsun. A ile B kiimeleri arasindaki uzaklik

p(A, B) =inf{p(x,y): x € A,y € B} (17.51)
saysidir. Ozel olarak, bir w 6gesinin bir A kiimesine uzaklig
plw, A) = inf{p(w,z) : z € A} (17.52)
sayisidir. Buradan, iki kiime arasindaki uzakligin
p(A, B) = inf{p(a,B) : a € A} (17.53)
oldugu yazilabilir.

a € Aise p(a, A) = 0 olacag apaciktir. Ama p(a, A) = 0 olmasi a € A
olmasin gerektirmez. Ornegin, gercel sayilar iizerindeki salt deger metrigine
gore 0 ve 1 noktalarinin A = (0,1) kiimesine olan uzakhklar sifira egittir,
ama her ikisi de A kiimesine ait degildir.

Bir noktanin bir kiimeye uzakhginin sifir olmasi asagidaki 6nermeyle be-
lirginlegir.

Onerme 17.5.1. p(a, A) = 0 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul a € A
olmasidar.

IsPAT: p(a, A) = 0 olmasi her r > 0 icin B(a,r) acik yuvarmm A ile
kesismesine, ki bu da a € A olmasina denktir.

AN B # (ise p(A,B) = 0 olacagr agktir. Ama bunun karsit1 dogru
degildir. Yani iki kiime arasindaki uzaklik sifir ise bu kiimeler kesigmek zo-
runda degildir. Ornegin, gercel eksen iizerindeki salt deger metrigine gore
A = (0,1) kiimesi ile B = [1,2] kiimesi arasindaki uzaklik sifira egittir; ama
A ile B kiimeleri kesigmez.

Onerme 17.5.2. Swnirl iki kiimenin bilesimi de simarhidar.

IsPAT: 2,5y € AUB olsun. Eger x,y € Aise p(x,y) < p(A); eger 2,y € B
ise p(z,y) < p(B) olacaktir. Eger x € A ve y € B ise, sabit a € Ave b € B
ogelerini rasgele secelim. Uggen egitsizliginden

p(r,y) < p(z,a) + p(a,b) + p(b,y)
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yazabiliriz, ki buradan
p(AU B) < p(a,b) + p(A) + p(B)

¢ikar. Bu egitsizlik her a € A ve her b € B igin gegerli oldugundan
p(AU B) < p(A, B) + p(A) + p(B)

olur.

Sonug 17.5.1. Swmrlh bir kiime, merkezi rasgele segilen bir yuvar tarafindan
kapsanar.

IspPAT: A simirh bir kiime olsun ve keyfi secilen bir 2y € X noktasi verilsin.
Bu noktay1 B kiimesi yerine koyarsak, onceki 6nermeden, her = € A icin

p(xo, ) < p(w0, A) + p(A)
¢ikar. Buradan zy merkezli ve r = p(xg, A) + p(A) yaricapl ¢emberin A
kiimesini kapsadigr goriiliir.

Tanim 17.5.3. Eger bir a € A ile bir b € B i¢in p(a,b) = p(A, B) oluyorsa,
a ile b 6gelerine A ile B kiimelerinin birbirlerine en yakin iki noktasi denilir.

Tki kiimenin birbirlerine en yakin noktalar1 olmayabilir.

Ornek 17.5.1. R iizerindeki salt metrige gére A = {1/n : n € N} alt kiimesi
ile B = {0} kiimesinin birbirlerine en yakim noktalar: yoktur. Ciinkii iki kiime
arasindaki uzaklik p(A,{0}) = 0 oldugu halde, her n i¢in p(+,0) > 0 dir.

Tamim 17.5.4. (X, p) bir metrik uzay ve A C X olsun. A nmin bir ortiisiine
ait kiimelerin herbirisinin ¢ap1 bir € sayisindan kiigiik kaliyorsa, bu ortiiye A
nin bir e-drtistdir denilir.

Eger her € > 0 sayisina kargilik sonlu bir e-Ortiisii varsa, A kiimesine
timiiyle simarlidir diyecegiz. Tiimiiyle sinirli olan kiimelerin sinirli oldugu
kolayca goriilebilir. Gergekten A tiimiiyle sinirh bir kiime ise, her hangi bir
€ > 0 sayisina kargihk, A nin

{4;:i=1,2,....,n}
gibi sonlu bir e-Ortiisii olacaktir. Her ¢ igin A; kiimesinden bir a; 6gesi secelim.

a =max{p(a;,ar) :i,k=1,2,...,n)}
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olsun. Her x,y € A icin, ¢ ile k rasgele secilmek iizere,

p(z,y) < p(z,a;) + plai, ax) + plar, y) < o+ 2¢

olur. Buradan p(A) ¢apinin simirli oldugu gikar.

Bu 6zelligin kargit1 dogru degildir; yani sinirh bir kiime tiimiiyle sinirh
olmayabilir. Ornegin [2-uzaymnda, yalnizca i -inci terimi 1 ve Gteki terimleri
sifir olan

e; = (0,0,...,0,1,0,...)

dizilerinden olugan E = {e; : ¢ = 1,2,...} kiimesi sinirhdir. Ciinkii her hangi
iki 6gesi arasindaki uzakhk v/2 dir. Ama bu kiime tiimiiyle sinirhi degildir.
Zira € sayis1 olarak /2 den kiiciik birsay1 secildiginde, E kiimesinin bir e-
ortiisii yoktur.

17.5.1 Problemler

1. R? iizerindeki Oklit metrigine gére xy = 1 hiperbolii ile y = 0 dogrusu
kesismeyen kapali iki alt kiimedir. Her iki kiime sinirsizdir ve aralarin-
daki uzaklik sifira egittir. Gosteriniz.

2. Salt metrige gore R uzayinda N dogal sayilar kiimesi ile {(n + %) 'n e N}
dizisinin 6gelerinden olugan A kiimesi veriliyor. Bu kiimeler kapali mi-
dir? Bu kiimeler kesigir mi? Bu kiimeler sinirli midir? Bu kiimeler ara-
sindaki uzaklik nedir?

3. Bir metrik uzaydaki sonlu her kiimenin sinirli oldugunu gésteriniz.

4. Bir metrik uzaym her A alt kiimesi icin p(A4) = p(A) oldugunu goste-
riniz.



