
18. S›n›rl› ve Artan Diziler

B
u bölümde kan›tlayaca¤›m›z teoremi, “artan ve üstten s›-
n›rl› bir gerçel say› dizisinin üsts›n›ra çarpmas›na ramak
kal›r” biçiminde özetleyebiliriz. (Üsts›n›r kavram›n› Bö-

lüm 19’da görece¤iz.) 

‹flte teorem:

Teorem 18.1. S›n›rl› ve artan her gerçel say› dizisi Cauchy

dizisidir, dolay›s›yla böyle bir dizinin "’de limiti vard›r.
Kan›t: Kan›t›n ana fikri belli: E¤er dizi artansa ama her sa-

y›y› aflam›yorsa, o zaman dizinin terimleri belli bir say›y› aflma-
mak için giderek daha fazla birbirine sokulmal›, yani dizi bir
Cauchy dizisi olmal›. Bu fikri uygulamaya sokal›m.

Teoremin do¤ru olmad›¤›n› varsay›p bir çeliflki elde edelim.
(an)n, s›n›rl› ve artan ama Cauchy olmayan bir dizi olsun. 

(an)n Cauchy dizisi olmad›¤›ndan, öyle bir + > 0 gerçel say›-
s› vard›r ki, her N için, 

|an  am| ≥ +

an

"

üsts›n›r

(azalmayan dizi)



eflitsizli¤ini sa¤layan n, m > N vard›r. Dizi artt›¤›ndan, bunu flöy-
le de yazabiliriz: Öyle bir + > 0 gerçel say›s› vard›r ki, her N için, 

an  am ≥ +
sa¤layan n > m > N vard›r. Böyle bir +’u sabitleyip dizinin ay-
yuka ç›kmak zorunda oldu¤unu gösterelim. Yukardaki özelli¤e
(*) ad›n› verelim.

(*) özelli¤inde N = 0 alal›m. O zaman, 
an1

 an0
≥ +

eflitsizli¤ini sa¤layan n1 > n0 > 0 vard›r. 
(*) özelli¤inde N = n1 al›rsak, an3

 an2
≥ + eflitsizli¤ini sa¤-

layan n3 > n2 > n1 göstergeçleri buluruz. an2
≥ an1

oldu¤undan,
an3

 an1
≥ an3

 an2
≥ + olur. Özetle: n3 > n1 için,

an3
 an1

≥ +.
Ard›ndan, (*) özelli¤inde N = n3 alarak, an5

 an4
≥ + eflit-

sizli¤ini sa¤layan n5 > n4 > n3 buluruz. an4
≥ an3

oldu¤undan,
an5

 an3
≥ an5

 an4
≥ + olur: Özetle: n5 > n3 > n1 için,

an5
 an3

≥ +.
Bunu böylece sürdürebiliriz: E¤er, her i = 1, 2, ..., k 1 için,

an2i+1
 an2i 1

≥ +
eflitsizli¤ini sa¤layan 

n0 < n1 < n3 < n5 < ... < n2k+1

göstergeçleri bulunmuflsa, bir sonraki aflamada, (*) özelli¤inde
N = n2k+1 al›p, 

an2k+3
 an2k+2

≥ +
eflitsizli¤ini sa¤layan 

n2k+1 < n2k+2 < n2k+3

göstergeçleri bulunur. an2k+2
≥ an2k+1

oldu¤undan,
an2k+3

 an2k+1
≥ an2k+3

 an2k+2
≥ +

olur.
fiimdi an2k+1

’in k ile birlikte çok büyüdü¤ünü, her say›y› afl-
t›¤›n› gösterelim.

Önce bulduklar›m›z› altalta yazal›m:
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an3
 an1

≥ +
an5

 an3
≥ +

an7
 an5

≥ +
...

an2k+3
 an2k+1

≥ +.
Ve bunlar› toplayal›m. Sadelefltirmelerden sonra flu kal›r:

an2k+3
 an1

≥ (k+1)+,
yani

an2k+3
≥ (k+1)+ + an1

buluruz. Görüldü¤ü gibi, e¤er k’yi yeterince büyük al›rsak, an2k 1

terimi her say›y› aflar ve bu da dizinin s›n›rl› olmas›yla çeliflir. n

Sonuç 18.2. S›n›rl› ve azalan her gerçel say› dizisi Cauchy

dizisidir, dolay›s›yla böyle bir dizinin "’de limiti vard›r.
Kan›t: E¤er (an)n, s›n›rl› ve azalan bir diziyse, ( an)n, s›n›rl›

ve artan bir dizidir, dolay›s›yla Cauchy’dir. Dolay›s›yla (an)n di-
zisi de Cauchy’dir. n

Al›flt›rmalar
18.1. E¤er r $ (0, 1) ise (rn)n dizisinin azalan ve alttan s›n›r-

l› oldu¤unu kan›tlay›n. Dizinin limitinin 0 oldu¤unu kan›tlay›n.
(‹pucu: Limite ' diyelim. (r2n)n dizisi hem '’ye hem '2’ye yak›n-
sar. Teorem 10.2’de bunu ! için kan›tlam›flt›k, ama bu kan›t
de¤iflik.) 

18.2. (an)n artan ve a’ya yak›nsayan bir diziyse, her n için,
an ≤ a eflitli¤ini kan›tlay›n.

18.3*. Teorem 18.1’in Arflimet olmayan s›ral› cisimler için
yanl›fl oldu¤unu gösterin.
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18A. ‹ki Yak›nsak Gerçel Dizi Örne¤i

B
urada geçen bölümde kan›tlad›¤›m›z teoremin birkaç uy-
gulamas›n› görece¤iz. Teoremi an›msayal›m: S›n›rl› ve

azalmayan her gerçel say› dizisi Cauchy dizisidir, dolay›-

s›yla böyle bir dizinin "’de limiti vard›r.

Örnek 18A.1. Her r $ " için, limn(I rn/n! = 0.
Kan›t: Bunu Örnek 10.5’te ! için kan›tlam›flt›k. Burada ay-

n› fleyi çok daha kolay biçimde " için yapaca¤›z. Al›flt›rma
17.4’e göre, r yerine |r| alarak r ≥ 0 varsay›m›n› yapabiliriz. xn

= rn/n! ≥ 0 olsun. xn+1 ile xn aras›nda çok basit bir iliflki vard›r:

E¤er n’yi yeterince büyük, diyelim N’den büyükeflit seçersek,
r/(n+1) say›s› 1’den küçük olur ve xn+1 < xn eflitsizli¤ini elde
ederiz. Bu eflitsizlik her n > N için do¤ru oldu¤undan, bundan,
(xn)n dizisinin bir zaman sonra azalan bir dizi oldu¤u anlafl›l›r.
Sonuç 17.2’ye göre dizinin N’inci terimden sonraki kuyru¤u
belli bir x say›s›na yak›nsar; dolay›s›yla dizinin kendisi de x’e
yak›nsar. Bu x’i bulmal›y›z. Yukarda kan›tlad›¤›m›z

*
x

r

n

r

n

r

n

r

n
xn

n n

n5

5

6
5

6
5

6
51

1

1 1 1( )! !
.

*  
x

r

n
xn n5 6

51 1



eflitli¤inin her iki taraf›n›n›n da n sonsuza giderken limitini al›r-
sak, x = 0·x = 0 buluruz.

Örnek 18A.2. limn(I (1 + 1/n)n vard›r ve 2 ile 3 aras›nda

bir say›d›r.
Birinci Ad›m. Her n > 0 do¤al say›s› ve her x >  1 için, 

(1 + x)n ≥ 1 + nx. 
Kan›t n üzerine tümevar›mlad›r ve çok kolayd›r.
‹kinci Ad›m. Her n > 0 do¤al say›s› için, 

2 ≤ (1 + 1/n)n ≤ 3.
Birinci ad›mda x = 1/n al›rsak, 2 ≤ (1 + 1/n)n eflitsizli¤i hemen

ç›kar. (1 + 1/n)n ≤ 3 eflitsizli¤i afla¤›daki dikkatli hesaptan ç›kar.

Üçüncü Ad›m. Her n > 0 do¤al say›s› için, 
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Sa¤daki ifadeyle biraz oynayal›m.

eflitli¤inden dolay›, a = 1 + 1/n yazarsak, kan›tlamak istredi¤i-
miz eflitsizlik,

eflitsizli¤ine, yani

eflitsizli¤ine, yani

eflitsizli¤ine dönüflür. Ama dikkat edilirse bu aynen x = 1/(n + 1)2

için, birinci ad›mdaki eflitsizliktir bu:

Art›k kan›t›m›z tamamlanm›flt›r.
Analiz ders notlar›nda [GA]  bu dizinin e ad› verilen mate-

mati¤in ve evrenin çok önemli bir sabitine yak›nsad›¤›n› göste-
rece¤iz.
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19. En Küçük Üsts›n›r

"’nin taml›¤›n›, yani "’nin her temel dizisinin yak›nsak ol-
du¤unu gösterdik. Bu, !’de olmayan bir özellikti. Bu bölümde
"’nin !’de olmayan “bir baflka” önemli özelli¤ini gösterece-
¤iz. “Bir baflka”y› t›rnak içinde yazmam›z›n nedeni, gösterece-
¤imiz bu yeni özelli¤in asl›nda "’nin taml›¤›na eflde¤er olmas›
yani asl›nda gerçekten bir baflka özellik olmamas›...

Önce teoremi yazal›m, teoremde geçen terimleri hemen
akabinde tan›mlayaca¤›z.

Teorem 19.1. "’nin bofl olmayan ve üstten s›n›rl› olan her

altkümesinin bir en küçük üsts›n›r› vard›r.

Önce teoremdeki terimleri aç›klayal›m. R tams›ral› bir kü-
me olsun, örne¤in R = " ya da ! olabilir (bildi¤imiz s›ralamay-
la). A 2 R ve r $ R olsun. E¤er her a $ A için, a ≤ r ise, r’ye
A’n›n 
���������ad› verilir. E¤er s $ R, A’n›n üsts›n›rlar›n›n en

küçü¤üyse, yani s, A’n›n bir üsts›n›r›ysa ve A’n›n her r üsts›n›-
r› için s ≤ r eflitsizli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman s’ye A’n›n (R’de)����������������ad› verilir. Herhangi bir A ve R için, A’n›n

A

en küçük üsts›n›r, sup A

bir üsts›n›r

s r

R



üsts›n›r› olmayabilir. Ayr›ca bir üsts›n›r oldu¤unda da üsts›n›r-
lar›n en küçü¤ü olmayabilir. Örne¤in, A =  ve R = ! ya da "
ise, A’n›n R’de üsts›n›r› yoktur. E¤er R = ! ve

B = {a $ ! : a2 < 2}
ise B’nin (!’de) üsts›n›r› vard›r ama (!’de) en küçük üsts›n›r›
yoktur (bkz. Al›flt›rma 3). Öte yandan lise y›llar›ndan beri
bilindi¤i üzere B’nin "’de en küçük üsts›n›r› vard›r (ve bu en
küçük üsts›n›r √2 diye yaz›lan gerçel say›d›r.) Bu bölümde bu-
nu matematiksel olarak kan›tlayaca¤›z.

Bir A altkümesinin en küçük üsts›n›r›, varsa, biriciktir el-
bette (neden elbette?) ve bu eleman sup A ya da eküs(A) diye
yaz›l›r. E¤er en küçük üsts›n›r›n R’de al›nd›¤› illa belirtilmek is-
teniyorsa, o zaman supR A yaz›l›m› ye¤lenir.

Al›flt›rmalar
19.1. S tams›ral› bir küme ve A 2 R 2 S olsun. supS A ve

supR A varsa supS A ≤ supR A eflitsizli¤ini kan›tlay›n.
19.2. Öyle tams›ral› bir S ve A 2 R 2 S altkümeleri bulun ki,
a. supR A olsun ve A’n›n bir eleman› olsun.
b. supR A olsun ama A’n›n bir eleman› olmas›n.
c. supR A olmas›n ama supS A olsun.
d. supS A olmas›n ama supR A olsun.
19.3. B = {a $! : a2 < 2} kümesinin !’de bir en küçük üst-

s›n›r› olmad›¤›n› kan›tlay›n.
19.4. Bir kümenin en fazla bir tane en küçük üsts›n›r› ola-

bilece¤ini kan›tlay›n.

Teorem 1’in Kan›t›: A, "’nin bofl olmayan ve üstten s›n›rl›
bir altkümesi olsun. Amac›m›z, bir azalmayarak di¤eri artma-
yarak üsts›n›ra yak›nsayan (an)n ve (bn)n dizileri bulmak. Bu di-
zilerin ortak limiti A’n›n üsts›n›r› olacak.
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A boflküme olmad›¤›ndan, A’dan bir a0 eleman› alabiliriz.
b0 da A’n›n bir üsts›n›r› olsun. Elbette a0 ≤ b0.

fiimdi a0’la b0’›n orta noktas› olan (a0 + b0)/2’ye bakal›m.
E¤er bu say› A’n›n bir üsts›n›r› de¤ilse

olsun. E¤er bu say› A’n›n bir üsts›n›r›ysa,

olsun. Bir sonraki aflamay› ayn› biçimde a0 ve b0 yerine a1 ve
b1’le devam ettirelim. Genel olarak,

• bi+1  ai+1 = (bi  ai)/2, 
• A’da ai’den büyükeflit bir eleman vard›r,
• bi, A’n›n bir üsts›n›r›d›r

özelliklerini sa¤layan bir 
a0 ≤ a1 ≤ ... ≤ an ≤ bn ≤ ... ≤ b1 ≤ b0

dizisi buldu¤umuzu varsayal›m. Yukardaki yöntemle diziyi bir
ad›m daha götürebiliriz: an ile bn’nin orta noktas› olan 

(an + bn)/2
say›s›na bakal›m. E¤er bu say› A’n›n bir üsts›n›r› de¤ilse o zaman

olsun. E¤er bu say› A’n›n bir üsts›n›r›ysa,
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A
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olsun. ‹stenen tüm özellikler sa¤lan›r.

(an)n artan ve üstten (bn’ler taraf›ndan) s›n›rl› bir dizi oldu-
¤undan bir limiti vard›r (Teorem 18.1.) Bu limite a ad›n› vere-
lim. Benzer nedenden (bn)n dizisinin de bir limiti vard›r; bu li-
mite de b diyelim. Elbette, her n için,

an ≤ a ≤ b ≤ bn

eflitlikleri do¤rudur (Al›flt›rma 18.2). Ama
bi+1  ai+1 = (bi  ai)/2

eflitli¤inden dolay›, her n için,
bn  an = (b0  a0)/2n

eflitli¤i de do¤rudur. Demek ki,
0 ≤ bn  an = (b0  a0)/2n < (b0  a0)/n

ve taraflar›n limitini al›rsak, sa¤ taraf 0’a gitti¤inden, Sandviç
Teoremi’nden dolay› (Teorem 9.10) b = a buluruz. 

fiimdi a’n›n A’n›n en küçük üsts›n›r› oldu¤unu kan›tlayal›m.
Her fleyden önce a, A’n›n bir üsts›n›r› oldu¤unu kan›tlama-

l›y›z. Afla¤›daki flekilden takip edin. E¤er x $ A, a’dan büyük
olsayd›, o zaman, (bn)n dizisi azalarak (daha do¤rusu artmaya-
rak) b = a’ya yak›nsad›¤›ndan, belli bir n için, a ≤ bn < x olur-
du ki, bn bir üsts›n›r oldu¤undan bu imkâns›zd›r.
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a0 b0b1a2 b3

Her ai+1, ya ai’ye eflit ya da ai ve bi’nin orta noktas›.
Her bi+1, ya bi’ye eflit ya da ai ve bi’nin orta noktas›.
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Peki a, A’n›n en küçük üsts›n›r› m›d›r? E¤er c, a’dan küçük
A’n›n bir baflka üsts›n›r› olsayd›, (an)n dizisi artarak (daha do¤-

rusu azalmayarak) a’ya yak›nsad›¤›ndan, belli bir n için,
c < an ≤ a

olurdu ki, bu da c’nin A’n›n üsts›n›r› olmas›yla çat›fl›rd›. (Çün-
kü A’da an’den büyükeflit bir eleman vard›r ve bu eleman c’den
de büyük olurdu...) n

Alts›n›r ve en büyük alts›n›r kavramlar›n› tan›mlamay› ve
afla¤›daki sonucu teoremden ç›karmay› okura burak›yoruz.

Sonuç 19.2. "’nin alttan s›n›rl› olan ama bofl olmayan her

altkümesinin bir en büyük alts›n›r› vard›r.
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"
an bn

a = b

a’dan büyük bir x $ A olabilir mi? Olamaz,
çünkü yoksa bn’lerden biri x’in alt›na inerdi.

"
an bn

a = b

a’dan küçük bir c, A’n›n bir üsts›n›r› olabilir mi?
Olamaz, çünkü yoksa an’lerden biri c’yi geçerdi.


