18. Sinirl: ve Artan Diziler

u bolimde kanitlayacagimiz teoremi, “artan ve tistten si-
Bnlrh bir gercel say1 dizisinin stsinira ¢arpmasina ramak

kalir” biciminde 6zetleyebiliriz. (Ustsinir kavramini Bo-
lim 19’da gorecegiz.)

ustsinir

i : R

—>

1
T
an

(azalmayan dizi)

Iste teorem:

Teorem 18.1. Sinurls ve artan her gercel say: dizisi Cauchy
dizisidir, dolayisiyla boyle bir dizinin R’de limiti vardir.

Kanit: Kanitin ana fikri belli: Eger dizi artansa ama her sa-
ylyl agamiyorsa, o zaman dizinin terimleri belli bir sayiy1 agma-
mak icin giderek daha fazla birbirine sokulmali, yani dizi bir
Cauchy dizisi olmali. Bu fikri uygulamaya sokalim.

Teoremin dogru olmadigini varsayip bir celiski elde edelim.
(a,),, sinirli ve artan ama Cauchy olmayan bir dizi olsun.

(a,),, Cauchy dizisi olmadigindan, oyle bir € > 0 gercel sayi-
s1 vardir ki, her N icin,

la, —a,l>¢
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esitsizligini saglayan 7, 72 > N vardir. Dizi arttigindan, bunu soy-
le de yazabiliriz: Oyle bir € > 0 gercel sayis1 vardir ki, her N icin,
a,—a,, 2¢€
saglayan n > m > N vardir. Boyle bir €’u sabitleyip dizinin ay-
yuka ¢ikmak zorunda oldugunu gosterelim. Yukardaki 6zellige
(*) adinm verelim.
(*) ozelliginde N = 0 alalim. O zaman,
Ay, — Apy 2 €
esitsizligini saglayan n; > ny > 0 vardir.

(*) ozelliginde N = 7y alirsak, a,,, — a,, > € esitsizligini sag-
layan n3 > n, > ny gostergegleri buluruz. a,, > a,, oldugundan,
d,, — d,, 2 a,, —a,, 2 ¢ olur. Ozetle: n3 > n; icin,

Ay, — Ay, 2 E.
Ardindan, (*) ozelliginde N = n5 alarak, a,. - a,, > ¢ esit-
sizligini saglayan ns > ny > n3 buluruz. a,, > a,, oldugundan,
4, — a,, 2 a, —a,, 2 ¢ olur: Ozetle: ns > n3 > ny igin,

Ays — Ay, 2 E.
Bunu boylece suirdurebiliriz: Eger, her i = 1, 2, ..., k-1 igin,
—-a =€

a”2i+1 ni-1

esitsizligini saglayan
no <n < n3 < n5 < ... < n2k+1
gostergecleri bulunmusgsa, bir sonraki asamada, (*) ozelliginde
N = nyp,q alip,
>

a a

Mmks3  “Moked

esitsizligini saglayan
Myps1 < M2ps2 < M43

gostergecleri bulunur. a >a oldugundan,

a a

N2k+2
a

N2k+1

>a =€

Mmks3  Poket Moks3  “1oka2

olur.

Simdi a,,,, ,
tigin1 gosterelim.

Once bulduklarimiz: altalta yazalim:

’in k ile birlikte cok buyudugiini, her sayiy: as-
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Ayy — Ay, 2 €
Ay — Ay, 2 €
Ay, = Ays 2 €

a a 2 E.

N hos N2ks

Ve bunlari toplayalim. S;iiélegirzlillelerden sonra su kalir:
Apypy = Ay 2 (R+1)g,

yani
Ay, 2 (R+1)e + a,,

buluruz. Goriildigii gibi, eger k’yi yeterince biiyiik alrsak, a,,, |

terimi her sayiy1 asar ve bu da dizinin sinirli olmasiyla celisir. [

Sonug 18.2. Swurli ve azalan her gercel say: dizisi Cauchy
dizisidir, dolayisiyla boyle bir dizinin R’de limiti vardir.

Kanit: Eger (a,,),,, sinirh ve azalan bir diziyse, (-a,,),,, sinirh
ve artan bir dizidir, dolayisiyla Cauchy’dir. Dolayisiyla (a,,),, di-
zisi de Cauchy’dir. [l

Alistirmalar

18.1. Eger r € (0, 1) ise (77),, dizisinin azalan ve alttan sinir-
li oldugunu kanitlaym. Dizinin limitinin 0 oldugunu kanitlayin.
(Ipucu: Limite ¢ diyelim. (r27), dizisi hem ¢’ye hem ¢2’ye yakin-
sar. Teorem 10.2’de bunu Q i¢in kanitlamistik, ama bu kanit
degisik.)

18.2. (a,),, artan ve a’ya yakinsayan bir diziyse, her 7 icin,
a, < a esitligini kanitlayin.

18.3*. Teorem 18.1’in Arsimet olmayan sirali cisimler i¢in
yanlis oldugunu gosterin.
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urada gegen boliimde kanitladigimiz teoremin birkag uy-
Bgulamasm1 gorecegiz. Teoremi amimsayalim: Suurl ve
azalmayan her gercel say: dizisi Cauchy dizisidir, dolay:-

styla boyle bir dizinin R’de limiti vardir.

Ornek 18A.1. Her r € R icin, lim,, ., #""/n! = 0.

Kanit: Bunu Ornek 10.5’te Q igin kanitlamistik. Burada ay-
ni seyi ¢ok daha kolay bi¢cimde R icin yapacagiz. Alistirma
17.4°e gore, r yerine |7l alarak 7 > 0 varsayimini yapabiliriz. x,,

= 7"/n! > 0 olsun. x,,,; ile x,, arasinda ¢ok basit bir iliski vardir:

pl ror" r

m+1 n+lnl n+1x
Eger n’yi yeterince buyuk, diyelim N’den buyiikesit segersek,
r/(n+1) sayis1 1’den kigiik olur ve x,,; < x, esitsizligini elde
ederiz. Bu esitsizlik her 7z > N i¢in dogru oldugundan, bundan,
(x,,),, dizisinin bir zaman sonra azalan bir dizi oldugu anlasilir.
Sonug¢ 17.2’ye gore dizinin N’inci terimden sonraki kuyrugu
belli bir x sayisina yakinsar; dolayisiyla dizinin kendisi de x’e
yakinsar. Bu x’i bulmaliyiz. Yukarda kanitladigimiz

r

Xn+1 :n+1'xn

Xn+l = n*
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esitliginin her iki tarafininin da 7 sonsuza giderken limitini alir-
sak, x = 0-x = 0 buluruz.

Ornek 18A.2. lim,, .. (1 + 1/n)" vardir ve 2 ile 3 arasinda
bir sayidur.
Birinci Adim. Her n > 0 dogal sayist ve her x > —1 icin,
(1+x)">21 + nx.
Kanit 7 tizerine timevarimladir ve ¢cok kolaydir.
Ikinci Adim. Her n > 0 dogal say:st icin,
2<(1+1/n)r<3.
Birinci adimda x = 1/n alirsak, 2 < (1 + 1/n)" esitsizligi hemen
gikar. (1 + 1/n)"* < 3 esitsizligi asagidaki dikkatli hesaptan ¢ikar.

] 3

B nonn—1)..n—i+1) 1
2 12 "

n nn—-1 n—-i+1 1
=1+>  —
Z’=1n n n 121

n 1 i—1 1
=1 == 1=—
+Z’=1[ n) ( n jl-Z-...-i

n 1 no 1
<1+ Zi=1 120 1+ Zizl i1

1
1+ %f<1+ 11=1+2=&
1—— 1——
2 2

Ugiincii Adim. Her n > 0 dogal sayist icin,

n n+1
(1+lj S(1+ L j .
n n+1
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Sagdaki ifadeyle biraz oynayalim.

n+1 n+1
1+ ! = 1+l—l+ !
n+1 n n n+l

n+1
= 1+1— !
n nn+l

esitliginden dolayi, a = 1 + 1/n yazarsak, kanitlamak istredigi-

n+1
a'<|a- !
nin +1)
esitsizligine, yani

n+1
L P
a an(n +1)

esitsizligine, yani
1 n+1
o<1y
n+1 (n+1)

esitsizligine doniisiir. Ama dikkat edilirse bu aynen x = 1/(n + 1)2

miz esitsizlik,

icin, birinci adimdaki esitsizliktir bu:

1 n+1
(1_ 2] Sl—n+12=—1 :n.
(n+1) (n+1) n+l n+1
Artik kanitimiz tamamlanmuistir.
Analiz ders notlarinda [GA] bu dizinin e ad1 verilen mate-
matigin ve evrenin ¢ok onemli bir sabitine yakinsadigini goste-
recegiz.
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R’nin tamhigini, yani R’nin her temel dizisinin yakinsak ol-
dugunu gosterdik. Bu, Q’de olmayan bir 6zellikti. Bu bélimde
R’nin Q’de olmayan “bir bagka” 6nemli 6zelligini gosterece-
giz. “Bir bagka”y1 tirnak icinde yazmamizin nedeni, gosterece-
gimiz bu yeni ozelligin aslinda R’nin tamligina esdeger olmasi
yani aslinda gercekten bir bagka 6zellik olmamasi...

Once teoremi yazalim, teoremde gecen terimleri hemen
akabinde tanimlayacagiz.

Teorem 19.1. R’nin bos olmayan ve iistten suurl olan bher
altkiimesinin bir en kiiciik iistsumrt vardir.

Once teoremdeki terimleri agiklayalim. R tamsirali bir kii-
me olsun, 6rnegin R = R ya da Q olabilir (bildigimiz siralamay-
la). A< R ver € R olsun. Eger her a € A icin, a < 7 ise, ’ye
A’nin idiststmrr adi verilir. Eger s € R, A’nin tstsinirlarinin en
kiigtigliyse, yani s, A’nin bir istsiniriysa ve A’nin her 7 tstsini-
r1 igin s < 7 egitsizligi saglaniyorsa, o zaman s’ye A’nin (R’de)
en kiiciik distsinirt adi verilir. Herhangi bir A ve R icin, A’nin

en kiigiik tstsinir, sup A

A

———y bir tistsinir R
— ° >

7
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ustsinirt olmayabilir. Ayrica bir Gstsinir oldugunda da tstsinir-
larin en kiiciigii olmayabilir. Ornegin, A =Z ve R = Q yada R
ise, A’nin R’de tstsinir1 yoktur. Eger R = Q ve
B={aecQ:a?<2)

ise B’nin (Q’de) ustsinir1 vardir ama (Q’de) en kucuik tstsiniri
yoktur (bkz. Alistirma 3). Ote yandan lise yillarindan beri
bilindigi tizere B’nin R’de en kiigik iistsinir1 vardir (ve bu en
kiigiik tistsinir \2 diye yazilan gercel sayidir.) Bu boliimde bu-
nu matematiksel olarak kanitlayacagiz.

Bir A altkiimesinin en kugiik ustsiniri, varsa, biriciktir el-
bette (neden elbette?) ve bu eleman sup A ya da ekiis(A) diye
yazilir. Eger en kiigiik tistsinirin R’de alindigy illa belirtilmek is-
teniyorsa, o zaman supg A yazilimi yeglenir.

Alistirmalar

19.1. S tamsirali bir kiime ve A < R < S olsun. supg A ve
supgr A varsa supg A < supy A esitsizligini kanitlayin.

19.2. Oyle tamsirali bir S ve A < R < S altkiimeleri bulun ki,

a. supg A olsun ve A’nin bir elemani olsun.

b. supg A olsun ama A’nin bir elemani olmasin.

c. supg A olmasin ama supg A olsun.

d. supg A olmasin ama supy A olsun.

19.3. B = {a € Q: a? < 2} kiimesinin Q’de bir en kiiciik iist-
sinirt olmadigini kanitlayin.

19.4. Bir kiimenin en fazla bir tane en kugik ustsinir1 ola-
bilecegini kanitlayin.

Teorem 1’in Kaniti: A, R’nin bog olmayan ve tstten sinirh
bir altkiimesi olsun. Amacimiz, bir azalmayarak digeri artma-
yarak tistsinira yakinsayan (a,,),, ve (b,,), dizileri bulmak. Bu di-
zilerin ortak limiti A’nin tstsinir1 olacak.
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varlig1 gosterilecek olan
en kugiik tstsinir, sup A

A / R

— > «—b
n n

A boskiime olmadigindan, A’dan bir g, elemani alabiliriz.
by da A’nun bir ustsinir olsun. Elbette ag < b,,.

9y b,

Simdi ay’la by’in orta noktast olan (ay + by)/2’ye bakalim.
Eger bu say1 A’nin bir tstsinir1 degilse

_ ap + bo
a =————
2
bl = bo
olsun. Eger bu say1 A’nin bir tstsiniriysa,
a1 =4a
ap + bo
bl S
2

olsun. Bir sonraki asamay1 ayni bi¢cimde a, ve b yerine a; ve
by’le devam ettirelim. Genel olarak,
® b1 —aj = (bj— a)l2,
e A’da a;’den biiyiikesit bir eleman vardir,
® b, A’nin bir Gstsiniridir
ozelliklerini saglayan bir
ap<a;<..<a,<b,<..<b; <b
dizisi buldugumuzu varsayalim. Yukardaki yontemle diziyi bir
adim daha gotiirebiliriz: a,, ile b,’nin orta noktasi olan
(a, + b,)2
sayisina bakalim. Eger bu say1 A’nin bir tistsinir1 degilse o zaman
D1 = o ;_bn
byi1 = bn

olsun. Eger bu say1 A’nin bir tstsiniriysa,
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a1 =y

a,+b,
by =222

olsun. Istenen tiim 6zellikler saglanir.

A

e 0o >

a a4, byb, by
Hera,,,,
Her bm, ya b/ye esit ya da a; ve b nin orta noktasi.

ya a;’ye esit ya da a; ve b/nin orta noktast.

(a,), artan ve ustten (b,’ler tarafindan) sinirh bir dizi oldu-
gundan bir limiti vardir (Teorem 18.1.) Bu limite a adin1 vere-
lim. Benzer nedenden (b,,), dizisinin de bir limiti vardir; bu li-
mite de b diyelim. Elbette, her # icin,

a,<a<bs<b,

esitlikleri dogrudur (Aligtirma 18.2). Ama

bi1 —aj1 = (b;— a))/2
esitliginden dolay1, her # icin,

bn —a, = (bO - aO)/zn
esitligi de dogrudur. Demek ki,

0<b,—a,=(by—ay)2" < (by— ay)n

ve taraflarin limitini alirsak, sag taraf 0’a gittiginden, Sandvig
Teoremi’nden dolay1 (Teorem 9.10) b = a buluruz.

lim, a,=a=b=lim, b,
A l R
e—o'0o0 >
a, a, byb b,

Simdi @’nin A’nin en kiigiik tstsinirt oldugunu kanitlayalim.

Her seyden 6nce a, A’nin bir tstsinir1 oldugunu kanitlama-
liyiz. Asagidaki sekilden takip edin. Eger x € A, a’dan buyik
olsaydi, o zaman, (b,), dizisi azalarak (daha dogrusu artmaya-
rak) b = a’ya yakinsadigindan, belli bir # i¢in, a < b, < x olur-
du ki, b,, bir tstsinir oldugundan bu imkansizdir.
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a’dan buyiik bir x € A olabilir mi? Olamaz,
clinkii yoksa b, ’lerden biri x’in altina inerdi.

Peki a, A’nin en kuigiik Gstsinirt midir? Eger ¢, a’dan kiiciik
A’nin bir bagka tstsinir1 olsayds, (a,,),, dizisi artarak (daha dog-
a=b

a, bn R

i >

@’dan kiiciik bir ¢, A’nin bir Gstsiniri olabilir mi?
Olamaz, ¢iinkii yoksa a,’lerden biri ¢’yi gegerdi.
rusu azalmayarak) a’ya yakinsadigindan, belli bir # igin,
c<a,<a
olurdu ki, bu da ¢’nin A’nin tstsinir1 olmasiyla ¢atisirdi. (Cuin-
kit A’da a,’den buyiikesit bir eleman vardir ve bu eleman ¢’den
de buyiik olurdu...) [l

Altsinir ve en biiytik altsinir kavramlarini tanimlamay1 ve
asagidaki sonucu teoremden ¢ikarmayi okura burakiyoruz.

Sonug 19.2. R’nin alttan spurl olan ama bos olmayan her
altkiimesinin bir en biiyiik altsimiri vardir.



