
14. Gerçel Say›larda Dört ‹fllem

B
ir a $ C temel dizisini (tüm diziler !-dizileridir) [a] ger-

çel say›s›na götüren ƒ : C ( " fonksiyonunu ele alal›m:

ƒ(a) = [a].

Bu fonksiyon elbette örtendir. ‹flte resmi:

ƒ fonksiyonunu kullanarak, eskiden C üzerine tan›mlad›¤›-

m›z toplama, çarpma, ç›karma ve bölme ifllemlerinin benzerle-

rini " üzerine tan›mlayaca¤›z. Yapaca¤›m›z ifl özetle flu: Diye-

lim " üzerine toplamay› tan›mlamak istiyoruz. "’den topla-

mak istedi¤imiz iki eleman alal›m, bu elemanlara r ve s diyelim.

Elemanlar›n C ’de birer ƒ-önimgesini bulal›m ve s›rayla onlara

a ve b diyelim. Demek ki

ƒ(a) = r ve ƒ(b) = s.

C

... ... ...
a

($$$)$$$*
ƒ(a) = [a] = [b] = ƒ(b)

b

"

ƒ



fiimdi a ve b temel dizilerini C ’de toplay›p a + b temel dizisini

elde edebiliriz. Ve son olarak bu toplam›n ƒ imgesini al›p 

ƒ(a + b) $ "

eleman›n› bulabiliriz. r + s toplam›n›,

r + s = ƒ(a + b)

olarak tan›mlamay› öneriyoruz, çünkü ne de olsa a + b dizisi de

C ’de.

Ancak, r ve s gerçel say›lar› verildi¤inde,

ƒ(a) = r ve ƒ(b) = s

eflitliklerini sa¤layan birden çok a ve b vard›r; tan›m›n geçerli

olmas› için bu eflitli¤i sa¤layan tüm a ve b’lerin ayn› ƒ(a + b) so-

nucunu verdi¤ini kan›tlamal›y›z. Bunu kan›tlayaca¤›z.

Çarpmay› da benzer yöntemle tan›mlayaca¤›z. Her halkada

oldu¤u gibi ç›karma toplama taraf›ndan, bölme de çarpma tara-
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1) r, s $ " verilmifl olsun.
2) ƒ(a) = r ve ƒ(b) = s eflitli¤ini sa¤layan a, b $ C
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f›ndan belirlenecek. "’de s›ralamay› tan›mlamak, çok de¤il, bi-

razc›k daha zordur. Ard›ndan, tan›mlanan bu ifllemlerin ve s›ra-

laman›n tahmin edilen özellikleri sa¤lad›¤›n› ve sonuçta s›ral›

bir cisim (Bölüm 6.4 ve 6A.8) buldu¤umuzu ve bu s›ral› cisim-

de !’nün kusurlar›n›n (Bölüm 7C) olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Toplama. Yukarda gördü¤ümüz gibi, "’de toplaman›n öner-

di¤imiz tan›m›n›n geçerli olmas› için flu önsav kan›tlanmal›:

Önsav 14.1. a, b, a4, b4 $ C olsun. E¤er [a] = [a4] ve [b] = [b4]
ise [a+b] = [a4+b4] eflitli¤i do¤rudur.

Kan›t: Varsay›ma göre a  a4*$*Y0 ve b  b4*$ Y0. Dolay›-

s›yla,

(a + b)  (a4*+ b4) = (a  a4) + (b  b4) $*Y0

dir, yani [a+b] = [a4+b4] eflitli¤i do¤rudur. n

fiimdi art›k, [a] ve [b] gerçel say›lar› için,

[a] + [b] = [a + b]

tan›m›n› huzur içinde yapabiliriz, çünkü bu tan›m, C ’de seçilen

a ve b’ye göre de¤il, [a] ve [b] gerçel say›lar›na göre de¤iflmek-

tedir. E¤er bu önsav do¤ru olmasayd›,

[a] = [a4] ve [b] = [b4]
eflitlikleri do¤ru olmas›na karfl›n,

[a] + [b] = [a4] + [b4]
eflitli¤i do¤ru olmayabilirdi ve o zaman da toplama iflleminin

tan›m› geçerli olmazd›. Toplamay› tan›mlad›ktan sonra topla-

man›n özelliklerine gelelim.

Önsav 14.2. (", +, [s(0)]) de¤iflmeli bir gruptur, yani,

T1. Her r, s, t $ " için, (r + s) + t = r + (s + t).

T2. Her r $ " için, r + [s(0)] = [s(0)] + r = r.

T3. Her r $ " için, r + s = s + r = [s(0)] eflitli¤ini sa¤layan bir

s $ " vard›r.

T4. Her r, s $ " için r + s = s + r.
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Kan›t: "’deki bu eflitlikleri kan›tlamak için ƒ fonksiyonunu

kullan›p C ’ye ç›kaca¤›z. Bu eflitliklerin C ’de de geçerli oldu¤u-

nu kullan›p tekrar ƒ ile "’ye inece¤iz.

T1. a, b, c $ C için, r = [a], s = [b], t = [c] olsun. O zaman,

(r + s) + t = ([a] + [b]) + [c] = [a + b] + [c]

= [(a + b) + c] = [a + (b + c)]

= [a] + [b + c] = [a] + ([b] + [c])

= r + (s + t).

T2. a $ C için, r = [a] olsun. O zaman,

r + [s(0)] = [a] + [s(0)] = [a + s(0)] = [a] = r.

[s(0)] + r = r eflitli¤i benzer biçimde kan›tlan›r.

T3. a $ C için, r = [a] olsun. E¤er a = (an)n ise, 

b =  a = ( an)n $ C

ve 

s = [b]

olsun. ‹stenen r + s = s + r = [s(0)] eflitli¤inin sa¤land›¤›n› s›na-

mak zor de¤ildir.

T4. a, b $ C için, r = [a], s = [b] olsun. O zaman, 

r + s = [a] + [b] = [a + b] = [b + a] = [b] + [a] = s + r

olur. n

Önsav 2’nin Ard›ndan:
a) T1’e göre gerçel say›lar› toplarken parantez kullanmaya ge-

rek yoktur, örne¤in, (r + s) + t yerine r + s + t ve (r + s) + (t + u)

yerine r + s + t + u yazabiliriz. 

b) "’de T2 özelli¤ini sa¤layan bir ve tek bir eleman vard›r

(
������������	
�
��������denir bu elemana) ve bu eleman,

T2’nin söyledi¤i gibi [s(0)]’d›r. Gelecekte [s(0)] yerine 0 yaza-

ca¤›z ama flimdi de¤il. Öte yandan daha flimdiden [s(0)] yerine

0" yazmak fena bir fikir de¤ildir, öyle de yapaca¤›z.

c) E¤er r $ " verilmiflse, T3’teki r + s = s + r = [s(0)] = 0" eflit-

li¤ini sa¤layan bir ve tek bir s $ " vard›r. Bu eleman›  r olarak

gösterece¤iz. Kan›tta da görüldü¤ü üzere, a $ C için,  [a] = [ a].
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d) "’de ç›karmay› iki de¤iflik biçimde tan›mlayabiliriz:

r  s = r + ( s)

olarak ya da r = [a], s = [b] için

r  s = [a  *b]

olarak. ‹kisi de ayn› kap›ya ç›kar ancak ikinci tan›m›n geçerli

olmas› için Önsav 2’ye benzer bir sonucun kan›tlanmas› gerek-

mektedir. Benzer flekilde

 r  s ve  r + s

ifllemlerini de tan›mlayabiliriz.

 (r  s) =  r 5 s = s  r

gibi eflitlikleri kan›tlamak kolayd›r.

Ama dikkat, toplarken paranteze gerek yoksa da ç›kar›rken

parantezleri korumak gerekir. Aksi davran›fl›n b›rak›n üniver-

siteye girifli, bale okuluna girifli bile engelledi¤i bilinmektedir.

e) Her grupta oldu¤u gibi "’de de sadelefltirme yap›labi-

lir. Örne¤in, r + s = r + t ise s = t olur. Ayn› flekilde r + s = r

ise s = [s(0)] = 0" olur.

f) [a] + [b] = [a + b] formülü, yani

ƒ(a + b) = ƒ(a) + ƒ(b)

formülü, 

ƒ : C ( "

fonksiyonunun (C , +, s(0)) grubundan (", +, [s(0)]) grubuna

giden bir eflyap› fonksiyonu (homomorfizma) oldu¤unu söylü-

yor. Eflyap› fonksiyonunun anlam›n› bilmeyenlere: Toplamaya

(ya da bir baflka iflleme) sayg› duyan, yani ƒ(a + b) = ƒ(a) + ƒ(b)

eflitli¤ini sa¤layan bir gruptan bir baflka gruba giden ƒ fonksi-

yonlar›na verilen add›r.

Çarpma. Çarpmay› da ayn› yöntemle tan›mlayaca¤›z.

"’den r ve s elemanlar›n› alal›m. r ve s’nin C ’de ƒ-önimgeleri-

ni bulal›m. Bu önimgelere a ve b diyelim. Demek ki

ƒ(a) = r ve ƒ(b) = s.
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fiimdi a ve b temel dizilerini C ’de çarp›p ab $ C dizisini elde

edebiliriz. Son olarak bu çarp›m›n ƒ imgesini al›p ƒ(ab) $ " bula-

bilir ve rs çarp›m›n›,

rs = ƒ(ab)

olarak tan›mlamay› uygun bulabiliriz. Yani a, b $ C için,

[a][b] = [ab]

tan›m›n› yapmak istiyoruz.

Ancak r ve s verildi¤inde, ƒ(a) = r ve ƒ(b) = s eflitli¤ini sa¤-

layan birden çok a ve b vard›r; tan›m›n geçerli olmas› için bu

eflitli¤i sa¤layan tüm a ve b’lerin ayn› ƒ(ab) sonucunu verdi¤ini

kan›tlamal›y›z.

Önsav 14.3. a, b, a4, b4 $ C olsun. E¤er [a] = [a4] ve [b] = [b4]
ise 

[ab] = [a4b4] 
eflitli¤i do¤rudur.
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Kan›t: Varsay›ma göre a  a4*$*Y0 ve b  b4*$ Y0. Dolay›-

s›yla,

(ab  a4b4) = (a  a4)b + a4(b  b4) $*Y0

dir (Önsav 9.7), yani [ab] = [a4b4] eflitli¤i do¤rudur. n

fiimdi art›k, [a] ve [b] gerçel say›lar› için,

[a][b] = [ab]

tan›m›n› huzur içinde yapabiliriz, çünkü bu tan›m, C ’de seçilen

a ve b’ye göre de¤il, "’de seçilen [a] ve [b] gerçel say›lar›na gö-

re de¤iflmektedir. E¤er bu önsav do¤ru olmasayd›,

[a] = [a4] ve [b] = [b4]
eflitlikleri do¤ru olmas›na karfl›n,

[a][b] = [a4][b4]
eflitli¤i do¤ru olmayabilirdi ve o zaman da çarpma iflleminin ta-

n›m› geçerli olmazd›.

Kimi zaman [a][b] yerine [a] ! [b] ya da [a]·[b] yazaca¤›z.

Önsav 14.4. fiu özellikler do¤rudur:

Ç1. Her r, s, t $ " için, (rs)t = r(st).

Ç2. Her r $ " için, r·[s(1)] = [s(1)]·r = r.

Ç3. Her 0" % r $ " için, rs = sr = [s(1)] eflitli¤ini sa¤layan

bir 

0" % s $ "

vard›r.

Ç4. Her r, s $ " için rs = sr.

Kan›t: Aynen bir önceki kan›t gibi. "’deki bu eflitlikleri ka-

n›tlamak için ƒ fonksiyonunu kullan›p C ’ye ç›kaca¤›z. Bu eflit-

liklerin C ’de de geçerli oldu¤unu kullan›p tekrar ƒ ile "’ye ine-

ce¤iz.

Ç1, Ç2, Ç4. Önsav 2’nin T1, T2 ve T4’ün kan›t›yla ayn› ol-

du¤undan kan›t› okura b›rak›yoruz.
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Ç3. a = (an)n $ C için, r = [a] olsun. Y0 = [s(0)] = 0" % r =

[a] oldu¤undan, a, Y0’da de¤ildir, yani 0’a yak›nsayamaz. Te-

orem 12.3’e göre her n > N için an % 0 eflitsizli¤inin sa¤land›¤›

bir N göstergeci vard›r.

ve b = (bn)n olsun. Teorem 11.11’e göre b bir temel dizidir. O za-

man ab dizisi bir zaman sonra sabit 1 dizisi olur ve dolay›s›yla li-

miti 1’dir. Demek ki ab  s(1) dizisi 0’a yak›nsar, yani Y0’dad›r.

Demek ki, [a][b] = [ab] = Rs(1)] olur. n

Sonuç 14.5. (" \ {0"}, !, [s(1)]) de¤iflmeli bir gruptur, yani,

Ç1. Her r, s, t $ " \ {0"} için, (rs)t = r(st).

Ç2. Her r $ " \ {0"} için, r·[s(1)] = [s(1)]·r = r.

Ç3. Her r $ " \ {0"} için, rs = sr = [s(1)] eflitli¤ini sa¤layan

bir s $ " \ {0"} vard›r.

Ç4. Her r, s $ " \ {0"} için rs = sr.

Önsav 4 ve Sonuç 5’in Getirdikleri:
a) Ç1’e göre gerçel say›lar› çarparken parantez kullanmaya

gerek yoktur, örne¤in, (rs)t yerine rst ve (rs)(tu) yerine rstu ya-

zabiliriz. 

b) "’de Ç2 özelli¤ini sa¤layan bir ve tek bir eleman vard›r

(çarpman›n etkisiz eleman› denir bu elemana) ve bu eleman da

Ç2’nin söyledi¤i gibi [s(1)]’dir. Gelecekte [s(1)] yerine 1 yaza-

ca¤›z ama flimdilik de¤il. Öte yandan daha flimdiden [s(1)] ye-

rine 1" yazmak fena bir fikir de¤ildir.

c) E¤er r $ " \ {0"} verilmiflse, Ç3’teki rs = sr = 1" eflitli¤i-

ni sa¤layan bir ve tek bir s $ " vard›r. Bu eleman› s 1 olarak

gösterece¤iz. Kan›tta da görüldü¤ü üzere, a $ C için, tam ola-

rak [a] 1 = [a 1] olmasa da bu eflitlik gerçek’ten çok çok uzak

de¤il.
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d) " \ {0"}’de bölmeyi 

r/s = rs 1

olarak tan›mlayabiliriz. 

r 1s 1 = (rs) 1,

(r 1) 1 = r,

gibi eflitlikleri kan›tlamak kolayd›r.

e) Her grupta oldu¤u gibi " \ {0"} grubunda da sadelefltirme

yap›labilir. Örne¤in, rs = rt ise ve r % 0" ise s = t olur. Bu, s ya

da t, 0"’ye eflitse de geçerlidir. Ayn› flekilde rs = r ise ve r % 0"
ise s = 1" olur.

Toplama ve Çarpma. Yukarda, önce sadece toplamay› ilgi-

lendiren, ard›ndan sadece çarpmay› ilgilendiren özellikleri bul-

duk. fiimdi bu bölümde, hem toplamay› hem de çarpmay› har-

manlayan özelli¤i bulaca¤›z.

Önsav 14.6. Gerçel say›larda çarpma toplamaya göre da¤›-

l›r, yani her r, s, t $ " için, 

(r + s)t = rt + st

eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: Her zamanki gibi C ’ye ç›k›p C ’de benzer eflitli¤i kul-

lanarak kan›tlan›r. Ayr›nt›lar okura b›rak›lm›flt›r. n

Bunun bir sonucu olarak, her r $ " için,

r0" = 0"r = 0"
eflitli¤i do¤rudur. Nitekim,

r0" = r(0" + 0") = r0" + r0"
ve buradan da sadelefltirerek, r0" = 0" bulunur.

Teorem 14.7. (", +, !, 0", 1") yap›s› bir cisimdir, yani flu

özellikler sa¤lan›r:

T1. Her r, s, t $ " için, (r + s) + t = r + (s + t).

T2. Her r $ " için, r + [s(0)] = [s(0)] + r = r.
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T3. Her r $ " için, r + s = s + r = [s(0)] eflitli¤ini sa¤layan

bir s $ " vard›r.

T4. Her r, s $ " için r + s = s + r.

Ç1. Her r, s, t $ " için, (rs)t = r(st).

Ç2. Her r $ " için, r·[s(1)] = [s(1)]·r = r.

Ç3. Her 0" % r $ " için, rs = sr = [s(1)] eflitli¤ini sa¤layan

bir 

0" % s $ "

vard›r.

Ç4. Her r, s $ " için rs = sr.

D. Her r, s, t $ " için, (r + s)t = rt + st.

Kan›t: Çoktan kan›tland› bile... n

Son olarak, ƒ(a) = [a] kural›yla tan›mlanan 

ƒ: C ( "

örten fonksiyonuna bir defa daha bakal›m. Bu fonksiyon flu

özellikleri sa¤lar:

ƒ(a + b) = ƒ(a + b),

ƒ(ab) = ƒ(ab),

ƒ(s(0)) = 0",

ƒ(s(1)) = 1".

Yukardaki eflitlikler, ƒ fonksiyonunun C halkas›ndan "

halkas›na (asl›nda cismine) giden bir eflyap› fonksiyonu oldu-

¤unu söylüyor. Resim afla¤›da.
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Tabii bu arada C ’nin bir cisim olmad›¤›n› ama "’nin bir ci-

sim oldu¤unu unutmayal›m. (Arife Not: Halkalar kuram›n›n›n

basit bir sonucuna göre, "’nin cisim olmas› Y0’›n C ’nin mak-

simal ideali oldu¤u anlam›na gelir.)

Bir sonraki bölümde " üzerine bir s›ralama tan›mlayaca¤›z.

S›ralamay› tan›mlad›ktan sonra, (", +, !, 0", 1", <) yap›s›n›n

s›ral› bir cisim oldu¤unu görece¤iz.

Al›flt›rma. E¤er n = 0 ya da 1 ise n"’nin ne oldu¤unu biliyo-

ruz. E¤er n ≥ 1 bir do¤al say›ysa, n" $ " say›s›n› tümevar›mla

flöyle tan›mlayal›m (bkz. Bölüm 6A.5):

(n+1)" = n" + 1".

( n)" say›s›n› da ( n)" =  (n") olarak tan›mlayal›m. Böylece

her n $  için n" say›s›n› tan›mlam›fl olduk. 

(n + m)" = n" + m",

(nm)" = n"m"

eflitlikleri kan›tlay›n.

Üs Almak. Dikkat ederseniz gerçel say›larda üs almay› ta-

n›mlamad›k. Bir n tamsay›s› ve bir x gerçel say›s› için xn say›-

s›n› tan›mlamak hiç zor de¤ildir. Bir x > 0 gerçel say›s› ve bir q

kesirli say›s› için xq say›s› da biraz zahmetle de olsa oldukça ra-

hat biçimde tan›mlanabilir. Ama bir x > 0 ve y gerçel say›lar›

için xy gerçel say›s›n› tan›mlamak hiç kolay de¤ildir. Bu tan›m

de¤iflik biçimlerde yap›labilir (Cauchy dizileriyle, serilerle, ln

fonksiyonunun tersi olarak). Bu konuya da gelece¤iz. Ama ana-

liz dersinde.
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