14. Gergel Sayilarda Dort Islem

cel sayisina gotiiren f : ¢ — R fonksiyonunu ele alalim:

Bir a € ¢ temel dizisini (tim diziler Q-dizileridir) [a] ger-

fla) = al.

Bu fonksiyon elbette 6rtendir. Iste resmi:

vy y Vl y R
fla) = lal = [b] = f(b)

f fonksiyonunu kullanarak, eskiden ¢ tizerine tamimladigi-
miz toplama, ¢arpma, ¢ikarma ve bolme islemlerinin benzerle-
rini R tizerine tanimlayacagiz. Yapacagimiz is Ozetle su: Diye-
lim R tzerine toplamayi tanimlamak istiyoruz. R’den topla-
mak istedigimiz iki eleman alalim, bu elemanlara r ve s diyelim.
Elemanlarin ¢”de birer f-onimgesini bulalim ve sirayla onlara
a ve b diyelim. Demek ki

f(a) =rve f(b) =s.
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Simdi a ve b temel dizilerini ¢”de toplayip a + b temel dizisini
elde edebiliriz. Ve son olarak bu toplamin f imgesini alip
fla+b)eR
elemanini bulabiliriz. 7 + s toplamini,
r+s=fla+Db)
olarak tanimlamay1 6neriyoruz, ¢tinkii ne de olsa a + b dizisi de
Gde.

R’den ¢ye ¢ik, topla ve tekrar R’ye in:

a+b

¥
r=fla) s=f(b) r+s=f(a+b)

R’de toplamanin tanimi:

1) 7, s € R verilmis olsun.

2) f(a) =7 ve f(b) = s esitligini saglayan a, b € &

dizilerini bul.

3) r + 8y f(a + b) olarak tanimla.

= <

Ancak, r ve s gergel sayilar1 verildiginde,
fla)=rve f(b) =s
esitliklerini saglayan birden ¢ok a ve b vardir; tamimin gecerli
olmasi i¢in bu esitligi saglayan tiim a ve b’lerin ayni1 f(a + b) so-
nucunu verdigini kanitlamaliyiz. Bunu kanitlayacagiz.

a'+b' de burada (kanitlanacak)

b 4
ay .

a o|a+b
o

S~

Carpmayi da benzer yontemle tanimlayacagiz. Her halkada
oldugu gibi ¢ikarma toplama tarafindan, bolme de ¢carpma tara-
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findan belirlenecek. R’de siralamayi tanimlamak, ¢ok degil, bi-
razcik daha zordur. Ardindan, tanimlanan bu islemlerin ve sira-
lamanin tahmin edilen o6zellikleri sagladigini ve sonugta siral
bir cisim (Bolim 6.4 ve 6A.8) buldugumuzu ve bu sirali cisim-
de Q’niin kusurlarinin (Boliim 7C) olmadigini kanitlayacagiz.

Toplama. Yukarda gordiigiimiiz gibi, R’de toplamanin 6ner-
digimiz taniminin gegerli olmasi igin su 6nsav kanitlanmali:

Onsav 14.1.a, b, a', b’ € ¢ olsun. Eger |a] = [a'] ve [b] = [b']
ise [a+b] = [a'+b'] esitligi dogrudur.
Kanit: Varsayima gore a —a' € 9/, ve b —b' € 7/,. Dolayi-
siyla,
(@a+b)—(@+b)=(a—-a)+(b-0b)e 7,
dir, yani [a+b] = [a'+b'] esitligi dogrudur. O

Simdi artik, [a] ve [b] gergel sayilari igin,
la] +[b] = [a + b]

tanimini huzur i¢inde yapabiliriz, ¢tinki bu tanim, ¢”de secilen
a ve b’ye gore degil, [a] ve [b] gergel sayilarina gore degismek-
tedir. Eger bu 6nsav dogru olmasaydi,

la] = [a'] ve [b] = [b']
esitlikleri dogru olmasina kargin,

la] + [b] = [a'] + [b]
esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da toplama isleminin
tanimi gegerli olmazdi. Toplamay: tanimladiktan sonra topla-
manin Ozelliklerine gelelim.

Onsav 14.2. (R, +, [s(0)]) degismeli bir gruptur, yani,

T1. Herr,s,t € Ricin, (r+s)+t=7r+ (s + ).

T2. Her r € R icin, r + [s(0)] = [s(0)] + r = 7.

T3. Her r € Ricin, r + s = s + r = [s(0)] esitligini saglayan bir
s € Ruvardr.

T4.Herr,s e Ricinr +s=s + .
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Kanit: R’deki bu esitlikleri kanitlamak i¢in f fonksiyonunu
kullanip ¢”ye cikacagiz. Bu esitliklerin ¢”de de gecerli oldugu-
nu kullanip tekrar f ile R’ye inecegiz.

T1.a, b, c € Cigin, r = [a], s = [b], t = [c] olsun. O zaman,

(r+s)+t=([a] +[b]) +[c] =la+ b] +[c]
=[(@a+b)+cl=la+(b+)]
[a] +[b + c] = [a] + ([b] + [c])

T2.a € Gigin, r = [a] olsun. O zaman,
r+[s(0)] = [a] + [s(0)] = [a + s(0)] = [a] = .
[s(0)] + 7 = r esitligi benzer bi¢imde kanitlanir.
T3.a € Cigin, r = [a] olsun. Eger a = (a,,),, ise,
b=-a= (—an)n e G
ve
12

olsun. Istenen 7 + s = s + r = [s(0)] esitliginin saglandigini sina-

N

mak zor degildir.
T4.a,b € Cigin, r = [a], s = [b] olsun. O zaman,
r+s=lal+[b]l=[a+bl=[b+a]l=[b]+[a]l =s+7r
olur. O

Onsav 2’nin Ardindan:

a) T1’e gore gercel sayilari toplarken parantez kullanmaya ge-
rek yoktur, ornegin, (r + s) + ¢ yerine 7 + s + t ve (r + s) + (¢ + u)
yerine 7 + s + ¢ + u yazabiliriz.

b) R’de T2 ozelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir
(toplamamin etkisiz elemam denir bu elemana) ve bu eleman,
T2’nin soyledigi gibi [s(0)]’dir. Gelecekte [s(0)] yerine 0 yaza-
cagiz ama simdi degil. Ote yandan daha simdiden [s(0)] yerine
Og yazmak fena bir fikir degildir, 6yle de yapacagiz.

c) Eger r € R verilmisse, T3’teki 7 + s = s + 7 = [s(0)] = Op esit-
ligini saglayan bir ve tek bir s € R vardir. Bu elemani — olarak
gosterecegiz. Kanitta da gorildugi tizere, a € ¢icin, —[a] = [—a].
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d) R’de ¢ikarmayi iki degisik bicimde tanimlayabiliriz:
r—s=1r+(=s)
olarak ya da r = [a], s = [b] i¢in
r—s=la->b]
olarak. Ikisi de ayn1 kapiya ¢ikar ancak ikinci tanimin gegerli
olmast icin Onsav 2’ye benzer bir sonucun kanitlanmasi gerek-
mektedir. Benzer sekilde
—r—sve—r+s
islemlerini de tanimlayabiliriz.
~(r—s)=-r+s=s-r
gibi esitlikleri kanitlamak kolaydir.

Ama dikkat, toplarken paranteze gerek yoksa da ¢ikarirken
parantezleri korumak gerekir. Aksi davranigin birakin tiniver-
siteye girigi, bale okuluna girisi bile engelledigi bilinmektedir.

e) Her grupta oldugu gibi R’de de sadelestirme yapilabi-
lir. Ornegin, r + s = 7 + t ise s = ¢ olur. Ayni sekilde 7 + s = 7
ise s = [s(0)] = Og olur.

f) [a] + [b] = [a + b] formild, yani

fla+b) = fla) + F(b)
formiilii,
f:0->R

fonksiyonunun (&, +, s(0)) grubundan (R, +, [s(0)]) grubuna
giden bir esyapt fonksiyonu (homomorfizma) oldugunu soyli-
yor. Esyap1 fonksiyonunun anlamini bilmeyenlere: Toplamaya
(ya da bir baska isleme) saygi duyan, yani f(a + b) = f(a) + f(b)
esitligini saglayan bir gruptan bir baska gruba giden f fonksi-
yonlarina verilen addir.

Carpma. Carpmayi da ayni yontemle tanimlayacagiz.
R’den 7 ve s elemanlarini alalim. 7 ve s’nin ¢”de f-6nimgeleri-
ni bulalim. Bu 6nimgelere a ve b diyelim. Demek ki

fla) =rve f(b) =s.
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Simdi a ve b temel dizilerini ¢”de carpip ab € ¢ dizisini elde
edebiliriz. Son olarak bu carpimin f imgesini alip f(ab) € R bula-
bilir ve s carpimini,

rs = f(ab)
olarak tanimlamayi uygun bulabiliriz. Yani a, b € ¢ icin,
[a][b] = [ab]

tanimini yapmak istiyoruz.

R’den ¢ ’ye ¢ik, carp ve tekrar R’ye in

¢
ab

Y

R

v
r=fla) s=f(b) rs=flab)
R’de ¢arpmanin tanimu:
1) 7, s € R verilmig olsun.
2) fla) = ve f(b) = s esitligini saglayan a, b € ¢
izilerini bul.
3) rs’yi f(ab) olarak taumla.

Ancak 7 ve s verildiginde, f(a) = r ve f(b) = s esitligini sag-
layan birden ¢ok a ve b vardir; tanimin gecerli olmasi i¢in bu
esitligi saglayan tim a ve b’lerin ayni f(ab) sonucunu verdigini

kanitlamaliyiz.
a'b’ de burada (kanitlanacak)
\ ,
) b, \ ¢
a.
a, )
b, E

Onsav 14.3. 4, b, a', b' € ¢ olsun. Eger [a] = [a'] ve [b] = [b']
ise
[ab] = [a'b']
esitligi dogrudur.
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Kanit: Varsayima gore a — a' € 7/ ve b — b' € ¢/. Dolay1-
siyla,
(ab—-a'b')=(a—-a)b+adb-0b")e
dir (Onsav 9.7), yani [ab] = [a'b'] esitligi dogrudur. O

Simdi artik, [a] ve [b] gergel sayilari igin,
[a][b] = [ab]
tanimini huzur i¢inde yapabiliriz, ¢ciinkii bu tanim, ¢”de secilen
a ve b’ye gore degil, R’de segilen [a] ve [b] gercel sayilarina go-
re degismektedir. Eger bu 6nsav dogru olmasaydi,
la] = [a'] ve [b] = [b']
esitlikleri dogru olmasina kargin,
[a][b] = [a'][b']

esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da ¢arpma isleminin ta-
nimu gegerli olmazdi.

Kimi zaman [a][b] yerine [a] x [b] ya da [a]-[b] yazacagiz.

Onsav 14.4. Su ézellikler dogrudur:

C1. Her r, s, t € R icin, (rs)t = r(st).

C2. Her r € R icin, r-[s(1)] = [s(1)]-r = 7.

C3. Her O # r € R icin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan
bir

Op#zseR
vardir.

C4. Her r,s € R igin rs = sr.

Kanit: Aynen bir 6nceki kanit gibi. R’deki bu esitlikleri ka-
nitlamak icin f fonksiyonunu kullanip ¢”ye ¢ikacagiz. Bu esit-
liklerin ¢’de de gecerli oldugunu kullanip tekrar f ile R’ye ine-
cegiz.

C1, C2, C4. Onsav 2’nin T1, T2 ve T4’{in kanitiyla ayni ol-
dugundan kaniti okura birakiyoruz.
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C3.a=(a,), € 0 igin, r = [a] olsun. 7 = [s(0)] = Og = 7 =
[@] oldugundan, a, 7/’da degildir, yani 0’a yakinsayamaz. Te-
orem 12.3%e gore her n > N icin a,, # 0 esitsizliginin saglandig
bir N gostergeci vardir.

b, =

n

{a,}l eger n > N ise

0 eger n < N ise

ve b = (b,), olsun. Teorem 11.11%e gore b bir temel dizidir. O za-
man ab dizisi bir zaman sonra sabit 1 dizisi olur ve dolayisiyla li-
miti 1’dir. Demek ki ab — s(1) dizisi 0’a yakinsar, yani ¢/’dadur.
Demek ki, [a][b] = [ab] = [s(1)] olur. O

Sonug 14.5. (R \ {Og}, x, [s(1)]) degismeli bir gruptur, yani,

Cl. Her r, s, t € R\ {Og} i¢in, (rs)t = r(st).

C2. Her r € R\ {Og} icin, r-[s(1)] = [s(1)]-r = 7.

C3. Her r € R\ {Og} icin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan
bir s € R\ {Og} vardir.

C4. Her r, s € R\ {Og} i¢in rs = sr.

Onsav 4 ve Sonug 5’in Getirdikleri:

a) C1’e gore gercel sayilari ¢arparken parantez kullanmaya
gerek yoktur, 6rnegin, (rs)t yerine rst ve (rs)(tu) yerine rstu ya-
zabiliriz.

b) R’de C2 6zelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir
(carpmanin etkisiz elemani denir bu elemana) ve bu eleman da
C2’nin soyledigi gibi [s(1)]’dir. Gelecekte [s(1)] yerine 1 yaza-
cagiz ama simdilik degil. Ote yandan daha simdiden [s(1)] ye-
rine 1 yazmak fena bir fikir degildir.

c) Eger r € R\ {Og} verilmigse, C3’teki rs = s7 = 1y esitligi-
ni saglayan bir ve tek bir s € R vardir. Bu elemani s~! olarak
gosterecegiz. Kanitta da goruldugi tizere, a € ¢ igin, tam ola-
rak [a]~! = [a~1] olmasa da bu esitlik gercek’ten ¢ok cok uzak
degil.
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d) R\ {Og}’de bolmeyi
rls = rs1
olarak tanimlayabiliriz.
sl = (rs)71,
(1) =,
gibi esitlikleri kanitlamak kolaydir.

e) Her grupta oldugu gibi R\ {Og} grubunda da sadelestirme
yapilabilir. Ornegin, rs = rt ise ve r # O ise s = t olur. Bu, s ya
da ¢, Op’ye esitse de gegerlidir. Ayni sekilde s = 7 ise ve 7 # Oy
ise s = 1y olur.

Toplama ve Carpma. Yukarda, 6nce sadece toplamay ilgi-
lendiren, ardindan sadece carpmayi ilgilendiren o6zellikleri bul-
duk. Simdi bu boliimde, hem toplamayi hem de ¢arpmayi har-
manlayan ozelligi bulacagiz.

Onsav 14.6. Gercel sayilarda carpma toplamaya gére dagi-
lir, yani her r, s, t € R icin,
(r + )t =71t + st
esitligi gecerlidir.
Kanit: Her zamanki gibi ¢”ye ¢ikip ¢”’de benzer esitligi kul-
lanarak kanitlanir. Ayrintilar okura birakilmigtir. (]

Bunun bir sonucu olarak, her » € R igin,
70p = Ogp7 = Op
esitligi dogrudur. Nitekim,
70g = 7(Og + Og) = 7Og + 7Op
ve buradan da sadelestirerek, 70g = Og bulunur.

Teorem 14.7. (R, +, x, Og, 1g) yapist bir cisimdir, yani su
ozellikler saglanir:
T1. Herr,s, t € Ricin, (r + s

J+t=7r+(s+1).
T2. Her r € R icin, r + [s(0)] = [s(

O] +r=r.
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T3. Her r € Ricin, r + s = s + r = [s(0)] esitligini saglayan
bir s € R vardur.

T4. Herr,s e Ricinr+s=s +r.

C1. Her r, s, t € R icin, (rs)t = r(st).

C2. Her r € R igin, r-[s(1)] = [s(1)]-7 = 7.

C3. Her Ogp # 7 € R icin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan
bir

Op=selR

vardur.

C4. Her r,s € R icin rs = sr.

D. Her r, s, t € R icin, (r + s)t = rt + st.

Kanit: Coktan kanitland: bile... O

Son olarak, f(a) = [a] kuraliyla tanimlanan
f: 6 >R
orten fonksiyonuna bir defa daha bakalim. Bu fonksiyon su
ozellikleri saglar:

fla+0b)=fla+Db),
flab) = f(ab),
f(s(0)) = Og,
f(s(1) = 1g.

Yukardaki egitlikler, f fonksiyonunun ¢ halkasindan R
halkasina (aslinda cismine) giden bir esyap: fonksiyonu oldu-
gunu soyliyor. Resim asagida.

EZ @
) s(1) b
s(0)

lflf rlro I

A A v

R

Op 1g r s s r+s
¢’nin toplama ve ¢arpma iglemleri ve bu iglemlerin
etkisiz elemanlar1 R’de benzer islemlere ve elemanlara
tekabiil ediyor.
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Tabii bu arada ¢”nin bir cisim olmadigini ama R’nin bir ci-
sim oldugunu unutmayalim. (Arife Not: Halkalar kuramininin
basit bir sonucuna gore, R’nin cisim olmasi 74’ ¢’nin mak-
simal ideali oldugu anlamina gelir.)

Bir sonraki boliimde R iizerine bir siralama tanimlayacagiz.
Siralamayr tamimladiktan sonra, (R, +, x, Og, 1, <) yapisinin
sirali bir cisim oldugunu gorecegiz.

Alistirma. Eger » = 0 ya da 1 ise zg’nin ne oldugunu biliyo-
ruz. Eger n > 1 bir dogal sayiysa, ng € R sayisini tiimevarimla
soyle tamimlayalim (bkz. Bolum 6A.5):

(n+1)g = ng + 1.
(—n)gp sayisin1 da (—n)gp = —(ng) olarak tanimlayalim. Boylece
her n € 7 icin np sayisin1 tanimlamis olduk.

(n + m)[R =nR + mg,

(nm)g = ngmp
esitlikleri kanitlayin.

Us Almak. Dikkat ederseniz gercel sayilarda iis almay ta-
nimlamadik. Bir 7 tamsayisi ve bir x gercel sayisi icin x” say1-
sint tanimlamak hi¢ zor degildir. Bir x > 0 gergel sayisi ve bir g
kesirli sayisi igin x4 sayisi da biraz zahmetle de olsa oldukca ra-
hat bi¢cimde tanimlanabilir. Ama bir x > 0 ve y gercel sayilari
icin x¥ gergel sayisini tanimlamak hig¢ kolay degildir. Bu tanim
degisik bi¢imlerde yapilabilir (Cauchy dizileriyle, serilerle, In
fonksiyonunun tersi olarak). Bu konuya da gelecegiz. Ama ana-
liz dersinde.



