Dordiincu Kisim:

Gercel Sayilar Yapisi



13. Gergel Sayilar Kiimesi

ihayet gercel sayilar1 tamimlayacagiz. Bir sonraki bo-
‘ \ ‘ limde gergel sayilar tizerine dort iglemi ve siralamay:
tanimlayip bunlarin 6zelliklerini irdeleyecegiz.
Gergel sayilarin ne olduklarini sezgisel olarak hissediyoruz.
Ayrica ta ilkokuldan beri,
3,141592653589793...
gibi sonsuza dek uzanan bir ifadenin bir gercel say1 oldugu 6g-
retilmistir bize. Biz de bunu sorgulamadan kabul etmisizdir.
Hatta belki de 6gretmen, bu sayinin, “birim uzunlugu verilmis
bir say1 dogrusunun ustiinde bir uzunluga es dustigini” soy-
lemis bile olabilir... Bu uzunlugun hangi noktalar arasindaki
mesafe oldugunu gostermeden, daha dogrusu gosteremeden...

Ogretmen, buralarda bir yerde
3,141592653589793... gibi
bir sayinin oldugunu soyliyor...

o

Ogretmenin dedigine gore, 0’dan
3,141592653589793... cm
otede fiziksel bir nokta varmus... Ogretmen dedigine gore oyle
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bir nokta olmali... Kitaplar da 6yle diyor galiba... Bunca 6gret-
men, bunca kitap yalan mi soyleyecek?

Yalan degil ama yanlis... Cetvel tizerinde gercekten oyle bir
fiziksel noktanin olup olmadigini hi¢bir zaman bilemeyiz. Par-
calanamayacak parcaciklar olduguna gore muhtemelen de 6y-
le bir nokta yoktur. Ayrica fiziksel nokta diye bir seyin de ne
oldugu bilinmemektedir...

Gergel sayinin (ne oldugunu degil, bu sorunun anlam bile
olamaz!) ne olmasi gerektigini iste bu bolimde 6grenecegiz.

Once, daha sonra terkedecegimiz bir “gercel say1 tanimla-
ma” yontemini aciklayalim.

Gegen bolumde

3,14159215921592...
gibi bir zaman sonra devirlesen bir ifadeye anlam vermistik. Bu
ifadeyi tam tamina, terimleri

x, =3+ 10"
olarak tanimlanan dizinin limiti olarak tanimlamistik. Burada
ay=1,ay=4,a3=1,a4=5,a5s=9,a¢=2,a,=1, ... dir. Bo-
lim 12A’da,

3,141592653589793...
gibi sonsuza dek uzanan ve hi¢bir zaman devirlesmeyen bir ifa-
deyi tanimlamamigsak da, terimleri

x, =3+ 410"
olarak tanimlanan dizinin temel dizi oldugu kamitlanmistik.
Buradaa; =1,a,=4,a5=1,a4,=5,a5=9,a,=2,a, =6, ...
dir. (Yukardakinden degisik...)

Gergel sayilar1 yukardaki temel diziler olarak tanimlayabi-
liriz. Bir a dogal sayisi ve bir zaman sonra stirekli 9 olmayan

bir (a,,),, rakam dizisi igin,
(a +Z:l:1ai10_i)

temel dizisini pozitif bir gergel say1 olarak tamimlayabiliriz. (Bir
zaman sonra sirekli 9 olan sayilari da kabul edersek, o zaman bu
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sayinin bagka tiirlii yazilan bir sayiya esit oldugunu soylemek zo-
runda kaliriz ve tanim zorlasir.) Ardindan, bu gercel sayinin da
a,410,0304050...

olarak yazildigini da soyleyebiliriz. Eger zamanla devirlesen
(a,), rakam dizilerinden elde edilen gercel sayilar1 (yani temel
dizileri), dizinin limiti olan kesirli sayiyla 6zdeslestirirsek, her
kesirli sayiy1r bir gergel say1 olarak gorebiliriz. Sonra negatif
gercel sayilar bir bigimde tanimlanabilir. (Ikinci kisimda N’den
hareketle Z’yi tamimladigimiz gibi.) Ardindan gergel sayilarda
toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme tamimlamak gerekir... Ko-
lay is olmasa da bunlar yapilabilir.

Ttim bunlar matematiksel olarak son derece gecerlidir. An-
cak biz boyle yapmayacagiz. Ciunkii bu yontem 10 tabanini 6n
plana ¢ikarir ve 10’°a haketmedigi bir yer verir. Ayrica bu yon-
temle toplama ¢arpma gibi iglemleri tanimlamak olduk¢a me-
sakkatlidir. Biraz daha kuramsal ve soyut olacagiz ama islem-
ler cok daha rahat ve sik tanimlanacak.

Her gercel sayinin kesirli bir temel dizinin limiti oldugunu
artik hissetmis olmaliyiz. (Yoksa hissizsiniz demektir!) Bura-
dan hareketle bir gercel sayiyi kesirli bir temel dizi olarak ta-
nimlamaya kalkisabiliriz. Ama aym gergel sayiya yakinsayan
bir¢ok temel dizi olabilir. Ornegin,

3,31, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, 3,141592, ...
artan temel dizisiyle,

4,32,3,15, 3,142, 3,1416, 3,14160, 3,141593, ...
temel azalan dizisi ayni gercel sayiya (hentiz olmayan 7’ye san-
ki!) yakinsarlar. Demek ki her temel diziyi bir gergel say1 ola-
rak tanimlarsak, ayni gercel sayidan binlerce olur!

Bu iki temel diziyi ayni gergel say1 olarak tanimlamak la-
zim. Bunu yapmanin yontemini biliyoruz, gecmiste gordiik.
Esit gercel sayilari simgelemesi gereken, yani gelecekte (gergel
sayilar tanimlandiklarinda) ayni gercel sayiya yakinsayacak
olan iki temel dizi esit degil de denk olsun...
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Animsarsaniz temel diziler kiimesini ¢’ harfiyle simgelemis-
tik. ¢’ kumesi Uzerinde soyle bir ikili iligki tanimlamaya kalki-
salim: (x,),, (v,), € O igin,

(X)n = (V) < limn—)oo Xy = lirnn—)oo Ve
Guzel bir deneme... Ancak basarisiz, ¢ciinki
lim, . x,
diye bir say1 (limit) heniiz olmayabilir. (Gercel sayilar1 daha ta-
nimlamadigimizi animsayin. Tim derdimiz de bu sayilar1 var
etmek zaten.) Ornegin yukarda 6rnek olarak verdigimiz dizinin
limiti yoktur ¢iinkii 7 kesirli bir say1 degildir.

Ilerde, gercel sayilar tanimlandiginda, ayni anlama gelecek

bir bagka tanim bulmahyiz.
Ty = Ol 2

Soru isareti yerine su anki matematiksel bilgimizle ifade edebi-
lecegimiz bir kosul bulmaliyiz ve bu kosul, ilerde anlami olacak
olan

limnﬁoo Xp = hmn%oo Yn
esitligiyle ayn1 anlamda olmali. Ama bu ¢ok basit... Yukardaki

limnﬁoo Xp = hmn%oo Yn
esitligi yerine,

limn»oo (xn - yn) =0

yazalim... Bu ifade, ilerde, lim,,_, . x, ya da lim,,_, ., y,, oldugun-
da diledigimiz

hmn—)oo Xp = limn—)oo Yn
esitligiyle ayn1 anlamda olacak. Zaten oyle hissetmiyor muyuz?

Artik resmi tanimi verebiliriz: (x,,),, (y,), € ¢ temel dizile-

(%) = (Vi) = limy, o0 (%, = 3,,) = 0
olarak tanimlayalim. Bir bagka deyisle, = ikili iliskisi, x, y € ¢
temel dizileri igin,
xX=ysx-—ye Y
olarak tanimlansin. Bu arada, %/,’in Bolim 9.6’da 0’a yakinsa-
yan kesirli say1 dizileri kiimesi olarak tanimlandigini da anim-
sayalim.
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yalim.

Onsav 13.1. Yukarda tamimlanan = ikili iliskisi bir denklik
iliskisidir. Yani ber x, y € G temel dizisi icin,
1. x =x,
2.x=yisey=x,
3.x=yvey=zisex =z.
Kanmit: Kanitimizda 7/’ ¢ halkasinin bir ideali oldugunu,
yani Sonug 11.7°de kanitlanan,
2)s(0) € Yo < G,
b) Yo = Yo = Yo,
) 6V < Yo
olgularinu kullanacagiz. (s(0), sabit 0 dizisidir.) Bu da ideal
kavraminin 6nemini gosterir... diyecegiz ama bu kanitta (c)’nin
hi¢ 6nemi olmayacak. (c) ilerde 6nem kazanacak.
(1), dogrudan (a) ozelliginden ¢ikar.
(2)’y1 kanitlayalim. Varsayima gore x — y € 7/,. demek ki,
(a) ve (b)’ye gore,
y—x=s(0)-(x-y) € %
yani y = x.
Gelelim (3)’tn kanitina... Varsayima gore,
X—yeyyvey—ze Y.
(b)’den dolay,, x —2 = (x —y) + (y —2) € ¥y, yanix=z. L[]

Her a € ¢’temel dizisi igin,
[al ={x € C:a=x)}
olsun. ¢”’nin bu altkiimesine a’nin sinifi denir.
G147/ ya da eski yazilimla ¢7/=, smiflarin kiimesi olsun:
ClYfy=Cl=={la]l :a e ¢}
olsun. Gergel sayilar kiimesi R’yi iste bu kiime olarak tanimla-
yacagiz:
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R=0619y=Cl=={a]:ae 0}

Bir sonraki boliimde gercel sayilarda dort islemi ve sirala-
may1 tanimlayacagiz. Bir de ayriyeten kesirli sayilar kiimesi
Q’yt R’nin igine gomecegiz.

Q ile R simdilik ayrik kiimeler. Resim asagida.

Q ¢

O, kesirli temel dizilerden olusan kiime.
R ise ¢’'nin denklik smiflarindan olusan kiime.

¢’nin igindeki gri kutular denklik smniflarini temsil ediyor.
Bu denklik siniflarinin her biri R’nin bir elemani, yani bir ger-
cel sayi. Bir sonraki boliimde soziinti edecegimiz f fonksiyonu
da ¢’nin her elemanini o elemaninin sinifina gotiuren fonksi-
yon.



