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Dördüncü K›s›m:

Gerçel Say›lar Yap›s›



13. Gerçel Say›lar Kümesi

N
ihayet gerçel say›lar› tan›mlayaca¤›z. Bir sonraki bö-

lümde  gerçel say›lar üzerine dört ifllemi ve s›ralamay›

tan›mlay›p bunlar›n özelliklerini irdeleyece¤iz.

Gerçel say›lar›n ne olduklar›n› sezgisel olarak hissediyoruz.

Ayr›ca ta ilkokuldan beri, 

3,141592653589793...

gibi sonsuza dek uzanan bir ifadenin bir gerçel say› oldu¤u ö¤-

retilmifltir bize. Biz de bunu sorgulamadan kabul etmiflizdir.

Hatta belki de ö¤retmen, bu say›n›n, “birim uzunlu¤u verilmifl

bir say› do¤rusunun üstünde bir uzunlu¤a efl düfltü¤ünü” söy-

lemifl bile olabilir... Bu uzunlu¤un hangi noktalar aras›ndaki

mesafe oldu¤unu göstermeden, daha do¤rusu gösteremeden...

Ö¤retmenin dedi¤ine göre, 0’dan 

3,141592653589793... cm

ötede fiziksel bir nokta varm›fl... Ö¤retmen dedi¤ine göre öyle

Ö¤retmen, buralarda bir yerde
3,141592653589793... gibi
bir say›n›n oldu¤unu söylüyor...



bir nokta olmal›... Kitaplar da öyle diyor galiba... Bunca ö¤ret-

men, bunca kitap yalan m› söyleyecek?

Yalan de¤il ama yanl›fl... Cetvel üzerinde gerçekten öyle bir

fiziksel noktan›n olup olmad›¤›n› hiçbir zaman bilemeyiz. Par-

çalanamayacak parçac›klar oldu¤una göre muhtemelen de öy-

le bir nokta yoktur. Ayr›ca fiziksel nokta diye bir fleyin de ne

oldu¤u bilinmemektedir...

Gerçel say›n›n (ne oldu¤unu de¤il, bu sorunun anlam› bile

olamaz!) ne olmas› gerekti¤ini iflte bu bölümde ö¤renece¤iz.

Önce, daha sonra terkedece¤imiz bir “gerçel say› tan›mla-

ma” yöntemini aç›klayal›m.

Geçen bölümde

3,14159215921592...

gibi bir zaman sonra devirleflen bir ifadeye anlam vermifltik. Bu

ifadeyi tam tam›na, terimleri

olarak tan›mlanan dizinin limiti olarak tan›mlam›flt›k. Burada

a1 = 1, a2 = 4, a3 = 1, a4 = 5, a5 = 9, a6 = 2, a7 = 1, ... dir. Bö-

lüm 12A’da,

3,141592653589793...

gibi sonsuza dek uzanan ve hiçbir zaman devirleflmeyen bir ifa-

deyi tan›mlamam›flsak da, terimleri

olarak tan›mlanan dizinin temel dizi oldu¤u kan›tlanm›flt›k.

Burada a1 = 1, a2 = 4, a3 = 1, a4 = 5, a5 = 9, a6 = 2, a7 = 6, ...

d›r. (Yukardakinden de¤iflik...)

Gerçel say›lar› yukardaki temel diziler olarak tan›mlayabi-

liriz. Bir a do¤al say›s› ve bir zaman sonra sürekli 9 olmayan

bir (an)n rakam dizisi için,

temel dizisini pozitif bir gerçel say› olarak tan›mlayabiliriz. (Bir

zaman sonra sürekli 9 olan say›lar› da kabul edersek, o zaman bu
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say›n›n baflka türlü yaz›lan bir say›ya eflit oldu¤unu söylemek zo-

runda kal›r›z ve tan›m zorlafl›r.) Ard›ndan, bu gerçel say›n›n da

a,a1a2a3a4a5a6...

olarak yaz›ld›¤›n› da söyleyebiliriz. E¤er zamanla devirleflen

(an)n rakam dizilerinden elde edilen gerçel say›lar› (yani temel

dizileri), dizinin limiti olan kesirli say›yla özdefllefltirirsek, her

kesirli say›y› bir gerçel say› olarak görebiliriz. Sonra negatif

gerçel say›lar bir biçimde tan›mlanabilir. (‹kinci k›s›mda #’den

hareketle  ’yi tan›mlad›¤›m›z gibi.) Ard›ndan gerçel say›larda

toplama, ç›karma, çarpma ve bölme tan›mlamak gerekir... Ko-

lay ifl olmasa da bunlar yap›labilir.

Tüm bunlar matematiksel olarak son derece geçerlidir. An-

cak biz böyle yapmayaca¤›z. Çünkü bu yöntem 10 taban›n› ön

plana ç›kar›r ve 10’a haketmedi¤i bir yer verir. Ayr›ca bu yön-

temle toplama çarpma gibi ifllemleri tan›mlamak oldukça me-

flakkatlidir. Biraz daha kuramsal ve soyut olaca¤›z ama ifllem-

ler çok daha rahat ve fl›k tan›mlanacak.

Her gerçel say›n›n kesirli bir temel dizinin limiti oldu¤unu

art›k hissetmifl olmal›y›z. (Yoksa hissizsiniz demektir!) Bura-

dan hareketle bir gerçel say›y› kesirli bir temel dizi olarak ta-

n›mlamaya kalk›flabiliriz. Ama ayn› gerçel say›ya yak›nsayan

birçok temel dizi olabilir. Örne¤in,

3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, 3,141592, ...

artan temel dizisiyle,

4, 3,2, 3,15, 3,142, 3,1416, 3,14160, 3,141593, ...

temel azalan dizisi ayn› gerçel say›ya (henüz olmayan ?’ye san-

ki!) yak›nsarlar. Demek ki her temel diziyi bir gerçel say› ola-

rak tan›mlarsak, ayn› gerçel say›dan binlerce olur!

Bu iki temel diziyi ayn› gerçel say› olarak tan›mlamak la-

z›m. Bunu yapman›n yöntemini biliyoruz, geçmiflte gördük.

Eflit gerçel say›lar› simgelemesi gereken, yani gelecekte (gerçel

say›lar tan›mland›klar›nda) ayn› gerçel say›ya yak›nsayacak

olan iki temel dizi eflit de¤il de 
����olsun...
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An›msarsan›z temel diziler kümesini C harfiyle simgelemifl-

tik. C kümesi üzerinde flöyle bir ikili iliflki tan›mlamaya kalk›-

flal›m: (xn)n, (yn)n $ C için,

(xn)n G (yn)n - limn(I xn = limn(I yn.

Güzel bir deneme... Ancak baflar›s›z, çünkü 

limn(I xn

diye bir say› (limit) henüz olmayabilir. (Gerçel say›lar› daha ta-

n›mlamad›¤›m›z› an›msay›n. Tüm derdimiz de bu say›lar› var

etmek zaten.) Örne¤in yukarda örnek olarak verdi¤imiz dizinin

limiti yoktur çünkü ? kesirli bir say› de¤ildir.

‹lerde, gerçel say›lar tan›mland›¤›nda, ayn› anlama gelecek

bir baflka tan›m bulmal›y›z.

(xn)n G (yn)n - ?

Soru iflareti yerine flu anki matematiksel bilgimizle ifade edebi-

lece¤imiz bir koflul bulmal›y›z ve bu koflul, ilerde anlam› olacak

olan 

limn(I xn = limn(I yn

eflitli¤iyle ayn› anlamda olmal›. Ama bu çok basit... Yukardaki 

limn(I xn = limn(I yn

eflitli¤i yerine,

limn(I (xn  yn) = 0

yazal›m... Bu ifade, ilerde, limn(I xn ya da limn(I yn oldu¤un-

da diledi¤imiz

limn(I xn = limn(I yn

eflitli¤iyle ayn› anlamda olacak. Zaten öyle hissetmiyor muyuz? 

Art›k resmi tan›m› verebiliriz: (xn)n, (yn)n $ C temel dizile-

ri için, G ikili iliflkisini

(xn)n G (yn)n - limn(I (xn  yn) = 0

olarak tan›mlayal›m. Bir baflka deyiflle, G ikili iliflkisi, x, y $ C

temel dizileri için, 

x G y - x  y $ Y0

olarak tan›mlans›n. Bu arada, Y0’›n Bölüm 9.6’da 0’a yak›nsa-

yan kesirli say› dizileri kümesi olarak tan›mland›¤›n› da an›m-

sayal›m.
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fiimdi bu ikili iliflkinin bir denklik iliflkisi oldu¤unu kan›tla-

yal›m.

Önsav 13.1. Yukarda tan›mlanan G ikili iliflkisi bir denklik

iliflkisidir. Yani her x, y $ C temel dizisi için,

1. x G x,

2. x G y ise y G x,

3. x G y ve y G z ise x G z.

Kan›t: Kan›t›m›zda Y0’›n C halkas›n›n bir ideali oldu¤unu,

yani Sonuç 11.7’de kan›tlanan,

a) s(0) $*Y0 2 C,

b) Y0  Y0 2 Y0,

c) CY0 2 Y0

olgular›nu kullanaca¤›z. (s(0), sabit 0 dizisidir.) Bu da ideal

kavram›n›n önemini gösterir... diyece¤iz ama bu kan›tta (c)’nin

hiç önemi olmayacak. (c) ilerde önem kazanacak.

(1), do¤rudan (a) özelli¤inden ç›kar.

(2)’yi kan›tlayal›m. Varsay›ma göre x  y $ Y0. demek ki,

(a) ve (b)’ye göre,

y  x = s(0)  (x  y) $ Y0,

yani y G x.

Gelelim (3)’ün kan›t›na... Varsay›ma göre,

x  y $ Y0 ve y  z $ Y0.

(b)’den dolay›, x  z = (x  y) + (y  z) $ Y0, yani x G z. n

Her a $ C temel dizisi için, 

[a] = {x $ C : a G x}

olsun. C ’nin bu altkümesine a’n›n s›n›f› denir.

C /Y0 ya da eski yaz›l›mla C /G, s›n›flar›n kümesi olsun:

C /Y0 = C /G = {[a] : a $ C }

olsun. Gerçel say›lar kümesi "’yi iflte bu küme olarak tan›mla-

yaca¤›z:
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" = C /Y0 = C /G = {[a] : a $ C }.

Bir sonraki bölümde gerçel say›larda dört ifllemi ve s›rala-

may› tan›mlayaca¤›z. Bir de ayr›yeten kesirli say›lar kümesi

!’yü "’nin içine gömece¤iz. 

! ile " flimdilik ayr›k kümeler. Resim afla¤›da.

C ’nin içindeki gri kutular denklik s›n›flar›n› temsil ediyor.

Bu denklik s›n›flar›n›n her biri "’nin bir eleman›, yani bir ger-

çel say›. Bir sonraki bölümde sözünü edece¤imiz ƒ fonksiyonu

da C ’nin her eleman›n› o eleman›n›n s›n›f›na götüren fonksi-

yon.

C

... ... ...

a

($$$)$$$*
ƒ(a) = [a] = [b] = ƒ(b)

b

"

ƒ

!

C, kesirli temel dizilerden oluflan küme.
" ise C ’nin denklik s›n›flar›ndan oluflan küme.
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