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4.1. Haz›rl›k
P1,  ’nin altkümelerinden hiç sözetmeyen,  ’nin sadece

elemanlar›ndan sözeden ve sadece 0 ve S simgeleri kullan›larak

yaz›labilen bir önerme. Nitekim S ’nin 0 de¤erini almayan bire-

bir bir fonksiyon oldu¤u,

∀x Sx # 0

ve

∀x ∀y (Sx = Sy " x = y)

önermeleriyle ifade edilebilir. (Bu önermelerde x ve y de¤iflken-

leri do¤al say›larda de¤er almal›. Yani “her x” ifadesi “her x

do¤al say›s›” olarak okunmal›d›r.) Görüldü¤ü üzere, bu öner-

melerde ∀, =, ", parantezler ve x ve y de¤iflkenleri gibi man-

t›ksal simgeler d›fl›nda sadece 0 ve S ’yi kulland›k. Örne¤in hiç

! simgesini kullanmad›k.

Bundan böyle P1 yerine PA1 yazaca¤›z. fiimdilik okura tuhaf

gelebilecek de¤iflikli¤in nedeni bir iki sayfa sonra anlafl›lacak.

Öte yandan P2, aç›kça görülece¤i üzere kümelerden ve alt-

kümelerden sözeden bir özellik, ne de olsa do¤al say›lar›n A alt-

kümelerinin bir özelli¤inden sözediyor. Daha do¤rusu, P2, arit-

meti¤e yabanc› olan, aritmeti¤e de¤il de kümeler kuram›na öz-

gü olan ! simgesini kullan›yor. E¤er önermelerimizde ! simge-

sini kullanmay› bir sorun etmezsek, asl›nda P2 önermesini de



sadece elemanlardan (ama do¤al say›lardan de¤il de kümeler

kuram›n›n bir modelinin elemanlar›ndan) sözeden bir önerme

olarak yazabiliriz. Ama biz sadece aritmeti¤in özü gibi görünen

S ve 0 simgelerini kullanmak istiyoruz, aynen biraz önce P1

önermesi için yapt›¤›m›z gibi.

Zaten mant›kç›lar da altkümelerden sözeden teorilerden

pek hazzetmezler ve bunun için de burada aç›klayamayaca¤›m›z

hakl› gerekçeleri vard›r. Ayr›ca aritmeti¤i keflfederken aritmeti-

¤e tamamen yabanc› bir simge (! simgesini) kullanmak pek fl›k

de¤il. P2’yi altkümelerden ve ! simgesiden sözetmeden yazabi-

lir miyiz? Ya da P2’yi at›p yerine sadece elemanlardan sözeden

ve mant›ksal simgeler d›fl›nda sadece 0 ve S kullanan önermeler

yazabilir miyiz?

Bu bölümde uzunca bir süre bu soruyla ilgilenece¤iz. P2’yi

yavafl yavafl de¤ifltirip kabul edilebilir bir hale sokaca¤›z. Ama

ne yaparsak yapal›m P2’ye eflde¤er bir sonuca ulaflamayaca¤›-

m›z› (Gödel’den) biliyoruz.

Önce Teorem 2.5’i an›msayal›m ve bu teoremi PA20 olarak

yeniden adland›ral›m.

PA20. &(n), n do¤al say›s›yla ilgili bir önerme olsun. E¤er

&(0) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için, &(n) do¤ru oldu¤unda

&(Sn) de do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s› için &(n) do¤ru-

dur. Bir baflka deyiflle,

(&(0) ' ∀n (&(n) " &(Sn))) " ∀n &(n)

önermesi  ’de do¤rudur.

PA20 (yani Teorem 2.5) ile P2’nin birbirlerine denk olduk-

lar›n› Bölüm 2’nin sonundaki Not 4’te gösterdik, ama formülü

kümeler kuram›n›n formülü almak kofluluyla, yani ! simgesini

formüllerde kullanmak kofluluyla. PA20 önermesini yavafl ya-

vafl kabul edilir bir biçime sokaca¤›z. Amac›m›z ! simgesini

at›p daha aritmetiksel simgeler koymak ve gerekirse yeni aksi-

yomlar eklemek.
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Birinci Dönüflüm. ! simgesini ortadan kald›r›p, PA20 öner-

mesini sadece 0 ve S kullanan formüllere k›s›tlarsak ne olur?

PA20 önermesinin bu yeni haline PA2; ad›n› verelim:

PA2;. &(n), n do¤al say›s›yla ilgili ve içinde mant›ksal sim-

geler d›fl›nda sadece 0 ve S simgeleri kullanan bir önerme olsun.

E¤er &(0) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için, &(n) do¤ru oldu-

¤unda &(Sn) de do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s› için &(n)

do¤rudur. Bir baflka deyiflle,

(&(0) ' ∀n (&(n) " &(Sn))) " ∀n &(n)

önermesi  ’de do¤rudur.

PA2; gene geçerli bir teoremdir, P2’nin (hatta PA20 önerme-

sinin) bir sonucudur hâlâ (elbette), ama art›k P2’ye denk de¤il-

dir, P2’den daha zay›f bir önermedir. Örne¤in PA2; önermesiy-

le Teorem 3.1’i kan›tlayamay›z, yetersiz kal›r. Bu imkâns›zl›¤›

bu ders notlar›nda kan›tlamam›z mümkün de¤il1. (Dipnotlar bu

sefer bölümün sonunda.)

‹kinci Dönüflüm. PA1 ve PA2; önermelerinden oluflan aksi-

yom sistemiyle Teorem 3.1’i yani toplaman›n varl›¤›n› kan›tla-

yamayaca¤›m›za göre Teorem 3.1’i aksiyomlar›m›za ekleyelim,

daha do¤ru bir ifadeyle, toplama diye bir fonksiyonun oldu¤u-

nu ve afla¤›daki önermeyi sa¤lad›¤›n› varsayal›m.

PA3. Her n, m için

n + 0 = n,

ve

n + Sm = S(n + m).

Dilimize de art›k 0 ve S d›fl›nda bir de + fonksiyon simgesi-

ni ekledik. Toplama aritmekle ilgili bir simge odlu¤undan, bun-

da bir beis görmüyoruz. PA2; önermesini de flöyle geniflletelim:



PA2000. &(n), n do¤al say›s›yla ilgili ve içinde mant›ksal sim-

geler d›fl›nda sadece 0, S ve + simgeleri kullanan bir önerme ol-

sun. E¤er &(0) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için, &(n) do¤ru

oldu¤unda &(Sn) de do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s› için

&(n) do¤rudur. Bir baflka deyiflle,

(&(0) ' ∀n (&(n) " &(Sn))) " ∀n &(n)

önermesi  ’de do¤rudur.

fiimdi elimizde PA1, PA2000 ve PA3 önermelerinden oluflan

bir aksiyom sistemi var. P1 ve P2 ile geçmiflte kan›tlad›klar›m›-

z› bu yeni aksiyom sistemiyle kan›tlayabilir miyiz? Bölüm

3.2’deki sonuçlar›n tümünü, yani toplaman›n tüm özelliklerini

kan›tlayabiliriz. Okur bu dedi¤imizin do¤rulu¤unu kendi ken-

dine kontrol edebilir.

Ancak bu yeni aksiyom sistemiyle çarpmay› tan›mlayama-

y›z, yani Teorem 3.8’i kan›tlayamay›z2. (Dipnotlar bölüm so-

nunda.)

Üçüncü Dönüflüm. PA1, PA2000 ve PA3 nermelerinden olu-

flan aksiyom sistemiyle Teorem 3.8’i, yani çarpman›n varl›¤›n›

kan›tlayamayaca¤›m›za göre, Teorem 3.8’i aksiyomlar›m›za ek-

leyelim, daha do¤ru bir ifadeyle çarpma diye bir fonksiyonun

oldu¤unu ve bu fonksiyonun afla¤›daki önermeyi sa¤lad›¤›n›

varsayal›m.

PA4. Her n, m !  için

n * 0 = 0

ve

n * Sm = n * m + n.

Dilimize art›k 0, S ve + d›fl›nda bir de * fonksiyon simgesini

ekledik. PA2000 önermesini çarpmadan da sözedebilecek biçim-

de flöyle geniflletelim:
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PA20000. &(n), n do¤al say›s›yla ilgili ve içinde mant›ksal sim-

geler d›fl›nda sadece 0, S, + ve *)simgeleri kullanan bir önerme

olsun. E¤er &(0) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için, &(n) do¤-

ru oldu¤unda &(Sn) de do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s›

için &(n) do¤rudur. Bir baflka deyiflle,

(&(0) ' ∀n (&(n) " &(Sn))) " ∀n &(n)

önermesi  ’de do¤rudur.

fiimdi elimizde PA1, PA20000, PA3 ve PA4 önermelerinden

oluflan bir aksiyom sistemi var. P1 ve P2 ile geçmiflte kan›tla-

d›klar›m›z› bu yeni aksiyom sistemiyle kan›tlayabilir miyiz?

Sanki öyle gibi... Kan›tlayamad›¤›m›z her önerme için yeni bir

simge ve o simgeyle ilgili bir aksiyom kabul ettik ve böylece

sanki hiç baflka aksiyoma ihtiyac›m›z kalmad› gibi.

Bölüm 3.4’deki sonuçlar›n tümünü, yani çarpman›n tüm

özelliklerini kan›tlayabiliriz.

Eflitsizli¤i de aynen Bölüm 3.5’te tan›mland›¤› gibi tan›m-

layabiliriz:

x ≤ y 4),z x + z = y.

Teorem 3.21 d›fl›nda, Bölüm 3.5’teki eflitsizlikle ilgili her fley de

kan›tlan›r.

Bunlar›n kan›t›n› okura b›rak›yoruz. Zaten kan›tlar da de-

¤iflmiyor.

Bölüm 3.6’daki ‹yis›ralama Teoremi (Teorem 3.22) kan›tla-

namaz ama; kan›tlanamaz çünkü her fleyden önce bu teoremin

dili bizim dilimize müsait de¤il, ne de olsa rastgele altkümelerden

sözediyor. Öte yandan her altkümeyi de¤il de münasip formül-

lerle tan›mlanm›fl altkümeleri al›rsak o zaman o teorem de do¤-

ru olur. Ya da flöyle ifade edelim: Teorem 3.22 olmasa da Sonuç

3.23 münasip (yani mant›ksal simgeler d›fl›nda 0, S, + ve * sim-

geleriyle yaz›lm›fl) & formülleri için geçerlidir.



Sonuncu Dönüflüm. Daha fazla ileri gitmeden PA20000 öner-

mesinin en genel halini yazal›m. Bu yeni haliyle formüllerimiz-

de parametreler de kullanabilece¤iz; her ne kadar bu ders notla-

r›nda buna hiç ihtiyac›m›z olmayacaksa da.

PA2. &(x, y1, ..., yk), mant›ksal simgeler d›fl›nda sadece

0, S, + ve *

kullan›larak yaz›lm›fl bir formül olsun. Ayr›ca m1, ..., mk !  

olsun. Simge say›s›ndan tasarruf etmek için y1, ..., yk yerine y
_
,

m1, ..., mk yerine m
_

yazal›m, 

E¤er &(0, m
_
) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için, &(n, m

_
)

do¤ru oldu¤unda &(Sn, m
_
) de do¤ruysa, o zaman her n do¤al

say›s› için &(n, m
_
) do¤rudur. Bir baflka deyiflle,

∀y
_

((&(0, y
_
) ' ∀n (&(n, y

_
) " &(Sn, y

_
))) " ∀n &(n, y

_
))

önermesi  ’de do¤rudur.

PA2 do¤rudur ve kan›t› da aynen Teorem 2.5’in kan›t› gi-

bidir elbette (ve P2’yi kullan›r).

PA2 asl›nda tek bir önerme de¤ildir, bir önerme ailesi ya da

daha yayg›n bir kullan›mla bir önerme flemas›d›r. Bunu aç›kla-

yal›m: PA2 yerine, mant›ksal simgeler d›fl›nda sadece 0, S, + ve

* simgeleri kullan›larak yaz›lan her &(x, y
_
) formülü için flu

PA2& önermesini ele alal›m:

PA2&. E¤er &(0, y
_
) do¤ruysa ve her n do¤al say›s› için &(n, y

_
)

do¤ru oldu¤unda &(Sn, y
_
) de do¤ru oluyorsa, o zaman her n do-

¤al say›s› için &(n, y
_
) do¤rudur.

PA2&, simgesel olarak 

∀y
_

((&(0, y
_
) ' ∀n (&(n, y

_
) " &(Sn, y

_
))) " ∀n &(n, y

_
))

biçiminde yaz›l›r.

PA2, asl›nda bütün bu PA2& formüllerinden oluflan bir ���������	���
�
�, yani PA2 tek bir önerme de¤il, bir önerme ai-

lesidir.
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4.2. Peano Aritmeti¤i
Bu uzun tart›flmadan sonra Peano Aritmeti¤i’nin do¤al sa-

y›lar yap›s›n› aç›klayal›m.

Peano aritmeti¤inin do¤al say›lar yap›s› (ya da Peano Arit-

meti¤i’nin bir modeli), biraz afla¤›daki PA1, PA2, PA3 ve PA4

önermelerini (Peano Aksiyomlar›’n›) sa¤layan,

• Bir  kümesinden,

• Bir 0 !  eleman›ndan,

• Bir S :  "  fonksiyonundan,

• Bir + :  *  "  fonksiyonundan,

• Bir * :  *  "  fonksiyonundan

oluflur. Bütün bunlar›n sa¤lamalar› gereken aksiyomlar flunlar-

d›r:

PA1. S, hiç 0 de¤eri almayan birebir bir fonksiyondur.

PA2. E¤er &(x, y
_
) formülü, mant›ksal simgeler d›fl›nda

0, S, +, *

kullan›larak yaz›lm›fl bir formülse ve a1, ..., ak !  için,

(i) &(0, a
_
) do¤ruysa, ve

(ii) Her n do¤al say›s› için, 

&(n, a
_
) do¤ru oldu¤unda &(Sn, a

_
) de do¤ruysa,

o zaman her n do¤al say›s› için &(n, a
_

) do¤rudur.

PA3. Her n, m !  için

n + 0 = n,

ve

n + Sm = S(n + m).

PA4. Her n, m !  için

n * 0 = 0

ve

n * Sm = n * m + n.

Yukardaki PA1, PA2, PA3, PA4 aksiyom sistemini PA ola-

rak k›saltal›m. Bu arada PA2’nin sonsuz tane aksiyomdan olufl-

tu¤unabir kez daha dikkatinizi çekeriz.



Bu ders notlar›nda - aç›kça belirtece¤imiz bir iki istisna d›-

fl›nda, ama ikinci k›s›m ve sonras›nda istisnas›z olarak - hep yu-

karda s›ralad›¤›m›z Peano Aksiyomlar›’n› kullanaca¤›z, yani

ders notlar›n›n ta en bafl›nda infla etti¤imiz güçlü yap›n›n tüm

gücünü kullanmayaca¤›z. Bu da flu demektir: ( , 0, S, +, *) befl-

lisi, PA aksiyomlar›n› sa¤layan tan›ms›z nesneler befllisi olarak

varl›¤› sorgulanmadan kabul edilecek. (Yani tüm kümeler ku-

ram›n› unutabilirsiniz!)

Bölüm 3’teki Teorem 3.1 ve 3.8 flimdi art›k aksiyomlar›m›-

z›n bir parças›, kan›tlanmalar›na gerek yok. Geçmiflte Bölüm

3.6’ya kadar kan›tlad›¤›m›z birçok sonuç PA aksiyom sistemin-

de de kan›tlanabilir. ‹flte bu sonuçlar›n bir listesi:

Teorem 4.2. Her n, m, p !  için,

i [De¤iflme Özelli¤i]. n + m = m + n.

ii [Birleflme Özelli¤i]. (n + m) + p = n + (m + p).

iii [Sadeleflme]. E¤er n + m = n + p ise m = p olur.

iv [Etkisiz Eleman]. 1 * m = m = m * 1.

v [De¤iflme Özelli¤i]. Her n, m !  için,

n * m = m * n.

vi [Birleflme Özelli¤i]. Her n, m, p !  için,

(n * m) * p = m * (n * p).

vii [Da¤›lma Özelli¤i]. n * (m + p) = n * m + n * p.

viii [S›f›rçarpans›zl›k]. nm = 0 ise ya n ya da m = 0 olur.

ix [S›ralama]. 3 iliflkisi bir tams›ralamad›r, yani 

ix.i. n 3 n.

ix.ii. n 3 m ve m 3 n ise n = m.

ix.iii. n 3 m ve m 3 p ise n 3 p.

ix.iv. Ya n ≤ m ya da m ≤ n olur.

x. n < m ancak ve ancak n + p < m + p ise.

xi. E¤er n < m ve 0 < p ise, o zaman n * p < m * p.

xi. E¤er mant›ksal simgeler d›fl›nda 0, S, +, * kullan›larak

yaz›lm›fl bir önerme bir do¤al say› için yanl›flsa, o zaman &’nin

yanl›fl oldu¤u en küçük bir do¤al say› vard›r.
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Bütün bu sonuçlar›n gerçekten Peano Aritmeti¤i’nin bir so-

nucu oldu¤unu kontrol etmeyi okura b›rak›yoruz.

Ama çeflitli nedenlerden Teorem 3.22’yi PA sisteminde ka-

n›tlayamay›z. Öte yandan Teorem 3.25 kan›tlanabilir:

Teorem 4.3 [Teorem 3.25, Tümevar›mla Kan›t II]. &(n) do-

¤al say›lar hakk›nda bir önerme olsun. E¤er her n do¤al say›s›

için,

&(0), ..., &(n91)

önermeleri do¤ru oldu¤unda

&(n) 

önermesi de do¤ruysa, o zaman &(n) her n için do¤rudur. Da-

ha matematiksel bir deyiflle, e¤er her n do¤al say›s› için, n’den

küçük her i do¤al say›s› &’yi do¤rulad›¤›nda n de &’yi do¤rula-

n›yorsa, o zaman herdo¤al say› &’yi do¤rular. Gene bir baflka

deyiflle, e¤er her n için,

(∀i (i < n " &(i))) " &(n) 

önermesi do¤ruysa, o zaman her n için &(n) do¤rudur.

Kan›t: &(n)’nin de¤illemesinin, yani 8&(n) do¤ru oldu¤u bir

do¤al say› oldu¤unu varsayal›m. O zaman Teorem 4.2.xi’e gö-

re (bkz. Sonuç 3.23), 8&(n)’nin do¤ru oldu¤u en küçük bir do-

¤al say› vard›r, diyelim n. O zaman n’den küçük her say› için &

do¤ru. Ama o zaman da teoremin varsay›m›na göre &(n) do¤-

rudur. Çeliflki. Demek ki 8&(n)’nin do¤ru oldu¤u bir do¤al sa-

y› yokt›r, yani 8&(n) her do¤al say› için yanl›flt›r, yani &(n) her

do¤al say› için do¤rudur. n

Teorem 3.25’i kullanarak do¤al say›larda kalanl› bölmenin

mümkün oldu¤unu, yani Teorem 3.26’y› PA’da kan›tlayabiliriz.

Teorem 4.4 [Teorem 3.26, Do¤al Say›larda Bölme]. n ve m

iki do¤al say› olsun, ama m # 0 olsun. O zaman öyle bir ve bir

tane q ve r do¤al say› çifti vard›r ki, n = mq + r ve r 5 m olur.



4.3. Üs Alma ve Di¤er Fonksiyonlar
Yukardaki teoremlere bakacak olursak, PA’n›n toplaman›n

ve çarpan›n özü bar›nd›rd›¤›na afla¤› yukar› emin olabiliriz. Pe-

ki ya üs alma ya da faktoriyel fonksiyonlar›? Bu fonksiyonlar

PA2’da tan›mlanabilirler mi?

Örne¤in toplama ve çarpmay› kullanarak 1’den n’ye kadar

olan say›lar›n ekok’unu tan›mlamak o kadar zor de¤il. Okur

bunu bu aflamada bir ç›rp›da yapabilir. Ama n! fonksiyonunu

tan›mlamak mümkün müdür?

Toplaman›n 0 ve S simgelerini ve PA1 ve PA2 aksiyomlar›-

n› kullanarak tan›mlanamad›¤›n› söyledik ve bu sorunu gider-

mek için dilimize, 0 ve S d›fl›nda + diye bir fonksiyon simgesi

ekledik ve buna ilaveten bir de PA3 aksiyomunu kabul ettik.

Çarpman›n da 0, S ve + simgelerini ve PA1, PA2 ve PA3 ak-

siyomlar›n› kullanarak tan›mlanamad›¤›n› söyledik ve bu soru-

nu gidermek için dilimize * diye bir fonksiyon simgesi daha ek-

ledik ve PA4 aksiyomunu kabul ettik.

Toplama ve çarpmadan sonra akla ilk gelen bir sonraki afla-

maya geçelim: (n, m) " nm formülüyle “tan›mlanan” (hepimi-

zin bildi¤i üs alma) fonksiyonunun varl›¤›, 0, S, + ve  *)simgele-

rini ve PA1, PA2, PA3 ve PA4 aksiyomlar›n› kullanarak tan›m-

layabilir miyiz? Önceki iki paragrafa bakarak üs alma fonksiyo-

nun PA’da tan›mlanamad›¤›n› düflünmek do¤ald›r. Ama öyle

de¤il. Üs alma fonksiyonu bu simgeler ve aksiyomlarla tan›mla-

nabiliyor. Hatta faktoriyel ve n-inci asal fonksiyonlar›na tan›m-

lanabilir. Tüm do¤al fonksiyonlar PA’da tan›mlanabilir. Bu de-

diklerimizin do¤rulu¤unu ne yaz›k ki Teorem 3A’in bir benzeri-

ni PA için kan›tlayarak gösteremeyiz, çünkü (bildi¤im kadar›y-

la), X = Y =  al›nsa bile bu teoremin PA’da bir karfl›l›¤› yok.

Kan›t için bambaflka bir yöntem gerekiyor.

Genel yöntemden bir baflka yerde sözedebiliriz. Merakl›

okur [Po] kitab›n›n Bölüm 7d’sine bakabilir. fiimdilik sadece üs

alman›n nas›l tan›mland›¤›n› görelim:
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r(u, v) say›s›, u say›s› v + 1’e bölündü¤ünde kalan olsun.

PA’da kolayl›kla

r(u, v) = x

anlam›na gelebilecek bir formül yazabiliriz. (Okura al›flt›rma.)

fiimdi flu &(n, m, p) formülüne bakal›m:

,u ,v (r(u, v) = 1 ' r(u, (m+1)v) = p

' ∀i (1 ≤ i ≤ m " r(u, (i+1)v) = r(u, iv)n).

Bu formül ancak ve ancak p = nm ise do¤rudur. Bunu görmek

için, her i = 0, 1, ..., m için,

ai = r(u, (i+1)v)

tan›m›n› yapal›m. Bu tan›mdan, 

a0 = 1

ve

ai+1 = ain

eflitlikleri ç›kar. Demek ki,

ai = ni.

Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz.

Dipnotlar:
1. Kan›t›n fikri: Aksi halde toplama fonskiyonu 0 ve S’den hareketle ta-

n›mlanabilirdi, demek ki ≤ de 0 ve S ’den tan›mlanabilirdi. fiimdi ( , 0, S) ya-
p›s›n›n teorisinin nonstandart bir modelini alal›m. Bu modeli (elbette x < Sx
önermesi do¤ru olacak biçimde) iki de¤iflik biçimde s›ralayaca¤›z ve elde etti-
¤imiz yap›lar ( , 0, S, <) ya da ( , 0, <) yap›s›n›n teorisinin modeli olacak.
 ’ye benzemek zorunda olan standart k›sm› bildi¤imiz gibi s›ralayal›m, x < Sx
önermesi do¤ru olmak zorunda oldu¤undan baflka bir seçene¤imiz de yok za-
ten. Nonstandart k›s›mlar #’nin kopyalar›na benzerler. #’nin en az 2 kopya-
s›n›n oldu¤unu varsayal›m ve her kopyay› kendi içinde bildi¤imiz gibi s›rala-
yal›m. Diyelim #’nin #1 ve #2 ad›n› verdi¤imiz sadece iki kopyas› var. fiimdi

modeli  < #1 < #2 ya da  < #2 < #1 olmak üzere iki de¤iflik biçimde s›rala-

yabiliriz. Ama #1 ile #2’nin yerlerini de¤ifltiren tahmin edilen fonksiyon S’ye

sayg› duyar ama s›ralamaya sayg› duymaz. Demek ki s›ralama S’den ve 0’dan
hareketle tan›mlanamaz.

2. Kan›t›n fikri: Presburger’›n bir teoremine göre bu aksiyom sistemiyle,
do¤ru olan her önerme kan›tlanabilir, üstelik bir bilgisayar program› yard›-
m›yla kan›tlanabilir, öte yandan Gödel’in ikinci eksiklik teoremine göre top-
lama ve çarpmayla ilgili do¤al say›larda do¤ru ama bu aksiyomlarla (hatta da-
ha fazlas›yla da) kan›tlanamayan bir önerme vard›r. Demek ki çarpma ifllemi,
0, S ve + yard›m›yla tan›mlanamaz.



Di¤er (Arife) Notlar
3. Bölüm 2 ve 3’te ZF kümeler kuram›ndan hareketle PA’n›n bir modeli-

ni (yani PA aksiyomlar›n›n geçerli oldu¤u bir (N, 0, S, +, x) yap›s› buldu¤u-
muza göre, ZF kümeler kuram›n›n PA’da çeliflki olmad›¤›n› kan›tlam›fl olduk.
Yani mant›¤›n diliyle

ZF ! Con(PA).
Gödel’e göre PA kendisinin çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlayamaz ama. Böylece
ZF’nin PA’dan daha güçlü oldu¤u anlafl›lm›fl oldu.

4. P1 ve P2’yi sa¤layan bir yap› çok güçlü bir anlamda biricikken (yani P1
ve P2’nin herhangi iki modeli birbirine izomorf iken, bkz Bölüm 3B), ayn› fley
Peano Aksiyomlar›’n› sa¤layan modeller için do¤ru de¤ildir. Bunun nedeni
PA’n›n sadece elemanlardan sözetmesidir. Lowenheim-Skolem Teoremi olarak
bilinen bir teoreme göre PA’y› sa¤layan her kardinalitede model oldu¤u gibi, ay-
n› kardinalitede ama izomorf olmayan modeller de vard›r. Yani PA aksiyomla-
r› do¤al say›lar kümesini tek bir biçimde belirleyemezler. 
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B
ölüm 1’de Tan›ml› Altküme Aksiyomu’nu aç›klarken ne

oldu¤unu söylemeden “kümeler kuram›n›n dilinde yaz›l-

m›fl formül”den sözettik. Geçen bölümde “0 ve S kullan›-

larak yaz›lm›fl bir de¤iflkenli formül”lerden sözettik. Bu bölüm-

de k›saca formülün ne demek oldu¤unu aç›klamaya çal›flaca¤›z.

Önce matematiksel tümcenin tan›m›n› verelim. Her dilde

oldu¤u gibi matematikçede de bir tümce yazmak için önce bir

alfabeye ihtiyaç vard›r. Matematikçenin temel alfabesi flu sim-

gelerden oluflur:

,, ', 8, (, ), =, !, v0, v1, v2, ...

Kullan›lan di¤er ∀, ., ", < gibi simgeler yukardakilerin yar-

d›m›yla tan›mlanabilirler, dolay›s›yla onlar› alfabeye eklemenin

gere¤i yoktur.

v0, v1, v2, ... simgelerine (harflerine) de¤iflken ad› verilir.

Her ne kadar v0, v1, v2, ... de¤iflken simgeleri yüzünden al-

fabemiz sonsuz gibi görünse de, bu aldat›c›d›r. De¤iflkenleri sa-

dece v ve | simgeleriyle elde edebiliriz:

v0 yerine v yazal›m,

v1 yerine v| yazal›m,

v2 yerine v|| yazal›m, ...



Bu temel alfabe d›fl›nda her matematiksel teorinin kendine

özgü simgeleri vard›r.

Kümeler kuram›n›n kendine özgü tek bir simgesi vard›r: !.

Peano Aritmeti¤i’nin kendine özgü dört simgesi vard›r: 0, S,

+ ve *.

Biraz soyut matematik görmüfller için baflka örnekler vere-

biliriz:

Halkalar kuram›n›n simgeleri 0, 1, + ve * d›r. S›ral› halka-

lar kuram›n›n simgeleri 0, 1, +, * ve ≤ simgeleridir.

Ama biz sadece kümeler kuram› ve Peano Aritmeti¤i’yle il-

gilenece¤iz.

Böylece, sadece ,, ', 8, (, ), =, !, v, | simgeleriyle tüm ma-

tematiksel tümceleri yazabiliriz.

Kümeler Kuram›’n›n Formülleri
Formülün tan›m› basitten karmafl›¤a do¤ru verilir. Önce,

ad›na “atomik” denen en basit formülleri tan›mlayaca¤›z (ilk

iki tan›m), sonra atomik formüllerin yard›m›yla elde edilen da-

ha karmafl›k formülleri:

1) Her i ve j için, vi = vj bir formüldür.

2) Her i ve j için, vi ! vj bir formüldür.

3) E¤er &matematiksel bir formülse, 8(&) de bir formüldür.

4) E¤er & ve 1 formüllerse, (&) ' (1) de bir formüldür. 

5) E¤er & bir formülse, her i do¤al say›s› için, ,vi (&) de bir

formüldür. 

Yukarda tan›mlanan formülker flimdilik birtak›m harfler-

den oluflan anlams›z birer dizidir. Bu anlams›z formüllere flu

anlamlar› yükleriz:

1) vi = vj formülü elbette “vi, vj’ye eflittir” olarak yorumlan›r.

2) vi ! vj formülü “vi, vj’nin bir eleman›d›r” olarak yorum-

lan›r.

3) 8(&) formülü “& do¤ru de¤il” olarak yorumlan›r.

4) (&) ' (1) formülü “hem & hem 1 do¤ru” olarak yorum-

lan›r.
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5) ,vi & formülü “&’yi do¤rulayan en az bir vi var” olarak

yorumlan›r.

Yukardaki simgelerle yaz›lan formüller çok karmafl›k olabi-

leceklerinden baz› k›saltmalar yap›l›r. Birkaç örnek verelim:

1) Gereksiz oldu¤u düflünülen parantezler yaz›lmaz. Bun-

dan böyle biz de yazmayaca¤›z.

2) v’ler yerine genelde x, y, z gibi simgeler ye¤lenir.

3) & . 1 formülü 8(8& ' 81) formülünün k›salt›lm›fl›d›r ve

elbette “& ya da 1’den en az biri do¤ru” (ikisi birden de do¤ru

olabilir) olarak yorumlanmal›d›r.

4) & " 1 formülü 8& . 1 formülünün k›salt›lm›fl›d›r ve el-

bette “e¤er & do¤ruysa 1 de do¤rudur” olarak yorumlanmal›-

d›r.

5) & < 1 formülü (& " 1) ' (1 " &) formülünün k›salt›l-

m›fl›d›r ve elbette “e¤er &’nin do¤ru olmas› için gerek ve yeter

koflul 1’nin do¤ru olmas›d›r” olarak yorumlanmal›d›r.

6) ∀x & formülü 8(,x 8&) formülünün k›salt›lm›fl›d›r ve el-

bette “her x için & do¤rudur” olarak yorumlanmal›d›r.

7) 8(x = y) formülü yerine x # y yaz›l›r.

8) 8(x ! y) formülü yerine x / y yaz›l›r.

9) ,=v & formülü “&’yi do¤rulayan bir ve bir tek v var” ola-

rak yorumlan›r. Yani 

,v (&(v) ve ∀w (&(w) " v = w))

Bir de¤iflkenli formül, , (ya da ∀) simgesinin kapsam›na gir-

memifl bir de¤iflken bar›nd›ran matematiksel bir tümcedir. For-

müle “özellik” de diyebiliriz. Örne¤in, “en az bir eleman› var”

yani “boflküme de¤il” özelli¤i (ya da formülü) flöyle ifade edilir:

,y y ! x.

(Bu özellik x #  olarak k›salt›l›r.)

Örne¤in “x’in sadece bir eleman› var” özelli¤i flöyle ifade

edilir: 

,y (y ! x ' ∀z (z ! x " z = y)). 

(Bu özellik ,y x = {y} olarak da k›salt›labilir.)
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“Boflküme x’in eleman›d›r” özelli¤i flöyle ifade edilir: 

,y (y ! x ' ∀z z / y). 

(Bu da  ! x olarak k›salt›l›r.)

Yukardaki üç özellik de x de¤iflkeninin özelli¤idir. Bu özel-

liklerin x’le ilgili oldu¤unu iyice belirtmek için & yerine &(x)

yazmak kolayl›k sa¤lar.

Matematiksel olarak ifade edilen her önerme yukardaki al-

fabeyle yukardaki kurallara uyularak yaz›labilir. Örne¤in 

“x bir do¤al say›d›r ve çifttir” 

böyle bir özelliktir (okura al›flt›rma). 

Peano Aritmeti¤i’nin Formülleri
Tan›m nerdeyse ayn› ama Peano Aritmeti¤i’nin terimlerini

ayr›ca tan›mlamam›z gerekiyor.

1) Her vi bir terimdir.

2) 0 bir terimdir.

3) E¤er t ve s birer terimse St, t + s ve ts de birer terimdir.

Görüldü¤ü üzere terimler polinomlara benzeyen ifadeler.

fiimdi Peano Aritmeti¤i’nin formüllerini tan›mlayabiliriz:

1) E¤er t ve s birer terimse, t = s bir formüldür.

2) E¤er & bir formülse, 8(&) de matematiksel bir formüldür.

3) E¤er & ve 1 formüllerse, (&) ' (1) de bir formüldür. 

4) E¤er & bir formülse, her i do¤al say›s› için, ,vi (&) de bir

formüldür.

Bir önceki paragrafta tan›mlanan k›saltmalar burada da ya-

p›labilir.

Böylece örne¤in asal say›lar kümesinin bir formülle tan›m-

land›¤›n› görmek kolaylafl›r: Bir p say›s›n›n asal olmas› için, p

say›s›n›n

p # 1 ' ∀x ∀y (p = xy " (x = 1 . y = 1))

formülünü sa¤lamas› yeter ve gerek kofluldur.
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