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4.1. Hazirhik

P1, N’nin altkiimelerinden hi¢ so6zetmeyen, N’nin sadece
elemanlarindan s6zeden ve sadece 0 ve S simgeleri kullanilarak
yazilabilen bir onerme. Nitekim S$’nin 0 degerini almayan bire-
bir bir fonksiyon oldugu,

Vx Sx#0
ve
Vx Vy (Sx =Sy 5> x=1y)

onermeleriyle ifade edilebilir. (Bu 6nermelerde x ve y degisken-
leri dogal sayilarda deger almali. Yani “her x” ifadesi “her x
dogal sayis1” olarak okunmalidir.) Goruldugu tzere, bu 6ner-
melerde V, =, —, parantezler ve x ve y degiskenleri gibi man-
tiksal simgeler diginda sadece 0 ve S’yi kullandik. Ornegin hig
€ simgesini kullanmadik.

Bundan boyle P1 yerine PA1 yazacagiz. Simdilik okura tuhaf
gelebilecek degisikligin nedeni bir iki sayfa sonra anlasilacak.

Ote yandan P2, acikca goriilecegi iizere kiimelerden ve alt-
kiimelerden sozeden bir 6zellik, ne de olsa dogal sayilarin A alt-
kiimelerinin bir 6zelliginden s6zediyor. Daha dogrusu, P2, arit-
metige yabanci olan, aritmetige degil de kiimeler kuramina 6z-
gli olan e simgesini kullaniyor. Eger 6nermelerimizde e simge-
sini kullanmay1 bir sorun etmezsek, aslinda P2 6nermesini de
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sadece elemanlardan (ama dogal sayilardan degil de kiimeler
kuraminin bir modelinin elemanlarindan) sozeden bir onerme
olarak yazabiliriz. Ama biz sadece aritmetigin 6zi gibi gortinen
S ve 0 simgelerini kullanmak istiyoruz, aynen biraz 6nce P1
onermesi i¢in yaptigimiz gibi.

Zaten mantik¢ilar da altkimelerden sozeden teorilerden
pek hazzetmezler ve bunun igin de burada aciklayamayacagimiz
hakl gerekgeleri vardir. Ayrica aritmetigi kesfederken aritmeti-
ge tamamen yabanci bir simge (e simgesini) kullanmak pek sik
degil. P2’yi altkiimelerden ve e simgesiden s6zetmeden yazabi-
lir miyiz? Ya da P2’yi atip yerine sadece elemanlardan s6zeden
ve mantiksal simgeler disinda sadece 0 ve S kullanan 6nermeler
yazabilir miyiz?

Bu boliimde uzunca bir siire bu soruyla ilgilenecegiz. P2’yi
yavas yavas degistirip kabul edilebilir bir hale sokacagiz. Ama
ne yaparsak yapalim P2’ye esdeger bir sonuca ulasamayacagi-
miz1 (Godel’den) biliyoruz.

Once Teorem 2.5’i animsayalim ve bu teoremi PA2’ olarak
yeniden adlandiralim.

PA2'. ¢(n), n dogal sayistyla ilgili bir 6nerme olsun. Eger
¢0(0) dogruysa ve ber n dogal sayist icin, ¢(n) dogru oldugunda
¢©(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayist icin ¢(n) dogru-
dur. Bir baska deyisle,

(@(0) A V7 (¢(n) —> ¢(Sn))) —> Vn ¢(n)
onermesi N’de dogrudur.

PA2' (yani Teorem 2.5) ile P2’nin birbirlerine denk olduk-
larini Boliim 2’nin sonundaki Not 4’te gosterdik, ama formiili
kiimeler kuraminin formiilii almak kosuluyla, yani € simgesini
formiillerde kullanmak koguluyla. PA2’ 6nermesini yavas ya-
vas kabul edilir bir bi¢cime sokacagiz. Amacimiz € simgesini
atip daha aritmetiksel simgeler koymak ve gerekirse yeni aksi-
yomlar eklemek.
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Birinci Doniisiim. € simgesini ortadan kaldirip, PA2’ 6ner-
mesini sadece 0 ve S kullanan formiillere kisitlarsak ne olur?
PA2’ 6nermesinin bu yeni haline PA2" adini verelim:

PA2". @(n), n dogal sayisiyla ilgili ve icinde mantiksal sim-
geler disinda sadece 0 ve S simgeleri kullanan bir 6nerme olsun.
Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist icin, ¢(n) dogru oldu-
Sunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayisi icin ¢(n)
dogrudur. Bir baska deyisle,

(0(0) A V11 (q() — ¢(Sn))) > ¥V o(n)
onermesi N’de dogrudur.

PA2" gene gegerli bir teoremdir, P2’nin (hatta PA2’ 6nerme-
sinin) bir sonucudur hala (elbette), ama artik P2’ye denk degil-
dir, P2’den daha zayif bir 6nermedir. Ornegin PA2" 6énermesiy-
le Teorem 3.1°i kanitlayamayiz, yetersiz kalir. Bu imkansizhig
bu ders notlarinda kanitlamamiz miimkiin degill. (Dipnotlar bu
sefer boliimiin sonunda.)

Ikinci Doniisiim. PA1 ve PA2” 6nermelerinden olusan aksi-
yom sistemiyle Teorem 3.1°1 yani toplamanin varhigini kanitla-
yamayacagimiza gore Teorem 3.1°i aksiyomlarimiza ekleyelim,
daha dogru bir ifadeyle, toplama diye bir fonksiyonun oldugu-
nu ve asagidaki onermeyi sagladigini varsayalim.

PA3. Her n, m icin
n+0=mn,
ve
n+Sm=_S8n+m).

Dilimize de artik 0 ve S diginda bir de + fonksiyon simgesi-
ni ekledik. Toplama aritmekle ilgili bir simge odlugundan, bun-
da bir beis gormuyoruz. PA2” 6nermesini de soyle genisletelim:
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PA2". @(n), n dogal sayisiyla ilgili ve icinde mantiksal sim-
geler disinda sadece 0, S ve + simgeleri kullanan bir 6nerme ol-
sun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayisi icin, ¢(n) dogru
oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayisi icin
¢©(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(0(0) A V11 (0(1) — ¢(Sn))) > ¥V ¢(n)
onermesi N’de dogrudur.

Simdi elimizde PA1, PA2"" ve PA3 onermelerinden olusan
bir aksiyom sistemi var. P1 ve P2 ile ge¢miste kanitladiklarimi-
z1 bu yeni aksiyom sistemiyle kanitlayabilir miyiz? Bolim
3.2’deki sonuglarin timini, yani toplamanin tim 6zelliklerini
kanitlayabiliriz. Okur bu dedigimizin dogrulugunu kendi ken-
dine kontrol edebilir.

Ancak bu yeni aksiyom sistemiyle ¢carpmayi tanimlayama-
yiz, yani Teorem 3.8’i kanitlayamayiz2. (Dipnotlar béliim so-
nunda.)

Uciincii Doniisiim. PA1, PA2"" ve PA3 nermelerinden olu-
san aksiyom sistemiyle Teorem 3.8’i, yani ¢carpmanin varligin
kanitlayamayacagimiza gore, Teorem 3.8’1 aksiyomlarimiza ek-
leyelim, daha dogru bir ifadeyle ¢arpma diye bir fonksiyonun
oldugunu ve bu fonksiyonun asagidaki 6nermeyi sagladigini
varsayalim.

PA4. Her n, m € N icin
nx0=0
ve
nxSm=nxm+n.

Dilimize artik 0, S ve + disinda bir de x fonksiyon simgesini
ekledik. PA2"" 6nermesini ¢carpmadan da s6zedebilecek bigim-
de soyle genisletelim:
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PA2'"". ¢(n), n dogal sayisiyla ilgili ve icinde mantiksal sim-
geler disinda sadece 0, S, + ve x simgeleri kullanan bir 6nerme
olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist icin, ¢(n) dog-
ru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayist
icin ¢(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(0(0) A V11 (o() — ¢(Sn))) > ¥V ¢(n)
onermesi N’de dogrudur.

Simdi elimizde PA1, PA2""", PA3 ve PA4 onermelerinden
olusan bir aksiyom sistemi var. P1 ve P2 ile ge¢miste kanitla-
diklarimizi bu yeni aksiyom sistemiyle kanitlayabilir miyiz?
Sanki 6yle gibi... Kanitlayamadigimiz her 6nerme icin yeni bir
simge ve o simgeyle ilgili bir aksiyom kabul ettik ve boylece
sanki hi¢ bagka aksiyoma ihtiyacimiz kalmadi gibi.

Bolim 3.4’deki sonuglarin tiimunii, yani ¢arpmanin tim
ozelliklerini kanitlayabiliriz.

Esitsizligi de aynen Bolim 3.5’te tamimlandig gibi tanim-
layabiliriz:

x<yeodrx+z2=y.
Teorem 3.21 disginda, Bolum 3.5’teki esitsizlikle ilgili her sey de
kanitlanir.

Bunlarin kanitin1 okura birakiyoruz. Zaten kanitlar da de-
gismiyor.

Boliim 3.6°daki Iyisiralama Teoremi (Teorem 3.22) kanitla-
namaz ama; kanitlanamaz ¢iinkii her seyden 6nce bu teoremin
dili bizim dilimize miisait degil, ne de olsa rastgele altkiimelerden
sozediyor. Ote yandan her altkiimeyi degil de miinasip formiil-
lerle tanimlanmus altkiimeleri alirsak o zaman o teorem de dog-
ru olur. Ya da soyle ifade edelim: Teorem 3.22 olmasa da Sonug
3.23 miinasip (yani mantiksal simgeler disinda 0, S, + ve x sim-
geleriyle yazilmig) ¢ formiulleri i¢in gegerlidir.
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Sonuncu Doniisiim. Daha fazla ileri gitmeden PA2""" 6ner-
mesinin en genel halini yazalim. Bu yeni haliyle formullerimiz-
de parametreler de kullanabilecegiz; her ne kadar bu ders notla-
rinda buna hig ihtiyacimiz olmayacaksa da.

PA2. ¢(x, y1, ..., Vi), mantiksal simgeler disinda sadece
0, S, + ve x
kullamilarak yazilmug bir formiil olsun. Ayrica mq, ..., my € N
olsun. Simge sayisindan tasarruf etmek icin yq, ..., y, yerine y,
my, ..., my, yerine m yazalim,

Eger ¢(0, m) dogruysa ve her n dogal sayist icin, ¢(n, m)
dogru oldugunda ¢(Sn, m) de dogruysa, o zaman her n dogal
sayist icin ¢(n, m) dogrudur. Bir baska deyisle,

Vy (0(0, y) A V1 (9(n, y) = 0(Sn, y))) = Vn @(n, y))
onermesi N’de dogrudur.

PA2 dogrudur ve kaniti da aynen Teorem 2.5’in kanit1 gi-
bidir elbette (ve P2’yi kullanir).

PA2 aslinda tek bir 6nerme degildir, bir 6nerme ailesi ya da
daha yaygin bir kullanimla bir 6nerme semasidir. Bunu acikla-
yalim: PA2 yerine, mantiksal simgeler diginda sadece 0, S, + ve
x simgeleri kullanilarak yazilan her ¢(x, y) formili igin su
PA2, 6nermesini ele alalim:

PA2,. Eger (0, y) dogruysa ve her n dogal saysst icin ¢(n, y)
dogru oldugunda ¢(Sn, y) de dogru oluyorsa, o zaman her n do-
gal sayisi icin o(n, y) dogrudur.

PA2,, simgesel olarak

Vy ((0(0, y) A Vu (9(n, y) = 0(Sn, y))) = Vn o(n, y))
bi¢ciminde yazilir.

PA2, ashinda biitiin bu PA2, formiillerinden olusan bir ak-
siyom semasidir, yani PA2 tek bir onerme degil, bir 6nerme ai-
lesidir.
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4.2. Peano Aritmetigi

Bu uzun tartismadan sonra Peano Aritmetigi’nin dogal sa-
yilar yapisini agiklayalim.

Peano aritmetiginin dogal sayilar yapisi (ya da Peano Arit-
metigi’nin bir modeli), biraz asagidaki PA1, PA2, PA3 ve PA4
onermelerini (Peano Aksiyomlari’ni) saglayan,

¢ Bir N kiimesinden,

¢ Bir 0 € N elemanindan,

® Bir S : N — N fonksiyonundan,

® Bir + : N x N - N fonksiyonundan,

e Bir x : N x N — N fonksiyonundan
olugur. Biitiin bunlarin saglamalari gereken aksiyomlar sunlar-
dir:

PA1. S, hi¢c 0 degeri almayan birebir bir fonksiyondur.
PA2. Eger ¢(x, y) formiilii, mantiksal simgeler disinda
0,8, +, x
kullanilarak yazilmis bir formiilse ve aq, ..., a, € N igin,

(1) (0, a) dogruysa, ve
(ii) Her n dogal sayisi icin,
¢0(n, a) dogru oldugunda ¢(Sn, a ) de dogruysa,
o zaman her n dogal sayisi icin ¢(n, a ) dogrudur.
PA3. Her n, m € N i¢in
n+0=n,
ve
n+Sm=_S8n+m).
PA4. Her n, m € N i¢in
nx0=0
ve
nx8Sm=nxm+n.

Yukardaki PA1, PA2, PA3, PA4 aksiyom sistemini PA ola-
rak kisaltalim. Bu arada PA2’nin sonsuz tane aksiyomdan olus-
tugunabir kez daha dikkatinizi ¢ekeriz.
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Bu ders notlarinda - acikga belirtecegimiz bir iki istisna di-
sinda, ama ikinci kisim ve sonrasinda istisnasiz olarak - hep yu-
karda siraladigimiz Peano Aksiyomlar’’ni kullanacagiz, yani
ders notlarinin ta en baginda inga ettigimiz giigli yapinin tim
giiciinii kullanmayacagiz. Bu da su demektir: (N, 0, S, +, x) bes-
lisi, PA aksiyomlarini saglayan tanimsiz nesneler beslisi olarak
varligi sorgulanmadan kabul edilecek. (Yani tim kumeler ku-
ramini unutabilirsiniz!)

Bolum 3’teki Teorem 3.1 ve 3.8 simdi artik aksiyomlarimi-
zin bir pargasi, kanitlanmalarina gerek yok. Gegmiste Bolim
3.6’ya kadar kanitladigimiz bir¢ok sonug¢ PA aksiyom sistemin-
de de kanitlanabilir. Iste bu sonuglarin bir listesi:

Teorem 4.2. Her n, m, p € N icin,
i [Degisme Ozelligi]. 7 + m = m + n.
ii [Birlesme Ozelligi]. (72 + m) + p = n + (m + p).
iii [Sadelesme]. Eger n + m = n + p ise m = p olur.
iv [Etkisiz Eleman]. 1 x m = m = m x 1.
v [Degisme Ozelligi]. Her n, m € N icin,
nXm=mxn.
vi [Birlesme Ozelligi]. Her n, m, p € N icin,
(mxm)xp=mx(nxp).
vii [Dagilma Ozelligi]. 7 x (m + p) = n x m + n x p.
viii [Sifircarpansizhik]. 7m = 0 ise ya n ya da m = 0 olur.
ix [Stralamal. < iliskisi bir tamsiralamadir, yani
1x.1. 72 < 7.
ix.dl. 7 <mve m < nise n = m.
iXdil. 7 <mvem < pisen < p.
ix.iv. Ya n <m ya da m < n olur.
X. n < m ancak ve ancak n + p < m + p ise.
xi. Eger n <mwve 0 < p ise, 0 zaman n x p < m x p.
xi. Eger mantiksal simgeler disinda 0, S, +, x kullanilarak
yazilmis bir émerme bir dogal say: icin yanhssa, o zaman ¢’nin
yanlis oldugu en kiiciik bir dogal sayi vardir.
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Biitiin bu sonuglarin gercekten Peano Aritmetigi’nin bir so-
nucu oldugunu kontrol etmeyi okura birakiyoruz.

Ama cesitli nedenlerden Teorem 3.22’yi PA sisteminde ka-
nitlayamayiz. Ote yandan Teorem 3.25 kanitlanabilir:

Teorem 4.3 [Teorem 3.25, Tiimevarimla Kanit II]. ¢(7) do-
gal sayilar hakkinda bir 6nerme olsun. Eger her n dogal sayisi
icin,

9(0), .., @(n-1)
onermeleri dogru oldugunda
o(n)
onermesi de dogruysa, o zaman ¢(n) ber n icin dogrudur. Da-
ha matematiksel bir deyisle, eger her n dogal sayisi icin, n’den
kiiciik her i dogal sayist ¢©’yi dogruladiginda n de ¢’yi dogrula-
niyorsa, o zaman herdogal sayr ¢’yi dogrular. Gene bir baska
deyisle, eger her n icin,
(Vi(i<n— @) > ¢(n)
onermesi dogruysa, o zaman her n icin ¢(n) dogrudur.

Kanit: @(7)’nin degillemesinin, yani —¢(7) dogru oldugu bir
dogal say1 oldugunu varsayalim. O zaman Teorem 4.2.xi’e go-
re (bkz. Sonug 3.23), —¢(7)’nin dogru oldugu en kiiciik bir do-
gal say1 vardir, diyelim #. O zaman 7’den kiigtik her say1 i¢in ¢
dogru. Ama o zaman da teoremin varsayimina gore ¢(7n) dog-
rudur. Celigki. Demek ki —¢(7)’nin dogru oldugu bir dogal sa-
y1 yoktir, yani —¢(#n) her dogal say1 icin yanlistir, yani ¢(n) her
dogal say1 i¢in dogrudur. O

Teorem 3.25%1 kullanarak dogal sayilarda kalanh bélmenin
mimkiin oldugunu, yani Teorem 3.26’y1 PA’da kanitlayabiliriz.

Teorem 4.4 [Teorem 3.26, Dogal Sayilarda Bolme]. 7 ve m
iki dogal say: olsun, ama m # 0 olsun. O zaman 6yle bir ve bir
tane q ve r dogal say: ¢ifti vardir ki, n = mq + r ve r < m olur.
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4.3. Us Alma ve Diger Fonksiyonlar

Yukardaki teoremlere bakacak olursak, PA’nin toplamanin
ve ¢arpanin 6zl barindirdigina asagi yukari emin olabiliriz. Pe-
ki ya iis alma ya da faktoriyel fonksiyonlari? Bu fonksiyonlar
PA2’da tanimlanabilirler mi?

Ornegin toplama ve ¢arpmayi kullanarak 1°den 7’ye kadar
olan sayilarin ekok’unu tanimlamak o kadar zor degil. Okur
bunu bu asamada bir ¢irpida yapabilir. Ama 7! fonksiyonunu
tanimlamak mimkin mudir?

Toplamanin 0 ve S simgelerini ve PA1 ve PA2 aksiyomlari-
ni kullanarak tanimlanamadigini séyledik ve bu sorunu gider-
mek i¢in dilimize, 0 ve S disinda + diye bir fonksiyon simgesi
ekledik ve buna ilaveten bir de PA3 aksiyomunu kabul ettik.

Carpmanin da 0, S ve + simgelerini ve PA1, PA2 ve PA3 ak-
siyomlarini kullanarak tanimlanamadigini soyledik ve bu soru-
nu gidermek i¢in dilimize x diye bir fonksiyon simgesi daha ek-
ledik ve PA4 aksiyomunu kabul ettik.

Toplama ve ¢arpmadan sonra akla ilk gelen bir sonraki asa-
maya gegelim: (n, m) — # formiiliiyle “tanimlanan” (hepimi-
zin bildigi ts alma) fonksiyonunun varligi, 0, S, + ve x simgele-
rini ve PA1, PA2, PA3 ve PA4 aksiyomlarimi kullanarak tanim-
layabilir miyiz? Onceki iki paragrafa bakarak iis alma fonksiyo-
nun PA’da tanimlanamadigini diisinmek dogaldir. Ama 6yle
degil. Us alma fonksiyonu bu simgeler ve aksiyomlarla tanimla-
nabiliyor. Hatta faktoriyel ve n-inci asal fonksiyonlarina tanim-
lanabilir. Tiim dogal fonksiyonlar PA’da tanimlanabilir. Bu de-
diklerimizin dogrulugunu ne yazik ki Teorem 3A’in bir benzeri-
ni PA i¢in kanitlayarak gosteremeyiz, ¢unkii (bildigim kadariy-
la), X = Y = N alinsa bile bu teoremin PA’da bir karsihg: yok.
Kanit i¢cin bambaska bir yontem gerekiyor.

Genel yontemden bir bagka yerde sozedebiliriz. Merakl
okur [Po] kitabinin Bolum 7d’sine bakabilir. Simdilik sadece us
almanin nasil tanimlandigini gorelim:
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r(u, v) sayisi, u sayisi v + 1’e bolindugiinde kalan olsun.

PA’da kolaylikla
rlu, v) = x
anlamina gelebilecek bir formiil yazabiliriz. (Okura alistirma.)
Simdi su ¢(n, m, p) formuliine bakalim:
Ju Jv (r(u, v) = 1 A r(u, (m+1)v) = p
AVIi(1<i<m— r(u, (i+1)v) = r(u, v)n).
Bu formil ancak ve ancak p = n” ise dogrudur. Bunu gormek
icin, her i = 0, 1, ..., m icin,
a; = r(u, (i+1)v)

tanimini yapalim. Bu tanimdan,

ap=1
ve
diy1 = ain
esitlikleri ¢ikar. Demek ki,
a; = ni.

Ayrintilart okura birakiyoruz.

Dipnotlar:

1. Kamitin fikri: Aksi halde toplama fonskiyonu 0 ve S’den hareketle ta-
nimlanabilirdi, demek ki < de 0 ve S’den tanimlanabilirdi. Simdi (N, 0, S) ya-
pisiun teorisinin nonstandart bir modelini alalim. Bu modeli (elbette x < Sx
onermesi dogru olacak bicimde) iki degisik bi¢cimde siralayacagiz ve elde etti-
gimiz yapilar (N, 0, S, <) ya da (N, 0, <) yapisinin teorisinin modeli olacak.
N’ye benzemek zorunda olan standart kismi bildigimiz gibi siralayalim, x < Sx
onermesi dogru olmak zorunda oldugundan bagka bir secenegimiz de yok za-
ten. Nonstandart kisimlar Z’nin kopyalarina benzerler. Z’nin en az 2 kopya-
sinin oldugunu varsayalim ve her kopyay kendi icinde bildigimiz gibi sirala-
yalim. Diyelim Z’nin Z; ve Z, adini verdigimiz sadece iki kopyasi var. Simdi
modeli N < Z{ <Z, yada N < Z, <7 olmak tizere iki degisik bi¢imde sirala-
yabiliriz. Ama Z; ile Z,’nin yerlerini degistiren tahmin edilen fonksiyon S’ye
saygl duyar ama siralamaya saygi duymaz. Demek ki siralama S’den ve 0’dan
hareketle tanimlanamaz.

2. Kamitin fikri: Presburger’in bir teoremine gore bu aksiyom sistemiyle,
dogru olan her 6nerme kanitlanabilir, tstelik bir bilgisayar programi yardi-
muyla kanitlanabilir, 6te yandan Godel’in ikinci eksiklik teoremine gore top-
lama ve carpmayla ilgili dogal sayilarda dogru ama bu aksiyomlarla (hatta da-
ha fazlasiyla da) kanitlanamayan bir énerme vardir. Demek ki ¢arpma islemi,
0, S ve + yardimiyla tanimlanamaz.
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Diger (Arife) Notlar

3. Boliim 2 ve 3’te ZF kiimeler kuramindan hareketle PA’nin bir modeli-
ni (yani PA aksiyomlarinin gecerli oldugu bir (N, 0, S, +, x) yapist buldugu-
muza gore, ZF kiimeler kuraminin PA’da celigki olmadigini kanitlamis olduk.
Yani manugn diliyle

ZF + Con(PA).
Godel’e gore PA kendisinin geligkisiz oldugunu kanitlayamaz ama. Boylece
ZFnin PA’dan daha giiclii oldugu anlagilmis oldu.

4. P1 ve P2’yi saglayan bir yap1 ¢ok giiglii bir anlamda biricikken (yani P1
ve P2’nin herhangi iki modeli birbirine izomorf iken, bkz Bolim 3B), ayni sey
Peano Aksiyomlar’ni saglayan modeller igin dogru degildir. Bunun nedeni
PA’nin sadece elemanlardan sézetmesidir. Lowenheim-Skolem Teoremi olarak
bilinen bir teoreme gore PA’y1 saglayan her kardinalitede model oldugu gibi, ay-
ni kardinalitede ama izomorf olmayan modeller de vardir. Yani PA aksiyomla-
1 dogal sayilar kiimesini tek bir bicimde belirleyemezler.
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olum 1’de Tanimh Altkiime Aksiyomu’nu agiklarken ne
Boldugunu soylemeden “kiimeler kuraminin dilinde yazil-
mus formiil”den sozettik. Gecen boliimde “0 ve S kullani-
larak yazilmig bir degiskenli formiil”lerden sozettik. Bu bolim-
de kisaca formiiliin ne demek oldugunu agiklamaya ¢alisacagiz.
Once matematiksel tiimcenin tanimini verelim. Her dilde
oldugu gibi matematik¢ede de bir tiimce yazmak i¢in 6nce bir
alfabeye ihtiya¢ vardir. Matematikgenin temel alfabesi su sim-
gelerden olusur:
Ay (6 )y =5 €, Ugy Uty Uy -
Kullanilan diger V, v, —, <> gibi simgeler yukardakilerin yar-
dimiyla tanimlanabilirler, dolayisiyla onlar1 alfabeye eklemenin
geregi yoktur.
Vg, U1, U, ... simgelerine (harflerine) degisken ad verilir.
Her ne kadar vy, vy, v, ... degisken simgeleri yuziinden al-
fabemiz sonsuz gibi goriinse de, bu aldaticidir. Degiskenleri sa-
dece v ve | simgeleriyle elde edebiliriz:
v yerine v yazalm,
v yerine vl yazalim,
v, yerine vll yazalim, ...
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Bu temel alfabe disinda her matematiksel teorinin kendine
ozgl simgeleri vardir.

Kiimeler kuraminin kendine 6zgii tek bir simgesi vardir: e.

Peano Aritmetigi’nin kendine 6zgii dort simgesi vardir: 0, S,
+ Ve X,

Biraz soyut matematik gormiusler i¢in bagka 6rnekler vere-
biliriz:

Halkalar kuraminin simgeleri 0, 1, + ve x dir. Sirali halka-
lar kuraminin simgeleri 0, 1, +, x ve < simgeleridir.

Ama biz sadece kiimeler kurami ve Peano Aritmetigi’yle il-
gilenecegiz.

Boylece, sadece 3, A, —, (, ), =, €, v, | simgeleriyle tiim ma-
tematiksel tiimceleri yazabiliriz.

Kiimeler Kurami’nin Formiilleri

Formiiliin tanimi basitten karmasiga dogru verilir. Once,
adina “atomik” denen en basit formiilleri tanimlayacagiz (ilk
iki tanim), sonra atomik formiillerin yardimiyla elde edilen da-
ha karmagik formilleri:

1) Her i ve j igin, v; = v; bir formiildiir.

2) Her i ve j igin, v; € v; bir formiildiir.

3) Eger ¢ matematiksel bir formiilse, —(¢) de bir formuldir.

4) Eger ¢ ve y formiillerse, (¢) A (y) de bir formuldiir.

5) Eger ¢ bir formiilse, her i dogal sayisi i¢in, Jv; (9p) de bir
formiildir.

Yukarda tanimlanan formiilker simdilik birtakim harfler-
den olusan anlamsiz birer dizidir. Bu anlamsiz formiillere su
anlamlar yukleriz:

1) v; = v; formiilii elbette “v;, v’ye esittir” olarak yorumlanir.

2) v; € v; formiilii “v;, v;’nin bir elemanidir” olarak yorum-
lanir.

3) =(¢) formili “@ dogru degil” olarak yorumlanir.

4) () A (y) formilt “hem ¢ hem y dogru” olarak yorum-
lanir.
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5) Jv; ¢ formiili “@’yi dogrulayan en az bir v; var” olarak
yorumlanir.

Yukardaki simgelerle yazilan formiiller ¢ok karmasik olabi-
leceklerinden bazi kisaltmalar yapilir. Birkag 6rnek verelim:

1) Gereksiz oldugu distintilen parantezler yazilmaz. Bun-
dan boyle biz de yazmayacagiz.

2) v’ler yerine genelde x, vy, z gibi simgeler yeglenir.

3) ¢ v y formiilit (=@ A —y) formilintn kisaltilmisidir ve
elbette “¢@ ya da y’den en az biri dogru” (ikisi birden de dogru
olabilir) olarak yorumlanmalidir.

4) ¢ — vy formili —¢ v y formulinin kisaltilmigidir ve el-
bette “eger ¢ dogruysa y de dogrudur” olarak yorumlanmali-
dir.

5) ¢ <> y formuli (¢ = y) A (y = ¢) formuliinin kisaltil-
musidir ve elbette “eger @’nin dogru olmasi igin gerek ve yeter
kosul y’nin dogru olmasidir” olarak yorumlanmalidir.

6) Vx ¢ formiili —(3x —¢) formiilinin kisaltlmisidir ve el-
bette “her x icin ¢ dogrudur” olarak yorumlanmahdir.

7) —(x = y) formulu yerine x # y yazilir.

8) —(x € y) formiil yerine x ¢ y yazilir.

9) Alv ¢ formiila “@’yi dogrulayan bir ve bir tek v var” ola-
rak yorumlanir. Yani

Fv (p(v) ve Vw (o(w) = v = w))

Bir degiskenli formiil, 3 (ya da V) simgesinin kapsamina gir-
memig bir degisken barindiran matematiksel bir timcedir. For-
miile “6zellik” de diyebiliriz. Ornegin, “en az bir elemani var”
yani “bogkiime degil” 6zelligi (ya da formilii) soyle ifade edilir:

dyy e x.
(Bu ozellik x # & olarak kisaltilir.)

Ornegin “x’in sadece bir eleman1 var” 6zelligi soyle ifade

edilir:
y(yexaAVzi(zex>z=9y)).
(Bu 6zellik 3y x = {y} olarak da kisaltilabilir.)
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“Bogkiime x’in elemanidir” o6zelligi soyle ifade edilir:
dy(yexanVzzey).
(Bu da @ € x olarak kisaltilir.)

Yukardaki t¢ ozellik de x degiskeninin 6zelligidir. Bu 6zel-
liklerin x’le ilgili oldugunu iyice belirtmek icin ¢ yerine ¢(x)
yazmak kolaylik saglar.

Matematiksel olarak ifade edilen her 6nerme yukardaki al-
fabeyle yukardaki kurallara uyularak yazilabilir. Ornegin

“x bir dogal sayidir ve cifttir”
boyle bir 6zelliktir (okura alistirma).

Peano Aritmetigi’nin Formiilleri

Tanim nerdeyse ayni ama Peano Aritmetigi’nin terimlerini
ayrica tamimlamamiz gerekiyor.

1) Her v; bir terimdir.

2) 0 bir terimdir.

3) Eger t ve s birer terimse St, ¢ + s ve ts de birer terimdir.

Goruldugn uzere terimler polinomlara benzeyen ifadeler.

Simdi Peano Aritmetigi’nin formullerini tanimlayabiliriz:

1) Eger t ve s birer terimse, ¢ = s bir formiildir.

2) Eger ¢ bir formtilse, —(¢) de matematiksel bir formiildiir.

3) Eger ¢ ve v formiillerse, (¢) A (y) de bir formuldiir.

4) Eger ¢ bir formiilse, her i dogal sayis1 i¢in, Jv; (9) de bir
formiildir.

Bir 6nceki paragrafta tanimlanan kisaltmalar burada da ya-
pilabilir.

Boylece ornegin asal sayilar kiimesinin bir formiille tanim-
landigin1 gormek kolaylagir: Bir p sayisinin asal olmas: igin, p
sayisinin

p#IAVXVy(p=xy—>(x=1vy=1))
formiilini saglamasi yeter ve gerek kosuldur.



